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La serie que define la funcién ¢ no converge para R(s) < 1. Si pensamos en los reales en
dicha regién, esto es, s € (—o0, 1), parece que no hay otra posibilidad que asignarles el valor
infinito. Sin embargo, hay una manera de extender ¢ a todo el plano complejo con un tnico
polo en s = 1 y esa manera es Unica si queremos preservar buenas propiedades de variable
compleja (la holomorfia fuera de s = 1). Por poner una analogia, si definimos f(z) = 7 2"
parece que deberiamos asignar f(2) = oo, pero utilizando series geométricas sabemos que
f(z) = 1/(1 — 2) en el circulo de convergencia |z| < 1 y el segundo miembro tiene perfecto
sentido fuera de él. La extensién 1/(1 — z) es la tinica meromorfa (por el principio de unicidad
en variable compleja) y nos dice que debiéramos definir f(2) = —1.

Curiosamente, la informacién sobre las propiedades finas de la distribucién de los primos
radica en la regién R(s) < 1, especialmente en % < R(s) < 1, es decir, en la parte que no vemos
con la serie de la definicién original de la funcién ¢. Toda esta hoja estard dedicada a obtener
la extension anunciada. En relacién con esto, probaremos una sorprendente simetria que tiene
interés independiente.

1) Demuestra para R(s) > 1 las igualdades

o 1 ©xr— —1/2
C(s):s/1 :}gldxzsil—Q—s/l %dm

donde |x| significa la parte entera. La segunda deberia resultarte ficil, la primera no tanto.

2) Explica por qué la tltima integral converge para R(s) > 0. Deduce que ¢ se puede
extender a una funcién meromorfa en esa regién con un unico polo en s = 1 que es simple y
con residuo igual a 1.

Recuerda que por el llamado “principio de unicidad” [9, Ch. 2, §4], a lo més hay una
posible extensién meromorfa a una regién dada. Nadie puede venir con otra férmula ingeniosa
y obtener una extensién a R(s) > 0 que difiera de la obtenida.

En cierto modo, integrando por partes en la formula anterior se obtienen extensiones su-
cesivas a R(s) > —1, R(s) > —2, etc. y en el limite se sigue la extensiéon meromorfa a todo C.
Esta manera de proceder, no serd tan relevante para nosotros porque obtendremos la extensién
de otra forma. De todos modos, si quieres leer sobre ello, mira cémo se utiliza la férmula de
sumacién de Euler-Mclaurin con este propdsito en [5, Th.1.2].

Casi todo el resto de la hoja estd dedicada a una férmula que relaciona ((s) y ¢(1 — s),
lo cual en particular, permitira la extensién meromorfa a C, porque podremos pasar la region
R(s) > 0, en la que ya sabemos que ¢ es meromorfa a la regién R(s) < 1. Esta relacién la obtuvo
Riemann en su famosa memoria sobre los nimeros primos [3], aunque hay algin antecedente
en el trabajo de Euler. Para enunciar y demostrarla, es necesario conocer antes una funcién
clasica de variable compleja. Aunque la hayas visto, refleja el contenido de los ejercicios en tu
trabajo.



AP24hoja2 2

Definimos la funcion I" en R(s) > 0 mediante la integral

F(s):/ 5 e du.
0

Deberia estar claro que la integral converge en la region indicada.

3) Integrando por partes, deduce que se cumple I'(s + 1) = sI'(s) y explica por qué esto
permite deducir que T' tiene una extensiéon meromorfa a {R(s) > —1} con un tdnico polo en
s = 0 con residuo igual a 1. Repitiendo esta idea, prueba que I' admite una extensién meromorfa
a C tal que los polos estan en Z<q y todos ellos son simples.

4) Comprueba que la funcién I' generaliza el factorial en el sentido de que I'(n) = (n — 1)!
para n € Z*. De hecho, histéricamente, I' surgié interpolando factoriales [2]. Justifica la
igualdad I'(1/2) = /7.

Una propiedad digna de mencién es que I' no se anula y, por tanto, 1/I" es enteraﬂ Demos-
traremos la no anulacién por medio de la férmula

(1) I(s) /000 2V 1+ 2)7 doe =T'(s — w)'(w)

Aqui se entiende que R(w) > 0y R(w — s) < 0 para asegurar la convergencia de la integral.

5) Escribe el primer miembro como fooo Ooo Y1 + 2) "%y~ le ¥ dady y efectuando un
cambio de variable = u/v, y = u+wv, muestra cémo obtener el segundo término, completando
asi la prueba de .

6) SiI'(s) = 0 con R(s) > 0. Explica por qué (1)) con w = 1/n y n arbitrariamente grande,
lleva a una contradiccién. Concluye que 1/T" define una funcién entera en C cuyos ceros estan
GHIZ§0.

Esta introduccion a la funcién I' son los prolegémenos de la prueba que la simetria de la
funcién ¢ que comenzamos ahora. Dicha simetria provendra de la igualdad:

1
(2) Z et = 7 Z e T/ para t € RT.

neL ne’

Es muy posible que hayas visto esta identidad en algin curso de ecuaciones o andlisis, por
ejemplo, en relacién con la ecuacién del calor. Sea o no el caso, te propongo que escribas una
prueba siguiendo las lineas esbozadas en el préximo ejercicio.

1 Al hilo de esto, hay resultados que permiten “factorizar” las funciones enteras que no crecen demasiado [8
Ch. 15] y concluir una férmula para I" como un producto infinito.
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7) Sea F(x) = ,.cz e~ ™M)’ Como es 1-periddica y regular, coincide con su desarrollo

de Fourier:
1/2

F(x) = Z ape2™ne con a, = / F(z)e 2™ dg.
nez —1/2

Demuestra que se tiene a, = ffooo e = 2mina g, y deduce calculando F'(0). Indicacién:

Para completar este esquema, necesitaras saber ffooo e~ =2mizy o — =Y Gi esta integral
no te suena, mira o cita [6, Ex. 10.9] o [7].

Ahora estamos preparados para probar la simetria de ¢ siguiendo el esquema original de
Riemann en su famosa memoria [T}, §8], [3].

8) Considera la funcién w : Rt — R de decaimiento rcipid w(x) = >0, e~T,
Muestra que satisface

V-1

w(a:*l) = 5

+ vz w(r) para cualquier x > 0.

9) Sea &£(s) = s(1 — s)m—*/2T'(s/2)¢(s). Utilizando las definiciones originales de ¢ y de T,
como serie e integral, demuestra para R(s) > 1

£(s) =s(1l—3s) /00 22w (z) da.

0

Efectuando el cambio x — 1/x en el intervalo (0, 1] del rango de integracién, deduce también

oo

&(s) =—14+s(1— s)/ (ms/%l + x(lfs)/%l)w(x) dx.
1

10) A partir de la expresién anterior, demuestra los siguientes puntos:

1. £(s) se extiende a una funcién entera.

2. {(s) —1/(s — 1) se extiende a una funcién entera.

3. Se cumple £(s) = £(1 — s) para todo s € C.

El dltimo punto es la simetria que buscabamos, lo que se llama la ecuacion funcional por
antonomasia que permite relacionar {(s) y (1 —s). El factor s(1 — s) es irrelevante porque es
invariante bajo s — 1 —s, solo se introduce para tener una funcién entera. Por ello, la ecuacion
funcional se suele presentar en la forma:

W_S/2F<§>C(S) = Tr_(l_s)/2f(%>g(l —35).

2Se dice que una funcién es de decaimiento répido si es C™ y ella y sus derivadas de cualquier orden tienden
a cero cuando x — oo al multiplicar por =%, sea cual sea N.
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Por cierto, mira [10, Ch. II] si quieres ver otras pruebas de esta identidad.
11) Calcula ¢(0), ((—1), {(—2) y ((—4) empleando la ecuacién funcional. Indicacién: Para
uno de los calculos debes recordar la solucién del problema de Basilea [4].

En realidad, para el estudio de la distribucién de los primos, la funcién —¢’/¢ que, hasta
donde yo sé, no recibe ningin nombre especial es mas relevante que la propia funcién (.
Dedicaremos los ultimos ejercicios a algunas de sus propiedades bésicas.

12) Sea Z = {p € C : {(p) = 0}. Demuestra que —('(s)/{(s) — (s — 1)~! es meromorfa,
mas concretamente, es holomorfa en el abierto Y = C— Z y tiene polos simples en los elementos
de Z. Por cierto, jves claro que U es un abierto?

La funcién —(’/¢ esté definida por una serie en R(s) > 1, pero es més fea que la de .
13) Prueba

C'(s) <= A(n) logp sin=pkconkeZt,
- = R(s)>1 donde A(n) =
¢(s) nz:l n para () (=) 0 en otro caso.

Aqui p representa un primo genérico. Por ejemplo, A(3) = A(3%) =log3 y A(2024) = 0. A la
funcién aritmética A se le llama funcion de von Mangoldt. Indicacién: Usa la férmula producto
de Euler. ;Qué operacién analitica transforma f en f'/f?

La funcién de von Mangoldt es un poco rara y en la demostracién simplificada del teorema
de los nimeros primos de la préxima hoja la evitaremos pasando de —¢’/¢ a la funcién

lo
F(s) = Z gip donde p recorre los primos.
Esta funcién esta bien definida como funcién holomorfa en $(s) > 1 (;lo ves?). Lo importante
es que imita a —(’'/¢ en una regién mas amplia en el sentido de que no introduce nuevas
singularidades.

14) Demuestra que ('(s)/¢(s) + F(s) admite una extensién holomorfa a R(s) > 1.

Tarea a entregar. Debes escribir un documento que combine las soluciones de los ejercicios
anteriores. La extension es libre con una fuerte recomendacion de que no llegues a las 7 paginas,
sin contar la bibliografia, con el formato de esta hoja. Si te ves muy apurado, escribe muy
escueto lo relativo a la funcién I'. Es importante que trates de combinar las soluciones de los
ejercicios en vez de pegarlas por separado. El resultado debe dar lugar a un segundo capitulo
de tu TFG llamado La extension meromorfa o la variante que prefieras.
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