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Introduccidén

i Qué son los problemas de puntos del reticulo?

@ Constituyen una rama cldsica de la teoria analitica de
ndmeros.

@ Consisten en contar el nimero de puntos de coordenadas
enteras en grandes dominios cerrados y acotados, en el plano
euclideo y en espacios de dimensiéon mayor o igual que tres.

@ El niimero de puntos del reticulo es aproximadamente el
volumen de la regién estudiada.
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Introduccidén

Objetivo

Acotar la diferencia entre el nimero de puntos de coordenadas
enteras y el volumen de la regién estudiada.

0

Controlar el término de error, resto o discrepancia. J
Término principal = el volumen
Dificultad = acotar el término de error.
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Problema de la esfera

Problemas de puntos del reticulo en las bolas

Es el problema mds natural y simétrico.

Notacién O de Landau: f = O(g) <« f< g

f<g=|f| <cg, c constante absolutay g > 0
d/2 pd
= d . ||= w 9
#{ieZ : ||i|| < R} = o + O(R%)
M=)
N° puntos del reticulo = Volumen + Error

(R > 1y 6 tan pequefio como sea posible).
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Problema de la esfera

i Qué ocurre en las distintas dimensiones?

Qd:

Infimo de todos los 6 validos para la aproximacién anterior.

Problema resuelto en:

d=1 — 0,=0
d>4 — Og=d-2

4

Problema abierto en:

d =2, seconjetura 0, =1/2
d =3, seconjetura 03 =1

A

Con los métodos actuales parece inasequible llegar a probar estos
resultados.
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Problema de la esfera

Un poco de historia. La esfera

d = 3, “Problema de la esfera”

Es un caso muy interesante debido a que estd relacionado con
otras areas de la teoria de los nimeros como son el nimero de
clases o las funciones L de Dirichlet.

Durante el siglo XX se han ido probando distintos resultados:

e A3 < 1,5, E. Landau, 1912.

o Utilizando por primera vez sumas trigonométricas en el
problema de la esfera — 63 < 1,4, .M. Vinogradov, 1935.

M? Elena Cristébal Rodriguez Problemas de puntos del reticulo en tres dimensiones



Problema de la esfera

Un poco de historia. La esfera

e En 1963, I.M. Vinogradov y J.-R Chen — 63 <1,333....

Esta cota se obtiene a partir de un término diagonal.
Reducirla usando tnicamente métodos de sumas trigonométricas es
impensable.

@ Pasaron 32 afos hasta que el resultado fue mejorado.

En 1995, F. Chamizo y H. lwaniec — 63 < 1,318....

Clave: volviendo a Gauss emplearon la interpretacion del
nuimero de puntos del reticulo en la esfera como el nimero
de clases de formas cuadraticas primitivas.
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Problema de la esfera

La esfera, introduccion al problema

S(RY=#{recZ : ||f]| <R} = ?R3 + O(R%).

Cuestion: reducir al maximo el término de error. Es decir,
encontrar 63, el infimo entre todos los 6.

Para un entero positivo n,

r3(n) = #{(n17 na, n3) S Z3 . n% —+ n% + n% e n}_

S(R) — suma:
S(R)=>_ r(n).

n<R2
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Problema de la esfera

La esfera, descomposicion del término de error

La suma S(R) = >_,<ge r3(n) se regulariza:

| f |
R> R2 (R+H)?

S((R)= Y rs(n)f(n)

1<n<(R+H)?

Poisson = T. Principal + sumas trigonométricas (oscilacion)
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Problema de la esfera

La esfera, descomposicion del término de error

La suma S(R) = >_,<ge r3(n) se regulariza:

| f |

R> R2 (R+H)?

Se(R)= > n(n)f(n) — S((RH) = > rs(n)f(n).
1<n<(R+H)? R2<n<(R+H)?

Contrapartida: contar puntos en una esfera de radio R+ H =
hay que restar los puntos de mds,

S(R) = S¢(R) — S¢(R, H).

Es necesario controlar el tamano de H.
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Problema de la esfera

La esfera, descomposicion del término de error

i Cémo descontamos los puntos sobrantes? El andlisis de Fourier falla
en regiones finas.

Clave para restarlos: S5¢(R, H) < sumas de caracteres.

La relacién se basa en
1
R3(n) = chh(—4n) = —cav/nL(1,xn), n>1,
T

h(—4n) es el n° de clases de f. cuadréticas binarias de discriminante
negativo —4n, ¢, es una sucesién de enteros de periodo 8, L(1,x,) es la
funcién L asociada al caracter x,(m) = (—4n/m) y Rs(n) es el nimero de
representaciones primitivas de un entero n como suma de tres cuadrados.
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Problema de la esfera

La esfera, descomposicion del término de error

i Cémo descontamos los puntos sobrantes? El andlisis de Fourier falla
en regiones finas.

Clave para restarlos: S5¢(R, H) < sumas de caracteres.

La relacién se basa en

1
R3(n) = chh(—4n) = —cav/nL(1,xn), n>1,
T

Recuperamos r3(n): @(n)zZF@(%) = R3(n):Z,u(d)r3(d2)
d?|n d?|n
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Problema de la esfera

La esfera, descomposicion del término de error

Recapitulando,

5(R) = 5¢(R) = 5¢(R. H)

S5¢(R) — Poisson — suma trigonométrica.
S¢(R,H) — Férmula n°® clases — suma de caracteres.

@ Acotar la suma de caracteres tiene buen fin cuando H no es
demasiado grande.

@ Si H es muy pequefio la ayuda de la regularizacién desaparece.
@ Es imprescindible controlar el tamano de H.
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Problema de la esfera

Antecedentes y contribucién

@ Mejor estimacién conocida — 63 < 1,3125, Heath-Brown,
1999. (Mejora la acotacién de la suma de caracteres).

@ Observé que GRH =- mejor acotacién de la suma de
caracteres.

Nuestra contribucion:

Obtenemos mejoras condicionales de la cota superior de 63

iCémo?
@ Nuevas estimaciones incondicionales de sumas trigonométricas

@ Nuevas estimaciones de sumas de caracteres bajo una
hipdtesis mas débil que GRH
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Problema de la esfera

Nuevas estimaciones trigonométricas

Mejoramos la parte trigonométrica con ~» Pares de exponentes.

Son pares de nimeros reales (p, q) € [0,1/2] x [1/2,1] tales que

Z e?™f(x) « DPNI, con D ~ f'(x).
N<x<2N

Para usarlos f y sus derivadas se deben “controlar bien”.

Combaten las dificultades de la estimacidn trigonométrica: la
longitud y la oscilacién de las sumas.
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Problema de la esfera

Nuevas estimaciones trigonométricas

Mejoramos la parte trigonométrica con ~» Pares de exponentes.

Son pares de nimeros reales (p, q) € [0,1/2] x [1/2,1] tales que

Z e?™f(x) « DPNI, con D ~ f'(x).
N<x<2N

N Z 27rlf <'< D€N1/2+6, con D ~ f/(X).
N<x<2N

Conjetura LEP: Para cualquier € > 0, (¢,1/2 + €) es un par de
exponentes.
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Problema de la esfera

Nuevas estimaciones de sumas de caracteres bajo Lg

Conjetura GRH: La regién R(s) > 1/2 ‘
es libre de ceros para cualquier funcién 0 “Zi
L de Dirichlet. .

—

LL(P =0 === Re p =1/2 ?
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Problema de la esfera

Nuevas estimaciones de sumas de caracteres bajo Lg

Conjetura GRH: La regién R(s) > 1/2 ‘
es libre de ceros para cualquier funcién 0 “Zi
L de Dirichlet. .

—

LL(P =0 === Re p =1/2 ?

Conjetura GLH: En R(s) > 1/2 se tiene, L(s, x) = O(¢|s|%)
siendo x un cardcter médulo g.

Suponiendo que esto sélo ocurre en R(s) > (5 con € [1/2,1] —>Lg.J
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Problema de la esfera

Nuevas estimaciones de sumas de caracteres bajo Lg

* 5
Conjetura Lg. Para R(s) > Sy x un '
caracter real no principal médulo g, 0 “23, '
L(s.x) = O(q|s[").

Se puede probar que Lg es equivalente a un teorema sobre la
densidad de los ceros en rectangulos de altura uno en R(s) > (.

En particular la ausencia de los ceros en $(s) >  implica Lg.
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Problema de la esfera

Resumen

parte trigonométrica = T (

Error — {
parte de caracteres = ((

S(R) = %”R3 1+ O(T(R, H) + C(R, H)).

Acotar T +—— Ty = Z r3(n)e27riR\/ﬁ «— Pares de exponentes
N<n<2N

—4n
Acotar C — imaci
— Z Z ( - ) « Nuevas estimaciones y Lg
N<n<N+K m#£0O
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Problema de la esfera

Recapitulacién y actualidad

@ 1963, J.-R Chen e I.M. Vinogradov — 63 < 1,333...

Con sus estimaciones trigonométricas — Ty < N5/4F¢ en
algunos rangos.

Esta acotacién procede de un t. diagonal = dificilmente superable.

e 1995, F. Chamizo y H. lwaniec — 3 <1,3181...

Extendieron los rangos donde Ty < N3/4t€ el paso
fundamental es la introduccion de la suma de caracteres.

@ 1999, D.R. Heath-Brown — 63 < 1,3125

@ Extendemos el rango donde Ty < N®4*¢ en funcién de ~,
una constante que depende de pares de exponentes.

Con LEP v =0y se conoce v < 0,0786953379.
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Problema de la esfera

Resultados principales

0srz ]
osos
o0

0]
0208
0252
0209
00—
0z
0z
0z
0zoe
0268
026
0255

0252 —

L e 0
05 08 07 o8 09 10

Funcién k(5)

Teorema

Sea r = k(3) como en la figura. Suponiendo Ly para algtin
B € (1/2,1], se tiene, 63 < 1+ K siempre que v < 1/2 — 1/8k.
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Problema de la esfera

Resultados principales

’Cota superior de 3 bajo Lg‘

vor ]

; Si 3> 0.857, se
R concluye el mismo
12 resultado que en

12952 el Teorema sin
] utilizar pares de
12 exponentes no
— wsr| o probados.
L I e e e |
o5 o5 07 o8 o8 10
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Problema de la esfera

Resultados principales

’Cota superior de 3 bajo Lg‘

Si 6 > 0.857, se
concluye el mismo
resultado que en

B T T I VAT

13
el Teorema sin
1,205 ..
utilizar pares de
120 exponentes no
255 ossrl  loges probados.
TTT T T T T T T T TTT 7 TTrrrT1T1T1T1] B
5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Sif—1/2% =~ — 0", esdecir:

’Suponiendo LEP (v =0) y GRH, se tiene 3 < 5/4.‘

M? Elena Cristébal Rodriguez Problemas de puntos del reticulo en tres dimensiones



Puntos visibles en la esfera

Q-resultados

@ En los problemas de puntos del reticulo, aparte de acotar la
discrepancia y estimarla lo mejor posible, O-resultados, existe
otro tipo de problema: probar que “cierta estimacién
(quiza conjetural)” es la mejor y que no puede existir ninguna
mas precisa.

@ Estos problemas se denominan Q-resultados.

f
f=Q(g) si limsup |EX;| > 0, donde g > 0
X—00 X

Intuitivamente esto indica que si se diese la estimacién O(g) es
imposible mejorarla.
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Puntos visibles en la esfera

Puntos visibles

En los problemas de puntos del reticulo, ademas de contar puntos
de coordenadas enteras, se pueden contar los que se conocen como
puntos visibles desde el origen o puntos primitivos.

Un punto de coordenadas enteras es visible desde el origen si

el segmento rectilineo que une dicho punto con el origen no
contiene a ningun otro.

Un punto (n1, ny, n3) serd visible si med(ny, np, n3) = 1.

Daremos un Q-resultado para puntos visibles en la esfera. )
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Puntos visibles en la esfera

Puntos visibles, introduccion

p .. ,
< Puntos visibles en el circulo.
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Puntos visibles en la esfera

Puntos visibles, introduccion

p .. ,
< Puntos visibles en el circulo.

En el problema de los puntos visibles denotaremos al error E*(R).

El nimero de puntos visibles en una esfera de radio R se aproxima
por 47R3/3¢(3), lo que implica

47

3
e

E*(R)y=#{n¢e Z3:||ﬁ|| < R, mcd(ny, np,n3)=1} —
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Puntos visibles en la esfera

Resultado principal

Q-resultado comparable al que se conoce para todos los puntos.

E*(R) = Q(R(log R)*/?).

@ Para probarlo evitamos trabajar con el momento de orden dos
que en este caso es desconocido.

@ Empleamos una serie trigonométrica auxiliar que
estd correlacionada con E*(R).
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Puntos visibles en la esfera

Puntos visibles, método

Probar Q-resultados <+ Momento de orden dos.

La oscilacion se controla en media.

11?/'? E2(t)dt > AN*(R) = |E(R)| > AM(R) — E(R) = Q(\(R))
R/2
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Puntos visibles en la esfera
Puntos visibles, método

Probar Q-resultados <+ Momento de orden dos.
La oscilacion se controla en media.

11?/'? E2(t)dt > AN*(R) = |E(R)| > AM(R) — E(R) = Q(\(R))
R/2

Nuestro método: escogemos T, serie trigonométrica sencilla,

/R E*(t)T(t)dt = A(R) = " (E*(t))*dt > _X(R)
R/2 R/2 B f,f/2 T2(t)dt

Control sobre A + norma dos de T — Q-resultado
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Puntos visibles en la esfera

Relacién de E(R) y E*(R)

Sea E(R) el término de error en el problema de la esfera,
ER) = S n(n)- T3,
3

1<n<R2

La relacién entre E(R) y E*(R) es sencilla:

ParaR>t>1
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Puntos visibles en la esfera

Puntos visibles, método

i Por qué funciona multiplicar por la serie trigonométrica? Se
controla la oscilacién de la funcién de Mobius.

Z'u 27r/Rf/d T o Z eQWiR\/E

ZZM ZWI(Rf/d Ry/m)

d mn

Los términos diagonales, n/d? = m son los que mas contribuyen:

/ E(R)- T — 3. u(d)ra(n)

n d2|n

Z,u n) positiva v' : controlaremosz,tf(n)rg(n) v

d?|n n
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Problema de los elipsoides racionales

Problema de los elipsoides racionales

En este problema contamos puntos de coordenadas enteras en
elipsoides racionales (con coeficientes racionales).

@ De nuevo, la dificultad es estimar la discrepancia, E(R).

En general,

E(R)=#{rcz?:7/Rc B} — Vol(B)R?

B = cuerpo convexo w
suave que contiene al origen.
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Problema de los elipsoides racionales

Puntos del reticulo en cuerpos convexos. Historia

Las estimaciones para E(R) se escriben como en el problema de |a

esfera,
E(R) = O(R%*) si R — 0.

Nos centramos en d = 3.
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Problema de los elipsoides racionales

Puntos del reticulo en cuerpos convexos. Historia

Las estimaciones para E(R) se escriben como en el problema de |a
esfera,

E(R) = O(R%*) si R — 0.

Nos centramos en d = 3.

@ La mejor acotacién para cuerpos convexos suaves generales:
03 < 1,465..., W. Miiller, 2000.

@ Existe una gran diferencia entre esta acotacién y la de la

esfera.

Sin embargo, si los cuerpos convexos cumplen determinados
requisitos se pueden dar resultados intermedios:

@ Si los cuerpos son de revolucién — 63 < 1,375, F.Chamizo,
1998.
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Problema de los elipsoides racionales

Puntos del reticulo en elipsoides racionales

Objetivo: acotar superiormente la discrepancia,
E(R) = #{i € Z*: Q(i) < R} — Vol(€),

Q@ forma cuadratica definida positiva con coeficientes racionales.
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Problema de los elipsoides racionales

Puntos del reticulo en elipsoides racionales

Objetivo: acotar superiormente la discrepancia,
E(R) = #{i € Z*: Q(i) < R} — Vol(€),

Q@ forma cuadratica definida positiva con coeficientes racionales.

@ Para d > 4 el problema estd totalmente resuelto. Los tnicos
casos abiertos son d =2y d = 3.

o Se sabe que E(R) = Q(RI72)sid >3 =03 > 1.
@ Mejor acotacién superior — 03 < 1,333....
@ Mejor cota general: 63 < 1,465... esfera: 03 < 1,3125

iA que se debe esta disparidad? ejes racionales, caracteres ...
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Problema de los elipsoides racionales

Aportacién, resultado principal

Teorema

Sea & = {X € R3 : Q(X) < R?} donde Q es una forma cuadratica
definida positiva con coeficientes racionales, entonces, 03 < 1,3125.

@ Se consigue el mismo resultado que en la esfera.
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Problema de los elipsoides racionales

Problema de los elipsoides racionales

La idea inicial es similar a la de la esfera: el n® de puntos del
reticulo en elipsoides racionales se expresa como una suma,

Sa(R)=Y_ ro(n)

n<R2

La suma se regulariza = se prolonga un poco mas.

- ]

R2 R2 (R+H)?

M? Elena Crist6bal Rodriguez Problemas de puntos del reticulo en tres dimensiones



Problema de los elipsoides racionales

Problema de los elipsoides racionales

S¢(R)

Poisson = T. Principal + sumas trigonométricas (oscilacién)

Es necesario controlar el tamano de H.

| A\

Sf(Rﬂ H)

No hay férmula para el n® de clases:

r(n) « L(1,x)

Pero. ..

ro(n) < coeficientes de una forma modular

S¢(R, H) <> sumas cortas de coeficientes de formas modulares.
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Problema de los elipsoides racionales

Elipsoides racionales, descomposicién de la parte modular

o ro(n) — 0g(z) = ro(n)e*™™*  forma no cuspidal.
rq(n) ~ r(n,gen Q)

r(n,gen Q) = promedio del n° de representaciones de n por
todas las formas cuadréticas pertenecientes al mismo género
que Q.

o r(n,gen Q) — Ogen(z) = r(n,gen Q)e*"*  f. no cuspidal.
Z rQ(n)e27rinz _ Z (n gen Q 2mwinz __ Z a, e271'mz — (Z)
siendo f(z) una forma cuspidal de peso 3/2.

Es decir, los coeficientes se descomponen en una parte cuspidal y
en otra no cuspidal:

ro(n) = r(n,gen Q) + ap.
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Problema de los elipsoides racionales

Elipsoides racionales, descomposicién de la parte modular

e Parte no cuspidal:

Por la férmula de masa de Siegel:

r(n,gen Q) = CﬁH dp(n),

donde 6,(n) son las densidades p-ddicas de las soluciones de
Q(X) = n.
H5 — L(1,x)

e Por tanto, r(n,gen Q) se puede expresar como una suma
corta de caracteres. Se acota como lo hizo D.R. Heath-Brown.

o Parte cuspidal: a, se controla con diferentes técnicas de
formas modulares.
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Problema de los elipsoides racionales

Relacién con el procedimiento del problema de la esfera

o Esfera:

caracteres aditivos (sumas trigonométricas)

Error — { e
caract. multiplicativos (sumas de caracteres)

@ Elipsoides racionales:

caracteres aditivos (sumas trigonométricas)
Error — < sumas cortas de coeficientes de f. modulares
caract. multiplicativos (sumas de caracteres)

En el error dominan la parte aditiva y multiplicativa = mismo
resultado que en la esfera.
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Problema de los elipsoides racionales

Descomposicion del término de error

En resumen,

E(R) = T(R,H) + C(R, H) + M(R, H),
e 7(R,H) < sumas trigonométricas.
e C(R, H) < sumas de caracteres

e M(R, H) < formas modulares.

El tamano de H se puede elegir como en la esfera.
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Problema de los elipsoides racionales

La suma modular

Estimamos la contribucién modular,

M — E an.
R2<n<(R+H)?
La acotacién estd directamente relacionada con la estimacién de

los coeficientes de Fourier de las f. modulares de peso semientero.

Controlar la suma modular < obtener una cota para coeficientes
de formas cuspidales de peso 3/2.

Sea f(z) = Y a,e®™? ¢ 83/2(F0(D), X) tal que su corresponden-
cia de Shimura es una forma cuspidal, entonces a, <f . n*3/28+¢
para todo € > Q.
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Problema de los elipsoides racionales

Cota para los coeficientes de formas cuspidales de peso 3/2

Conjetura de Ramanujan-Petersson: Para todo € > 0 y toda

forma cuspidal
a, = O(n(kfl)/2+e)‘

La conjetura se enuncié para peso entero pero después ha sido
extendida a peso semientero para libres de cuadrados.

En el caso de peso entero (k > 2) la conjetura ya
esta probada, P. Deligne, 1972.

.Y cuando el peso semientero? — Hay algo mas que la conjetura.
Cota de W. Duke y H. Iwaniec: a, = O(n'3/28+¢),

Es vélida para formas modulares cuspidales de peso 3/2 con n libre
de cuadrados.
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La suma modular, idea de la demostracidon del lema

@ Si n no es libre de cuadrados: — no se puede utilizar
directamente la cota de W. Duke y H. lwaniec.

e Caso n = td? con t libre de cuadrados y d coprimo con D.

Correspondencia de Shimura: esencialmente relaciona,

“~s A
a .
n {e«w by = coeficiente de una forma de peso 2.

a; < cota de W. Duke e H. lwaniec
by < cota de P. Deligne (Eichler, Shimura).

El Lema es una extensidon de la cota de Duke-lwaniec.
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La suma modular y el resultado final

@ Para aplicar el resultado a nuestro problema hay que
asegurarse de estar en las hipdtesis del lema — que la
correspondencia de Shimura sea cuspidal.

@ Para ello se resta a f(z) una combinacién lineal de funciones
theta

= f*(z) = _ a},e>™? con corresp. de Shimura cuspidal.

En el rango R? < n < (R + H)? se tiene a, = a, excepto para
un subconjunto de subindices de cardinal acotado.

Finalmente, para demostrar el resultado principal basta unir las
acotaciones de las tres partes y elegir H.
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