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Como todos los sonadores,
confundi el desencanto con la verdad.

J.P. Sartre
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Introduccion

Al pensar que todo podia explicarse con los niimeros, los Pitagoricos establecieron
gran cantidad de clasificaciones entre estos y se dedicaron a descubrir sus propieda-
des. Asi iniciaron una rama de las matemaéticas que hoy se conoce como la teoria de
ndmeros.

En la actualidad, son varias las areas que engloba la teoria y existen centenares
de problemas no resueltos, apareciendo nuevos problemas mas rapidamente que se
resuelven los antiguos, de temas tan dispares que debemos estar dispuestos a utilizar
cualquier método que tengamos a mano. De este modo, podemos clasificarlos por los
métodos utilizados y no por la forma en que se expresen. Con esta idea, el presente
trabajo se divide en tres partes de acuerdo al punto de vista y a las herramientas
usadas en cada una de ellas. Temas relacionados con formas automorfas, teoria es-
pectral, teoria combinatoria, métodos de criba, sumas trigonométricas y puntos del
reticulo. Esta diversidad refleja mi gran interés en distintas areas de la teoria de
ntmeros y de las matematicas en general.

Con esta introduccion se intenta motivar los distintos resultados de la memoria.
Una exposicion indicando el origen del tema en la historia y sus principales prota-
gonistas junto con un breve desarrollo de conceptos e ideas del mismo podria ser
mas que suficiente para este fin. Aun asi, siempre y cuando sea posible, se intentara
incluir algunos ejemplos e ideas generales de forma que sirvan al posible lector para
acercarse a la teoria y al mismo tiempo, como invitaciéon a seguir leyendo.

La primera parte trata sobre métodos espectrales y consta de tres capitulos.
El primero de ellos a modo de introduccion, es una recopilacion de conceptos y
resultados preliminares.

La teoria de formas automorfas tiene sus origenes en los trabajos de Riemann,
Klein y Poincaré con la introduccién de funciones automorfas o fuchsianas (deno-
minadas asi por el propio Poincaré). Desde entonces ha experimentado un enor-
me desarrollo estableciendo conexiones con diferentes areas. El estudio llevado por
E. Hecke (1887-1947) abria las puertas a la teoria aritmética de las formas modu-
lares, mientras que el trabajo de C.L. Siegel (1896-1981) sobre formas cuadraticas
con coeficientes enteros puso de manifiesto la intervencion de la teoria de los grupos
de Lie. A principios de los anos 80, N.V. Kuznetsov probé una féormula espectral



con potenciales aplicaciones aritméticas que contenia unas sumas introducidas por
H.D. Kloosterman mas de cincuenta anos atras. Mas recientemente, numerosos ati-
tores han proporcionado avances considerables en relacion con la teoria analitica de
numeros. Pero sin duda, es practicamente imposible no hablar de la aportacion de
Maass y Selberg, cuyo trabajo supuso la introduccion de la teoria espectral.

A pesar de que seria natural que las formas de Maass surgieran dentro del anali-
sis armonico y ecuaciones diferenciales parciales, en 1949 H. Maass (1911-1992) las
introduce para resolver un problema relacionado con funciones L en cuerpos cua-
draticos reales [Maa49| (una idea al respecto se puede ver en [Rabl13]). En los anos
siguientes A. Selberg (1917-2007) dirige su atencion a estas nuevas formas automor-
fas no holomorfas, desarrollando la teoria y obteniendo el resultado que le ha dado
mas fama, la formula de traza de Selberg.

Nosotros nos quedaremos con una féormula precedente a la anterior, basada en el
desarrollo espectral de niicleos automorfos y conocida como formula de pretraza, en
la que se basan los principales resultados de la Parte I.

Un tema basico en el analisis armoénico es la expresion de una funciéon como
superposiciéon de “tonos puros” que suelen ser autofunciones de un operador. Por
ejemplo, en el caso de las series de Fourier clasicas,

f(z) = Zane(nx) con e(z) = e

donde e(nz) son autofunciones del operador laplaciano Af = —f” que esta bien
definido para funciones regulares 1-periodicas, es decir, invariantes por traslaciones
enteras.

La teoria espectral de formas automorfas surge cuando se cambia R por el semi-
plano de Poincaré H = {x +1y : z € R, y € R} y se consideran las funciones,
llamadas automorfas, que son invariantes por un grupo fuchsiano (de primera espe-
cie) I'. Asociado a la distancia hiperbolica en H hay un operador laplaciano natural
A, el operador de Laplace-Beltrami

cuyas autofunciones bajo ciertas condiciones de crecimiento son las formas de Maass.

El conjunto de orbitas I'\H se puede interpretar geométricamente mediante un
dominio fundamental con identificaciones en la frontera, de hecho siempre se puede
elegir como dominio fundamental un poligono hiperbélico. Cuando es compacto, las
formas de Maass son de cuadrado integrable y se tiene un desarrollo en autofunciones
analogo al de Fourier clasico:

f(z) = Z cju;(z) con u; formas de Maass en L*(T'\H).

Por otro lado, cuando el dominio fundamental no es compacto, tiene vértices, lla-
mados cuaspides, en {3z = 0} U {oo}. Asociadas a cada una de estas cuspides hay



unas formas de Maass, las series de Eisenstein, que no son de cuadrado integrable
pero que también participan en la descomposicion espectral. Tenemos, entonces, una
situacion més compleja que en las series de Fourier, pues ahora el desarrollo espectral
de una funciéon consta tanto de espectro discreto como de espectro continuo.

En la busqueda de funciones que muestren las simetrias expresadas por un grupo
finito podemos simplemente considerar la suma de las acciones de estas simetrias
en la funcion. Esto es un hecho comun en el caso euclideo y que permite deducir la
formula de sumacion de Poisson. Para ello basta considerar las isometrias dadas por
traslaciones enteras ' = {x — z+n : n € Z} con la distancia usual d(z, y) = |z—y|.
Dada una funcion f € C°(R™), la expresion f(d(x,y)) es invariante si se aplica la
misma isometria (no necesariamente una traslacion entera) a x e y. Entonces, el
nicleo automorfo se define como

K(z,y) =Y f(d(gz,y)) =Y fIn+z—y|).

geT

Por otro lado, es facil comprobar usando la propiedad aditiva de las autofunciones,
que

/R f(lz = y)e(nz) dz = Fo(v/An)e(ny), (1)

donde j/; es la transformada de Fourier de la extension par de f y A, = 47°n? es el
autovalor asociado a la autofuncion e(nz). A partir de este resultado y considerando
R como union de ¢([0,1)) con g € T, se llega al desarrollo de Fourier de K,

K(z,y) =Y (v An)e(na)e(ny).

La idea en el plano R? es muy similar salvo porque (1) es mas complicado ya que
aparecen transformadas de Hankel [Ven90, Ch.3| [Iwa02, Ch.0].

En el semiplano de Poincaré, nuestro interés recae sobre niicleos automorfos del
tipo

K(z,w) = Z k(u(z,yw)), (2)
vyel

donde u es cierta funcion relacionada con la distancia hiperbolica. Bajo ciertas con-
diciones de regularidad y decaimiento en k, la definicion anterior tiene sentido y su
desarrollo espectral se conoce como formula de pretraza,

K(z,w) = Z h(t ;) u;(2)u; (w) + ...

donde h es la transformada de Selberg de la funcion k, el andlogo hiperbolico de
la transformada de Fourier, y los valores t; se relacionan con los autovalores de las



formas de Maass cuspidales u;(z), junto con la funciéon constante uy. Los puntos
suspensivos representan la parte continua del espectro asociadas a las ctspides del
grupo.

En el caso euclideo, al considerar la traza del niicleo automorfo, integrando en
x =y, obtenemos la féormula de sumacion de Poisson. Con un aumento considerable
en cuanto a dificultad y trabajo, en el caso hiperbodlico esto conduce a la féormula
de traza de Selberg la cual establece una relacion clara entre los autovalores y las
longitudes de las geodésicas cerradas y tiene algunas interpretaciones aritméticas
directas (por ejemplo, [Sar82|). Este es un excelente resultado dentro de la teoria
espectral de formas automorfas, pero la formula de Kuznetsov [Kuz80| ha sido la que
ha proporcionado la interaccion mas profunda entre la teoria espectral y la teoria de
nameros.

En el Capitulo 2, nuestro estudio se centra en esta formula. Con ella se establece
una conexion entre objetos espectrales, coeficientes de Fourier de formas de Maass
vj(n) normalizados, y objetos aritméticos, sumas de Kloosterman, S(n, m;c).

La formula de Kuznetsov, principalmente a través de la obra de H. Iwaniec y sus
colaboradores, se convirtié en una herramienta fundamental en la teoria analitica de
numeros moderna. Supuso una gran revolucion que dio en llamarse Kloostermania,
sorprendiendo por sus numerosas aplicaciones. La representacion en términos de
sumas de Kloosterman permite el uso de la cota de Weil propia de la geometria
algebraica, asi como otras ideas de la teoria de sumas trigonométricas. Con esta
formula a menudo se consigue mejorar términos de error en distintos problemas, ya
que las sumas de Kloosterman aparecen de forma natural en muchas aplicaciones
dentro de la teoria de ntiimeros.

Para PSLy(Z), la formula de Kuznetsov esencialmente establece que

=1 4/ |mn|
h(t))vin)v,(m)+--- = -S(n,m;c H(—)—l—
3 bl (m) - = 3 2o mic) (25
donde H es cierta transformada integral de h, y los puntos suspensivos representan
la contribucién del espectro continuo.

El problema es que técnicamente es dificil de aplicar porque la transformada H
es muy complicada y ademas asimétrica en los casos mn > 0 y mn < 0. Por otra
parte, no es nada facil dar una prueba completa. Una pregunta natural, y que surge
en las aplicaciones, es si dada la funcion H se puede conseguir la correspondiente h,
en otras palabras, si a partir de un promedio arbitrario de sumas de Kloosterman
se recupera una suma espectral. El problema radica en si la trasformada integral
h — H se puede invertir, y asi ocurre para mn < 0, sin embargo para mn > 0
la transformada no es sobreyectiva en espacios razonables de funciones y esto no
es posible. Curiosamente, en este caso, tomando h como cierta transformada de H,



ambos miembros de la formula de Kuznetsov difieren en una cantidad que depende
de los coeficientes de Fourier de las formas modulares cuspidales clasicas. En las
aplicaciones su contribucién es menor pero necesaria si se quiere tener una igualdad.

Nuestra contribucién resuelve estos problemas: En el Teorema 2.2.1 damos una
nueva formulacion de la formula de Kuznetsov cuya prueba es asombrosamente breve
y accesible, no usa nada que vaya mas alld de la formula de pretraza. En ella la
Gnica transformada integral es una sencilla transformada de Hankel (integracion
contra Jy, la funcion de Bessel méas bésica) esta vez del nicleo k asociado a h, y la
unica diferencia entre los casos mn > 0 y mn < 0 es que una constante sea 0 o 1.
Concretamente

H(z) = 47Tx/0 k(r)Jo(zv/r + €) dr con 2¢y =1+ sgn(mn).

El problema de la formula inversa, Teorema 2.3.1, admite ahora una soluciéon més
limpia y rdpida. En el Teorema 2.4.1 probamos que nuestra formulacion es equivalente
a la clasica.

Por otro lado, ilustramos cémo el escribir la formula de esta forma sencilla en
términos del nticleo es realmente ttil no solo en su demostracion, también facilita
estimaciones deduciendo de manera muy simple la acotacion de Y |v;(n)|?, Corola-
rio 2.5.3. Ademas, permite obtener ejemplos explicitos para la formula de Kuznetsov
usando algunas férmulas cerradas para pares k y h tratadas en la Seccion 3.2, lo que
enlaza con el siguiente capitulo.

El trabajo realizado en el Capitulo 3 conduce a la obtencion de identidades aproxi-
madas, partiendo de nuevo de la formula de pretraza. La teorfa de formas modulares
provee de numerosos ejemplos de identidades aproximadas. Como muestra, podemos

considerar
1 15

2

1( 3 e_"2/4> — 3.141592653589793328 . ..
n=-—15

7 = 3.141592653589793238 . ..

e™V163 — 262537412640768743.999999999999250 . . .
744 + 640320° = 262537412640768744

Ambas aproximaciones estan ligadas al desarrollo de Fourier de formas modulares
clasicas. El primero se trata de una aproximacion de 7, con el que se consiguen hasta
15 decimales de precision a través de la funcion 6. El segundo es la conocida constante
de Ramanujan que difiere de un entero menos que 10712 y se basa en un valor especial
del invariante j. Una demostracién autocontenida se puede ver en |[CR10].

Nuestra contribucion es la de encontrar identidades de este tipo, identidades
aproximadas a las que denominamos “exo6ticas” porque utilizamos la teoria de formas



automorfas en lugar del analisis armonico euclideo. Para ello, y esto es algo que nos
parece interesante, recurrimos a herramientas muy diversas. Se trabaja con formas
de Maass, en lugar de con las clasicas formas modulares holomorfas, en el semiplano
de Poincaré bajo la acciéon de grupos de congruencias y grupos asociados a algebras
de cuaterniones.

El estudio de grupos especiales permite dar un sentido aritmético a los niicleos
automorfos. Por ejemplo, consideremos I' el grupo definido como el subgrupo de
PSLy(Z) tal que ayq + aga y a2 + az; son ambos pares. Un calculo prueba que para
cualquier v = (a;;) € PSLy(R)

du(yi, i) = (a1 — ax)? + (arz + an)?
du(vyi, i) +4 = (a1 + a22)2 + (a2 — a21)2

ysiy € f, estas cantidades son miltiplos de 4, digamos 4n y 4n + 4. De modo que,
tomando z = w = i, podemos escribir (2) como

=5 > r(m)r(n+ 1k(n),

n=0

[\:)I>—t

donde r(n) = #{(a,b) € Z2 : a® + b2 = n}. Ademas, I tiene solo dos ctispides y
podemos relacionar las series de Eisenstein asociadas con una funcién L y la funcion
zeta de Riemann, obteniendo el desarrollo espectral

K(z’,i):4/0 dx+zh ) (7) i/m h(ﬂ‘%

[e.e]

2

donde f(t) = ((s)L(x,s)/C(2s) con s = 1/2 + it y x es un caracter no principal
modulo 4.

Tipicamente, el término principal en el desarrollo espectral de nicleos automorfos
viene dado por la autofuncion constante ug, y el término de error en esta aproximacion
se relaciona con el tamano de los autovalores. Por ejemplo, si tomamos k(u) =
(u+ 1)"™ con m un entero mayor que 1, obtenemos aprox1ma(310nes de 7 cuya

exactitud depende en este caso de /\1, el menor autovalor no trivial en F\]HI
Un argumento similar, considerando el grupo PSLy(Z) en lugar de F da

3" (B+(=1)")r(n)r(n + 4)1{;(%)

n=0
:96/0 dw+82h )|u; (2) %/Ooh(t)|f(t)|2 dt



En este caso, probamos una aproximacioén de 7w que ahora depende del tercer
autovalor A3, pues u;(i) = uz(i) = 0 debido a ciertas simetrias. Y utilizamos estas
ideas para demostrar que, definiendo

> A T(n)r(n+4) N 9
5= ; (3 +(=1) ) 2(n+4)2 Y I= /_OO cosh(t) O dt,
se cumple que (S — 3)/I no es m pero sobrepasa este valor en una cantidad menor
que 4 - 1071,
Si el grupo es compacto, como es el caso de los grupos asociados a algebras de
cuaterniones, el desarrollo espectral inicamente contard con la parte discreta del
espectro lo que llevard a formulas visualmente méas atractivas. Por ejemplo,

S = Z r(n)r(3n + 2)\/567(1(%”/4)2,

n=1

estd muy cerca de 72¢%,/7. De hecho, veremos que el error relativo no es cero, pero
es menor que 3-1077.

Finalizamos el capitulo y con ello también la primera parte, con los operadores de
Hecke T),,. En cierto sentido, esto supone una generalizacion de lo anterior. Cuando
aplicamos tal operador a un niicleo automorfo respecto al grupo modular completo
[y(1), la suma queda

7, X k0)() = 7= 3 kazw)

’YEFo(l) yEl'm

donde I',, son matrices enteras con determinante m. Entonces, formalmente, la apli-
cacion del operador de Hecke corresponde a considerar en los ntcleos automorfos
matrices enteras de determinante entero en lugar de solo considerar aquellas con
determinante 1.

En la Parte II hacemos uso de métodos combinatorios en distintos problemas.
Los ntimeros primos siempre han suscitado el interés matemético y como no podia
ser de otro modo, tratdndose de una tesis en teoria de niimeros, estos tienen un papel
destacado.

C.F. Gauss (1777-1855) observo con sus gigantescas tablas de primos, que la
densidad de éstos en la sucesion de numeros naturales decae como el inverso del
logaritmo, esto es, el famoso Teorema de los Niimeros Primos que demostraron Ha-
damard y De la Vallée-Poussin setenta anos después.

Hasta la fecha, la bisqueda de una férmula que proporcione tales niimeros pa-
rece algo imposible, sin embargo existen resultados més modestos de formulas que
suministran una cantidad amplia de primos.



Un breve repaso a la historia nos lleva a M. Mersenne (1588-1648) que trabajo
con niameros de la forma M, = 2" —1, dando una lista de exponentes primos para los
cuales M, era primo. En 1883, Pervushin y Lucas dieron con un primer error en la
lista. E. Lucas desarroll6 un método, que se conoce como test de Lucas, mediante el
cual se comprueba si un niimero de Mersenne es o no primo. Considerando la sucesion
definida recursivamente como r,,1 = r% — 3 con r; = 3, el nimero de Mersenne con
p de la forma p = 4k + 3, es primo, si y so6lo si M, divide a r,_;. Este método fue
mejorado por Lehmer en 1930, y actualmente sirve para comprobar la fiabilidad de
los supercomputadores.

Existen méas resultados al respecto, como la conjetura errénea de Fermat por la
que todos los niimeros de la forma F,, = 22" +1 son primos, y que encuentra el primer
fallo con n = 5.

Una curiosa féormula para encontrar nimeros primos es la que se deduce de la
espiral de Ulam, que resulta de escribir los ntmeros enteros en forma de espiral
y donde los primos muestran una tendencia a alinearse en diagonales dentro del
cuadrado obtenido. Estudiando estas espirales para valores iniciales distintos a 1, la
que comienza en 41 presenta una perfecta diagonal de nimeros primos.

12190 91 92 93 94 95 96 97
120 89 66 67 68 69 70 71 98
119 88 65 50 51 52 53 72 99
118 87 64 49 42 43 54 73 100
117 8 63 48 41 44 55 74 101
116 8 62 47 46 45 56 75 102
115 84 61 60 59 58 57 76 103
114 83 82 8 8 79 78 77 104
113 112 111 110 109 108 107 106 105

S.M. Ulam (1909-1984) trabajo con una formula que ya habia sido propuesta por
Euler:
P(m) =m® +m +41,

con la que pueden encontrarse ntimeros primos para los cuarenta primeros valores
de m. Para 1 < m < 107, la féormula anterior proporciona un nimero primo prac-
ticamente de cada dos. A pesar de que existen otras formulas parecidas bastante
eficientes, ninguna férmula polinémica puede proporcionar todos los niimeros pri-
mos. Por otro lado, G. Rabinowitz encontré una sorprendente relacion con el nimero
de clases, de la que deduce que P(m) es, en cierto sentido, el ejemplo 6ptimo.

Algunas sucesiones definidas recursivamente también tienen sorprendentes pro-
piedades relacionadas de una forma u otra con nimeros primos. Nosotros nos intere-
samos por una sucesion en particular,

ag = ax—1 +med(k,ar—1) con a3 =7,



que E.S. Rowland introduce en [Row08| probando que la diferencia entre dos términos
consecutivos de tal sucesion es siempre 1 0 un niimero primo.

|k J1f2]3]4[5[6[7[8]9]10]11]...]

a, 7181910151819 ]20|21|22]33
ap — Q—1 1y1y1 (531 (1]1]1] 11
A A A

A partir de unas sucesiones auxiliares, la propiedad probada por Rowland admite
una sencilla y corta demostracion (Proposicion 4.1.3). La generalizacion del resultado
pasa por considerar otros valores iniciales, hecho que estudiamos en la Seccién 4.1
tomando como condicién inicial a; > 3 impar. Para ello, introducimos dos sucesiones
generales

ri=1 cpo=a;—2
Tne1 = min {k >r, @ med(cp, k) # 1} Y Cni1 = Cp +med(cp, mpyr) — 1

y probamos que la diferencia entre dos términos consecutivos de la sucesion de Row-
land generalizada ay — ax_; o bien es 1 o bien coincide con med(c,_1,7,) (Propo-
sicion 4.1.4). Ahora ya no esta claro que vayamos a obtener primos en la sucesion
formada por las diferencias, pues todo depende de los factores comunes entre ¢, 1 y
rn. De hecho, existen contraejemplos en los que ax — a;_1 no es primo, pero son muy
poco frecuentes. Los célculos sugieren:

Conjetura A
Para cada sucesion de Rowland generalizada, existe N > 1 tal que ap — a1 es 1
o bien un primo para todo k > N.

Obviamente, esto equivale a probar que a partir de cierto valor, med(c,—1,7,) es
siempre primo. Fijado a; > 3 impar, para que la conjetura A sea cierta basta que se
cumpla alguna de estas condiciones:

¢ Que exista n tal que 2r, — 1 = ¢,.
¢ Que exista m tal que ¢, sea primo.

Un trabajo computacional sugiere que estos dos hechos ocurren siempre y, ademas,
de forma consecutiva.
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(n1]2[3[4[5[6]7[8]9]10]...]
o =7 o [1]75] 6 [11[12]23]24[47]487]50
! e |59 11 (212345479395 |99
¢ 0
n1]2[3]4[5[6[7 [8]9[10].. |
wo—s35 |a | L[3[5]6[41[42]83 ]84 [167]168
! cn |33 135394181 (83165167333 ]335
¢ 0
n| 1 [ 2 [3[4[5][6][7[8]9]10]..]
w117 L LT 5 [ 7 [10 [ 12 [131]132] 263 [ 264 [ 272
! cn || 115 | 119 [ 125 | 129 | 131 | 261 | 263 | 525 | 527 | 543
¢ 0
Esto motiva las siguientes definiciones
no=mf{n € Z* : ¢, =2r, — 1} y mg = inf{n € Z* : ¢, es primo},

con Inf () = 0o, y nuestra segunda conjetura:

Conjetura B
(i) mno < oo, (i) mo < oo, (ili) nop=mo+1 < o0.

A pesar de no haber podido demostrar incondicionalmente la veracidad de estas
conjeturas logramos establecer relaciones entre ellas, probando que las tres situacio-
nes (i)-(iii) de la segunda guardan cierta jerarquia y que cualquiera de ellas daria
lugar a la Conjetura A.

También nos interesamos por los primos que aparecen en la sucesion de diferen-
cias de ag, llegando a demostrar que estos son infinitos en la sucesiéon de Rowland,
resultado que esta sujeto a la Conjetura A para condiciones iniciales generales. Por
otro lado, las sublistas finitas de primos que aparecen en {ay — ax_1}, a las que
denominamos Cadenas de Rowland, admiten una caracterizacion que da lugar a in-
teresantes observaciones sobre la frecuencia con la que aparecen ciertos primos, asi
como la imposicién de restricciones en cuanto a su estructura.

El estudio de generadores de vectores pseudoaleatorios fue la principal motivacion
del Capitulo 5. Un niimero pseudoaleatorio es un niimero generado en un proceso que
parece producir nimeros aleatorios, sucesiones que a pesar de ser generadas por un
algoritmo determinista, desde el punto de vista estadistico, no muestran un patron
aparente.
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La funciéon k£ — ¢* (mdéd p) con g un generador de [} se emplea en la préctica co-
mo generador de nimeros pseudoaleatorios. Nosotros buscamos un resultado analogo
con matrices enteras no singulares de dimensiéon 2 y hacemos uso de métodos de criba
para asegurar la existencia de buenos generadores.

La teoria de criba moderna tuvo un desarrolld espectacular durante la década
de 1950, con la criba de Selberg y la gran criba, mostrandose como herramientas
poderosas en teoria de nimeros. En lineas generales, con los métodos de criba se
estudia como se modifica el cardinal de un conjunto al eliminar clases de congruencia
modulo ciertos primos. Esto es, para A un conjunto finito de enteros positivos y
P un conjunto de primos, considerando el subconjunto A, de los elementos de A
correspondientes a ciertas clases de congruencia médulo p, el problema de criba

consiste en estimar
Z=A\{J A,

peEP

Seguramente, el procedimiento més basico que a uno se le ocurre cuando pretende
encontrar los ntimeros primos contenidos en un determinado intervalo es la conocida
criba de Eratostenes. Este es un método muy popular para encontrar primos sucesi-
vos eliminando los niimeros divisibles por ciertos primos, o en relacion a lo anterior,
tomando A como los enteros positivos menores que cierto x y A, aquellos pertene-
cientes a la clase del cero médulo ciertos primos, aunque por supuesto, el método no
proporciona una regla para obtener ordenadamente una relacién de todos ellos.

En diversos problemas de teoria analitica de nimeros aparece el problema de
obtener cancelacion en una forma bilineal

M N
B(z,y) = Z mebmnyn con I = (xm)i\n/lzla y= (yn)rjyzl y B= (bmn)%’é\le

m=1 n=1

donde las coordenadas ¥ e i/ tienen significado demasiado aritmético como para tratar
de atacar directamente las sumas con métodos analiticos. La cota trivial aplicando
dos veces la desigualdad de Cauchy-Schwarz es

L . . M N ) 1/2
B, 7)< |FFINBL con [Bla= (32D lbwnl?) "

m=1 n=1

En términos generales se llama desigualdad de gran criba a una mejora de esta
acotacion para cierta B con T e ¢ arbitrarios. Se busca extraer la cancelacion inducida
por la estructura de la forma bilineal con la idea de que la debida eleccion particular
de ¥ e 1 es intratable.

El nombre aparecié por primera vez en el trabajo de Yu.V. Linnik (1915-1972)
en 1941 y proviene de que algunas de estas desigualdades fueron fundamentales para
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construir métodos de criba que permitian eliminar muchas clases de congruencia por
primo.

Distintos autores han seguido desarrollando y simplificando estas técnicas, tales
como Bombieri, Davenport, Montgomery, Selberg y Gallagher entre otros. La gran
criba es un método 1til para cribar sucesiones en las que se elimina muchas clases
residuales por primo. Sin embargo, para sucesiones en las que se elimina en promedio
més de la mitad de las clases residuales, es preferible utilizar la criba mayor introdu-
cida por P.X. Gallagher [FI10|. En [Gal71], la aplico eliminando un nimero de clases
residuales modulo p proximo al propio primo p. De estas cotas se desprende que,
definiendo exp,(n) como el orden de n en [} e igual a 0 si p | n, es poco probable
encontrar un n tal que exp,(n) sea pequefio para muchos primos consecutivos, por lo
que se espera que el uso de k — n* (méd p) como generador de niimeros pseudoalea-
torios, para p en un rango considerablemente grande, proporcione buenos resultados
para casi cualquier eleccion de n.

En un contexto matricial, fijado un primo p, dada una matriz M € GLy(Z)

tomamos los puntos
(In> n{n <$0> :
Yn Yo

siempre trabajando modulo p. Escribimos exp, (M) para denotar el orden de la matriz
M en GLy(F,) cuando se reduce modulo p si p { det(M) y exp,(M) = 0si p | det(M).
Por ejemplo, para el primo p = 2311, las matrices

o (703 633) o _ (704 635 o (703 787
—\934 841)° © 7 \653 589) Y Y T \862 965

tienen ordenes 2310,1155 y 15 modulo p, respectivamente, y al tomar repetidas
iteraciones se obtiene

o, o 2000
2000

1500

1500« )
5

. 1000
1000

N Losdee s,
.y A Iy ot s 8 & &£ e 500 1000 1500 2000
500 1000 1500 2000

exp,(B) = (p—1)/2 exp,(C) = (p—1)/154

Las imagenes muestran a la matriz C' como un mal generador para p = 2311. Sin
embargo, para p = 2333 y 2309 el orden de C pasa a ser 1167 y 577 respectivamente,
obteniendo mejores resultados.
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2000 .
1500

w00f "t L

st . . -t e
1500 2000 500 1000 1500 2000

=(p+1)/2 exp,(C) = (p—1)/4

~—

exp,(C
p = 2333 » = 2309

El anélogo natural del intervalo [0, N| en SLy(Z) es el conjunto
In ={A€SLy(Z) : 0<a;; <N}

Permitimos intervalos cortos de primos [, siempre que tengan densidad positiva
y sean lo suficientemente grandes, mostrando que hay un valor x muy cercano al
tamano del intervalo tal que son pocas las matrices cuyo orden es menor que x. En
concreto, probamos que si |I| = N° > 3, entonces el niimero de matrices en Zy tales
e log log N
s 10g 108
exp,(A) < CN 3(log NJ2

para todo p € I es menor que N°*1log N(loglog N)?. Resultado que generalizamos
a matrices enteras no singulares arbitrarias, y que asegura la obtenciéon de buenos
generadores de vectores pseudoaleatorios.

En la Seccion 5.4 tratamos cuestiones acerca de la distribucion, obteniendo resul-
tados sobre un tipo de discrepancia de estas matrices y sobre la distribucion de sus
potencias.

En la dltima parte de esta tesis cambiamos de registro, estando mas centrada en
los temas analiticos clasicos de la teoria de ntimeros.

Las sumas trigonométricas (o exponenciales) han desempenado un importante
papel en la teoria de ntmeros desde tiempos de Gauss, cuando fueron utilizadas
para probar la ley de reciprocidad cuadréatica.

En la solucién de problemas particulares se utilizan distintos tipos de sumas que,
en general, requieren algin tipo de reducciéon y que a menudo implican ingeniosas
manipulaciones. La primera distincion bésica se da entre una suma trigonométrica
completa, tipicamente una suma sobre todas las clases de residuos moédulo algin
entero N, y una suma incompleta donde el rango de la suma esté restringido por
alguna desigualdad.

Ejemplos de sumas trigonométricas completas son las sumas de Gauss y sumas
de Kloosterman. Un ejemplo de suma incompleta es la suma parcial de las sumas
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cuadraticas de Gauss. Una generalizacion natural de estas sumas son las sumas de

Weyl:
Z e(P(n)),

1<n<N

donde P es un polinomio con coeficientes reales. Las primeras estimaciones de este
tipo de sumas aparecen en el famoso trabajo de H. Weyl (1885-1955) [Wey16]| sobre
distribucién uniforme. Las sumas de Weyl desempenian un papel fundamental en el
estudio del problema de Waring. Este consiste en probar que para cualquier entero
k > 2 existe un entero s = s(k) € Z* tal que todo niimero natural N se puede
expresar como n’f + ng +- 4+ n’j con n; enteros no negativos. Aunque este hecho fue
probado por Hilbert, su demostracion combinatoria no daba idea acerca del minimo
valor de s ni del nimero de representaciones. Este tltimo se relaciona con las sumas
de Weyl mediante la formula

S

re(N) = /01 (Z e(omk)) e( — Na) dao.

n<N

G.H. Hardy (1877-1947) y J.E. Littlewood (1885-1977) tomaron una version algo
mas compleja de esta identidad como punto de partida para el método del circulo. El
tratamiento de los arcos mayores por este método implica el uso de sumas trigono-
métricas completas. .M. Vinogradov (1891-1983) obtuvo avances importantes sobre
el minimo valor de s para enteros grandes con su método de sumas trigonométricas.

En general, uno puede elegir como fase cualquier funcion real f en lugar de un

polinomio,
S = Z e(f(n)).

a<n<b

Un caso importante se da al tomar f de tipo logaritmico, relacionado con la funciéon
zeta de Riemann.

El problema de conseguir acotaciones no triviales para este tipo de sumas aparece
en teoria analitica de ntimeros en numerosas ocasiones tras utilizar el anélisis de
Fourier para escribir una funcién como superposicién de ondas. Después de separar
una amplitud no oscilatoria mediante sumacion por partes, el estudio del promedio
de la funcion en [a,b] N'Z lleva a sumas como la anterior.

Los principales avances en el tema fueron el método de van der Corput (1920),
y el método de Vinogradov (1930). La acotacion méas bésica del método de van
der Corput permite obtener acotaciones no triviales en rangos en los que la derivada
segunda de la fase es moderadamente pequena. La base del método de van der Corput
|GK91] para estimar sumas trigonométricas es dividir el rango de sumacion y aplicar
una o varias veces la desigualdad de Cauchy para reducir la oscilacion (Proceso
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A) y transformar la nueva suma por medio de la férmula de sumacion de Poisson
combinada con el método de fase estacionaria (Proceso B).

La sumacion de Poisson es un arma fundamental que transforma cualquier suma
suficientemente regular en una suma de integrales oscilatorias y la idea detras del
principio de fase estacionaria es que la mayor contribucién de una integral oscilatoria
proviene de los puntos en los que, en algtin sentido, la frecuencia es nula.

Para aplicar las ideas de método de van der Corput, se debe tener cierto control
sobre alguna derivada de f. Por ejemplo, si f” =< A, se tiene

S e(f(n) < NAV2 42712,

n=1

Entonces, cuando la derivada segunda es comparable a N~!, la suma es menor que
la raiz cuadrada del nimero de términos. Otro ejemplo, es que si f’ es mondtona y

1] <1/2,
S e(f(n) :/1 e(f(x)) dz + O(1). (3)

Un ejemplo curioso [Chall] es el que ocurre al dibujar los ntimeros complejos
N = 25:1 e(%\/ﬁ) El resultado revela una estructura de espiral que es inesperada
si se desconoce el método de van der Corput.

Escribiendo S(N;a) = Zivzl e(a\/ﬁ), uno podria esperar que este patron se repitiese
cuando « varia, sin embargo, la sorpresa va in crescendo, y ya no tiene explicacion
dentro del método de van der Corput, cuando observamos los dibujos resultantes
para otro valores. Por ejemplo, para o = 1y a = 65/64, se tiene
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N :1.(.)'7 :', :‘. :'- :. .
a = 65/64

En el Capitulo 6 se estudian los patrones que aparecen al dibujar {S(n;a)}Y_, para
algunos valores de a.

Como la derivada de ay/r decrece, para « razonablemente pequeno podemos
considerar el término principal dado por (3), por lo que la sucesion finita deberia
aproximarse por una espiral de Arquimedes

1
5(7roz)_2t(sen t,— cost) con te[l,2raVN]

cuando N crece (salvo por una traslacion). A pesar de que este andlisis no es riguroso,
debido a que el término de error en la aproximacion es comparable a la separacion
entre los puntos, un estudio tedérico detallado nos sigue llevando a una estructura en
espiral, surgiendo asi la paradoja.

Para explicar este fendmeno, establecemos una relacion de recurrencia de natu-
raleza aritmética para puntos cercanos,

20/t +1 1

2

Los distintos valores de la recurrencia dan las “ramas” del patrén, en el sentido de
que las curvas que se observan en las figuras de las sumas parciales {S(n;a)}Y_,
corresponden a porciones de ramas. La aparente pérdida de dicha estructura en
espiral se debe a que nuestra vista tiende a conectar puntos cercanos en vueltas
consecutivas, que corresponden a puntos en las ramas antes indicadas. El capitulo
finaliza mostrando que la recurrencia puede ser resuelta para algunos valores de «,
dando una explicaciéon completa del patrén.

En el Capitulo 7, nos interesamos por un problema clasico en teoria de niimeros:
contar puntos de coordenadas enteras (puntos del reticulo) en un dominio que se
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expande. Este tipo de problemas tiene una larga tradicién en teoria analitica de
numeros, de hecho dos problemas famosos todavia abiertos, el del circulo y el del
divisor, tienen su origen en trabajos de C.F. Gauss y de P.G.L. Dirichlet (1805
1859).

Consideremos la funcion aritmética r(n) que da el nimero de representaciones
de n como suma de dos cuadrados. Es obvio que su suma coincide con el nimero de
puntos en el interior de un circulo y que éste debiera aproximarse bien por el area:

Z r(n) = #{(a,b) € Z* : a* +b* < R’} ~ 7R?

n<R2

El problema del circulo consiste en hallar el orden del término de error. Con métodos
muy sofisticados de sumas trigonométricas, M.N. Huxley [Hux03| consigui6 en 2003
el mejor resultado conocido hasta la fecha

Z r(n) = mR* + O, (R'¥!/208+) para todo € > 0.

n<R2

Por otro lado, segiin una conjetura de Hardy, 131/208 se deberia poder reemplazar
por 1/2.

Si prescindimos de la funcion aritmética r(n) y pensamos el problema desde el
punto de vista geométrico, cabe fijar un dominio D € R? y plantearse el estudio del
ntimero de puntos de Z? en RD cuando R € RT crece. El término principal es R?|D)|
y el término de error conduce a sumas trigonométricas. La explicacion intuitiva
es asequible a partir de la féormula de sumacion de Poisson. Despreocupandose de
cuestiones de convergencia, si x es la funcion caracteristica de D, se tiene que el
nimero de puntos de coordenadas enteras en RD es

> x(R7'i) = R*) R(RiT).

nez? neZ?

El sumando correspondiente a 77 = 0 en el segundo miembro da el término princi-
pal R?|D|, mientras que el resto de los términos oscilan de una manera que se puede
aproximar con el principio de fase estacionaria. Finalmente, la estimacion de sumas
trigonométricas permite cuantificar la cancelacion entre estos términos.

El problema también se generaliza naturalmente a mas dimensiones. Asi se tiene
el problema de la esfera, para el que el mejor resultado conocido se debe a D.R. Heath-
Brown [HB99]

4
#{neZ : |7 <R} = §7rR3 + O (R™/15%) para todo € > 0,

y que se extiende también a elipsoides racionales |[CCUQ9|. Una particularidad de
estos problemas es que hay que suplementar las sumas trigonométricas con técnicas
bien distintas, que no se aplican a otros dominios.
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Los métodos analiticos empleados en 2 y 3 dimensiones exigen naturalmente la
convexidad, entendiendo por esta que la curvatura (gaussiana, en el caso tridimensio-
nal) de la frontera sea positiva. Sin embargo, en principio no hay razones geométricas
o aritméticas para ello. Un anélisis mas cuidadoso muestra que cuando no se requiere
la convexidad, pueden aparecer términos principales secundarios. Sobre todo en las
ultimas dos décadas ha habido interés por el estudio de estos problemas no convexos
|Kra02b], [Now08b|, [Guol3|.

El Capitulo 7 esta dedicado al problema de puntos del reticulo asociado al sélido
no convexo posiblemente maéas cotidiano en el &mbito matemaético: el toro obtenido
por la revolucion de un circulo alrededor del eje z.

Probamos que el nimero de puntos de Z3 en el toro R-dilatado es
VR + MRR3/2 + O, (R4/3+€) para todo € > 0,

donde V es el volumen del toro original y Mg es una funciéon periodica acotada.
Esto mejora un resultado anterior de W.G. Nowak [Now08a]. Aunque dentro de
las conjeturas habituales uno esperaria poder cambiar 4/3 por 1, nuestro resultado
parece establecer un limite sobre lo que se puede obtener utilizando tnicamente
sumas trigonométricas. La razéon para ello es que el error proviene de un término
diagonal.
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Parte 1

Métodos espectrales
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

A finales del siglo XVII, algunos matematicos intentaron demostrar el quinto
postulado de Euclides mediante reduccion al absurdo, sin darse cuenta del alcance
que podria tener el resultado: varios teoremas pertenecientes a lo que hoy conocemos
como geometrias no euclidianas. Gauss fue el primero en enfocar el problema de
forma correcta refutando la creencia sobre la posibilidad de demostrar el postulado
de las paralelas y, a pesar de no publicarlos, de parte de su correspondencia se deduce
que llego6 a resultados verdaderamente interesantes.

Los primeros mateméticos que publicaron trabajos sobre geometria hiperboélica
fueron Lobachevsky y Bolyai de forma independiente a principios del siglo XIX, aun-
que los de Lobachevsky, dando un mayor desarrollo desde el punto de vista analitico,
tuvieron més trascendencia.

El problema de dar sentido a esta nueva geometria se traduce en la bisqueda de
modelos. Para ello se recurre a las superficies, cambiando la nocién de recta por la
de “andar” en linea recta por la superficie. Este andar en linea recta se denomina
geodésica. La mayoria de los modelos de geometria hiperbdlica fueron establecidos
entre 1869 y 1881.

Los diferentes modelos son equivalentes, en el sentido de que existen funciones que
transforman un modelo en otro, de manera que las nociones de objetos geométricos
como puntos, rectas, angulos y distancias se preservan.

El semiplano superior H = {:L‘ +iy  xeR, ye R*}, es una superficie de
Riemann simplemente conexa y un modelo del plano hiperbdlico cuando se equipa
con la métrica de Poincaré

dx? + dy?
y:

Esta métrica induce una distancia dada por

ds?

|z —w| + |z — w

(1.1)

p(z,w) = log P P

23
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Sin embargo, en la practica, existe otra formula més tutil

|z —wp?
u(z,w) = ————— donde coshp(z,w) =1+ 2u(z,u). 1.2
) = BS) (2, w) (). (12)
Las geodésicas seran entonces semicircunferencias con centro en el eje z o bien,
semirectas verticales.

IR

Figura 1.1: Geodésicas en H.

En geometria riemaniana, hay una manera de asignar a cada métrica un elemento
de volumen. En otras palabras, una vez que sabemos coémo medir longitudes, s6lo hay
una manera coherente para medir dreas o volimenes. En el semiplano de Poincaré,
el elemento de volumen es la medida hiperbdlica

dp(z) =y~ *dady,

con la que podemos calcular el drea de una regién en H, que no tiene por qué parecerse
al area euclidea porque cuando cuando y crece, las distancias y areas disminuyen con
respecto a las euclideas.

La accion del grupo G = SLy(R) en H da lugar a todas las isometrias directas
del semiplano de Poincaré. Dado g € Gy z € H se define gz como

az+b a b
gz_cz+d donde g—(c d)'

Esta accion no es fiel porque g y —g actiian de la misma forma, de modo que a menudo
se piensa en G como el grupo PSLy(R) = SLy(R)/{=1} de todas las transformaciones
de Mobius. Al ser la métrica de Poincaré invariante por la accion de G, también lo
es la distancia y la medida hiperboélicas.

Los subgrupos discretos de G reciben el nombre de grupos fuchsianos. Entre ellos
destacan el grupo modular completo PSLy(Z), y los subgrupos de congruencias.

Se define el grupo principal de congruencias de nivel N como

I(N)={y€SL(Z) : y=1 (méd N)},
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donde I es la matriz identidad. Un subgrupo I' de SLy(Z) se dice que es un subgrupo
de congruencias de nivel N si contiene a I'(N). El ejemplo méas destacado es

To(N)={y€SLy(Z) : y=(4%) (méd N)}.

Con un abuso de notacion obvio, escribiremos I'g(1) = PSLy(Z).
Anéalogamente al estudio de funciones periddicas en R, se consideran funciones en

H que son periddicas respecto a un grupo I', es decir, funciones en el espacio cociente
M\H.

Una funcion f : H — C se dice automorfa respecto a un grupo I, si es I'-
invariante, es decir, si f(yz) = f(z) para todo v € T'.
Notese que aqui no se requiere que f sea holomorfa.

Nuestro interés recae sobre grupos fuchsianos de primera especie para los cuales
\H tiene area finita. De este modo se puede escoger el dominio fundamental del
cociente como un poligono convexo, cuyos lados son arcos de semicircunferencias o
rectas verticales (los dos tipos de geodésicas) y I'\H puede ser interpretado como
dicho poligono con una regla para identificar los lados.

En el caso de I'y(1), su dominio fundamental
es el triangulo hiperbolico de vértices ico y

ps = (iV3E1)/2,

Dy ={zeH : |z] >1, [Rz| <1/2},

y se tiene

T
wnz/dmw:§
D1

Los puntos del infinito de I'\H se denominan cuspides, vértices del dominio fun-
damental en {3z = 0} U {oo}. En términos de teoria de grupos, la cispide a es el
tnico punto fijo de algiin v € T" denominado parabdlico. Si |[I'\H| es finito, entonces
tiene un nimero finito de cuspides. De hecho, no habré cispides si y solo si T'\H es
compacto y en ese caso diremos que I' es cocompacto.

En el caso no compacto, cada ciispide a tiene asociada una matriz de escala
04 € G tal que

0,00 =0 y O'CTIFQO'QIT,

donde I'y = {y € I' : va = a} es el estabilizador de la ctspide y T es el grupo de
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traslaciones enteras,

T:{(é ?) :nez}. (1.3)

El efecto geométrico de o, ! es mandar la parte del dominio fundamental cercana
a la cuspide a a la parte del dominio fundamental de I'y(1) cercana al co. Podemos
pensar entonces en la matriz de escala como un tipo de normalizacion.

Por otro lado, la descomposicion en cogrupos dobles de T'g(1) respecto al grupo de
estabilidad de la tnica cuspide co, da una especie de parametrizacion en el sentido
de que

oo c—1

L) =7Tu |JUJ TwyeT  donde wy.= <Z Z) e To(1). (1.4)
c=1d=0
mcd(c,d)=1

La descomposicion en cogrupos dobles es una herramienta para estudiar un grupo I'
por medio de caracteres aditivos [Iwa02|. Con ello, se obtienen las clasicas sumas de
Kloosterman definidas por

d .
S(m,n;c) = Z e(@) donde e(z) = ™. (1.5)
ad=1 méd c

El anélisis armoénico en H se asocia con el operador de Laplace-Beltrami, o La-
placiano hiperboélico

0? 0?
A= —y? (— + —)
I\ o2 0y?
Una funcion I'-automorfa f es una forma de Maass si f es una autofuncion de A y
tiene crecimiento polinomial en las ctspides, es decir, si satisface

Af=Xf coneC y f(oaiy) = O(y™) cuando y — oo.

Ademas, se dice que f es una forma de Maass cuspidal si

/1 f(o42) dx =0,
0

para toda cuspide a en I

A veces, una forma de Maass se define con la condicién adicional f € L?(T'\H)
(cf. |Gol06]). En este contexto, las formas modulares clasicas corresponden a A = 0
ya que son armoénicas por las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La condicién de ser
autofuncion reemplaza aqui la condicion de holomorfia, dando una funciéon analitica
real. Ahora podemos considerar otros valores de \.
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Por definicion, el operador de Laplace solo depende de la métrica y por tanto
es un operador diferencial G-invariante, i.e., para toda funciéon f que sea dos veces
diferenciable se tiene que (Af) o g = A(f o g) para todo g € G. El subgrupo de
traslaciones de G actiua por z = x + iy — (z + r) + iy con r € R. Por lo tanto, las
autofunciones invariantes por traslaciones seran autofunciones que solo dependen de
la parte imaginaria de z. Dada una funcion f que dependa tnicamente de y = 3z,
la condicion es

2"+ M =0. (1.6)

La solucion general de la ecuacion, para A # 0, es de la forma ay®+by' = con a,b € C.
Si A =0, esto es, cuando s = 1—s = 1/2, ademas de y'/? existe una segunda solucion:
y'/?logy.

Es posible obtener formas de Maass a partir de autofunciones del Laplaciano en
H forzando a que estas funciones sean automorfas. La G-invariancia de A asegura
que para todo g € G la accidon de y® por g es también una autofuncién con el mismo
autovalor. Por lo tanto,

(Sg2)” = (\cz+d|2) con g = (Z :;) eG (1.7)

es autofuncion de A con autovalor A = s(1 — s). Si consideramos el grupo I'y(1),
un candidato a forma de Maass es Zyero(n(%’ﬂ)sa pero esta suma diverge pues y°
es invariante por I'y, el estabilizador de la tnica caspide de T'g(1). Por lo tanto, la
suma no deberfa incluir estos elementos. Esto conduce a la definicion de serie de
FEisentein, una variante espectral de sus homonimas holomorfas clasicas [Shi71],

[e.9]

s 1 ys
YElo\I'0(1) c(,dz)—:ao

Para grupos generales, las series de Eisenstein no holomorfas asociadas a la cis-
pide a vienen dadas por

Ei(z,8) = Y (So.'yz)", (1.9)
YET\I

las cuales son absoluta y uniformemente convergentes en conjuntos compactos para
cada s € C con Rs > 1. Por (1.7) se tiene AF,(+,s) = s(1 — s)E,(+, s), es decir, son
autofunciones de A pero desafortunadamente no son de cuadrado integrable.

Para cualquier funcion f en I'\H, la funcion f o o, es 1-periddica. En particular,
tiene un desarrollo de Fourier

floaz) = Zﬁm(y)e(nx) con z=2x+1y (1.10)
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ﬁm(y) :/o f(oaz)e(—nx) du.

Si f es una autofunciéon con autovalor A entonces, aplicando el operador de Laplace-
Beltrami, los coeficientes fu, son soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria,

A
g + (—2 — 47T2n2)g = 0.
Yy

Para n = 0, la solucion coincide con la de (1.6), mientras que para n # 0 existen
dos soluciones linealmente independientes que vienen dadas por funciones de Bessel,
pero una de ellas tiene crecimiento exponencial [Wat44|. Por lo tanto, de (1.10) se
llega a
floaz) = ay’ +by' = + y'* Y " a, Koy po(2|nfy)e*™”
n#0

donde f satisface

Af =\f con A =s(l—s). (1.11)

Si s = 1/2, se debe reemplazar y'~* por y*/?logy.
Siguiendo la misma idea, si consideramos a, b dos cuspides (no necesariamente
distintas) entonces Fy(+, s) tiene un desarrollo de Fourier en la ctspide b de la forma

Ey(062, 5) = Sapy® + an(s)y' ™ + y'/? Z Pavn () K s1/2(2m[n|y)e* ™, (1.12)
n#0

donde los coeficientes pqp(S) ¥ @asn(s) vienen dados por series de Dirichlet. El proble-
ma es que para grupos generales no se puede evaluar explicitamente estos coeficientes.
Sin embargo, para grupos de congruencias esto es més simple usando propiedades de
la funcion ¢ de Riemann y de funciones L. De hecho, ¢u(s) se identifica estrechamen-
te con la funcion zeta de un cuerpo de nimeros, por lo que @qp(s) es meromorfa de
orden 1. Para ['y(1), los coeficientes de Fourier son explicitos [Iwa02]|, funciones me-
romorfas en todo el s-plano complejo, dando una continuacion meromorfa de E(z, s)
para todo s € C.

En el caso general, tenemos varias cispides y a través de la matriz de términos
constantes ®(s) = (pq(s)), se puede obtener una ecuacion funcional con el vector
columna de la serie de Eisenstein del tipo

[Eo(z,8)] = ®(s)[Fa(z,1 — s)].

Es importante notar que probar la continuaciéon meromorfa de E, no es en absoluto
facil en el caso general, y esta se debe a Selberg [Sel63] [Iwa02].

En el semiplano Rs > 1/2 los polos de ®(s) y F4(z,s) son los mismos, simples
y reales. Para grupos de congruencias no hay mas polos que los triviales, pero en
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general, existe un nimero finito de otros polos, s; con 1/2 < s; < 1. Los residuos
de la serie de Eisentein Eq4(z,s) en s = s; satisfacen (1.11) con 0 < \; < 1/4. Estas
funciones son de cuadrado integrable (en contraste con las series de Eisentein) y
pertenecen al subespacio del espectro discreto de A. En la linea critica s = 1/2 + it,
la matriz ®(1/2 + it) es unitaria y las series de Eisentein F,(z,1/2 + it) forman un
autoespacio del espectro continuo.

Una descripcion explicita de la descomposicion de L?(T'\H) en términos espectra-
les es fundamental en la teoria de funciones automorfas. Si I' es cocompacto, entonces
la teoria de espacios de Hilbert implica que A tiene un sistema ortonormal completo
de autofunciones u; con autovalores \; > 0 [CH53]. La descomposicién espectral
asegura que toda f € L?(I'\H) se puede escribir como combinacion lineal de u;,

f(z) = Z(fv uj)u;(2)
donde
(f.9) = - f(2)g(2) dp(z) (1.13)

es el el producto de Petersson, el producto escalar natural.

En el caso no compacto, la teoria es mas complicada porque A tiene un espectro
continuo que cubre el intervalo [1/4,00) cuya multiplicidad (finita) coincide con el
niumero de cispides no equivalentes en I'.

Por lo tanto, podemos pensar que la descomposicion de L*(T'\H) es un tipo de
mezcla entre el andlisis de Fourier clasico de R/Z y R, ya que tendra un espectro
discreto formado por autofunciones, y un espectro continuo en que se reemplaza
sumas por integrales. Formalmente, el resultado es

LXT\H) =D aC,

donde la parte discreta D es la clausura, en L*(T'\H), del espacio generado por las
formas cuspidales y por los residuos de las series de Eisenstein, y la parte continua C
es una suma directa de E4(z,1/2+it). Por otro lado, con el producto escalar (1.13),
la parte discreta es el complemento ortogonal de la parte continua, y los dos espacios
que forman D son ortogonales entre si.

Esto nos permite escribir, para un sistema ortonormal completo de autofuncio-
nes propias en D, {u;(z)}, y para toda f € L*(T'\H), la siguiente descomposicion
espectral

16 = () + 30 1= [ Bale g+ i) B 5 +i0)

donde la igualdad y la convergencia se entienden en sentido L?(T'\H). Este es el
analogo hiperbolico del desarrollo de Fourier.
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Dada una funcion k& : [0,00) — C, se define el nicleo automorfo como

Zk (z,7w)) (1.14)

vyel

donde u esta definida en (1.2). Bajo condiciones adecuadas de regularidad y de
decaimiento en k, la definicién anterior tiene sentido. Imponiendo condiciones de
simetria radial, se obtiene un resultado basico (el Lema Fundamental en [Hej76|) por
el que para cualquier autofuncion ¢(z) del Laplaciano hiperbolico se tiene

[ E(uew)6(:) dutz) = hit)ow), (1.15)

donde h es la transformada de Selberg de k definida por

0 = [kt )@7 aute) = [T r (FHEEE) e,

(1.16)
y que podemos considerar el anélogo hiperbolico de la transformada de Fourier. Con
un simple cambio de variable [Iwa02, §1.8] también podemos considerar los siguientes
tres pasos

q(v) = /Oo ]f/(Z)TdZ’ g(r) = 2q( senh® g) h(t) = /_OO etg(r) dr, (1.17)

que se pueden invertir usando

g(?”) — % /Oo eirth(t) dt, q(v) = %g(? log(\/v +1+ \/5)), k(u) = /OO %
- ' (1.18)

Para u = 0 esto implica [Kub73]
k(0) = i / " Uh(t) tanh () dt. (1.19)

De lo anterior se desprende el desarrollo espectral de niicleos automorfos conocido
como formula de pretraza [Sel56]

K(z,w) = Z h(t;)u;(2)u;

Jj=0

Z/ (2,1/2 4 it)Eq(w, 1/2 + it) dt,

(1.20)
donde h es la transformada de Selberg de la funcion k, y las funciones u;(2) tienen
autovalores ordenados \; = —(1/4 + ).



Capitulo 2

Sobre la formula de Kuznetsov

2.1. Introducciéon

El desarrollo espectral del niicleo automorfo

K(z,w) = Z k(u(z,yw)), (2.1)

¥€lo(1)
K(zw) = 3 bty (=), (w) + % /_ T E(=1/2 + i) E(w 12500 di, (2.2)

J
y una vez que sabemos que k se pueden recuperar de h, los problemas de convergencia
en (2.1) y (2.2) se evitan exigiendo las siguientes condiciones de regularidad en h:

RC. Para cierto n € RY, la funcion h es holomorfa en la banda |3(t)] < 1/2+n,
y satisface h(t) = O(|t|=>7") en ella.

La féormula de Kuznetsov se generaliza a grupos fuchsianos arbitrarios de primera
especie. En teoria de nimeros, sin embargo, se usa fundamentalmente para I'g(1) y
[o(N). En aras de la simplicidad solo hemos considerado el caso del grupo modular
completo I'g(1), como hizo el propio Kuznetsov. En el caso general, simplemente hay
que anadir la contribucion de las series de Eisenstein correspondientes a las diferentes
cuspides y en consecuencia, cambiar la definicion de la suma de Kloosterman (véase
[Iwa02] para el caso general y [DI83| para el caso I'y(N) plenamente desarrollado).

Esta formula proporciona una expresion aritmética para sumas espectrales las
cuales involucran coeficientes de Fourier normalizados de formas de Maass cuspidales
{v;(n)} y de series de Eisenstein {n,(n)}, definidos mas adelante. Simbolicamente,
la formula de Kuznetsov es

Srn = Amn para m,n € Z — {0}

31
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donde S, es la expresion espectral

1 (e
S bty + - [ nOm )G (2.3
j —00
con h satisfaciendo RC, y A,,, es la expresion aritmética
O [ =1 4
77_WMmumm@ﬁ+Z;Eamm@H(i7@ﬂ) (2.4)

donde S(m,n;c) son sumas de Kloosterman (1.5), 0, = 1 si m = n y es cero en
otro caso, y H es la transformacion integral dada por

H(z)=2i /:: %Jm(m) a si mn>0 (2.5)
y
M@:%/mmw&M@meMt S mn <0, (2.6)

con J, y K, funciones de Bessel, con representaciones integrales

K,(x) = / e~ cosh(vv) du (2.7)
0
y 1 T oo
Jy () = —/ cos(vf — xsend) df — sen(vr) / erf—wsenhd qg. (2.8)
T Jo d 0

Las sucesiones {v;(n)}nz0 y {m:(n) }nzo son los coeficientes de Fourier normaliza-
dos en el sentido de que

™ ™

cosh(mt;) y o mn)=mn(n) cosh(rt;)’ (2.9)

vj(n) = p;(n)

donde pj(n) y n:(n) son los coeficientes naturales de Fourier:

/0 uj(z)e(—nx) do = cntj(y)pj(n), /0 E(z, % + it)e(—nx) dx = cp(y)e(n),
(2.10)

con z = x+iy y et (y) = y/2 K (27|n]y). En otras palabras, los desarrollos completos
de Fourier de u; y £ son

ui(z) =3 pj(n)ea, (y)e(na)

n#0
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I i —i
E(Z, 5 + Zt) _ y1/2+ ty n(t)y1/2 ty Zn(n)cnt(y)e(m?).
n#0

Hasta donde sabemos, hay tres modelos de prueba de la férmula de Kuznetsov.
En primer lugar la que se da en el articulo original [Kuz80] (véase también el trabajo
independiente [Bru78|) que usa series de Poincaré (ver Capitulo 16 de [IK04| para
una version corta). Una interesante variacion se debe a Motohashi [Mot96] [Mot97|
que emplea algunas integrales de Barnes (productos de funciones I'). Otra demos-
tracion utiliza la funcion automorfa de Green, el nicleo del operador resolvente,
como en [Iwa02|. Finalmente, hay una prueba [CPS90] en el marco de la teoria de
representaciones, revelando la formula de Kuznetsov como una “férmula de traza
relativa”.

Todas estas pruebas dependen en gran medida de las propiedades de las funciones
especiales involucradas. En principio esto es natural porque la propia féormula de
Kuznetsov contiene transformaciones de Bessel de orden imaginario. El inconveniente
de la presencia de estas funciones especiales es que en las aplicaciones uno tiene que
hacer frente a integrales oscilatorias engorrosas.

En la seccion 2.2 planteamos la formula de Kuznetsov en una forma que admite
una corta derivacion a partir de la formula de pretraza e implica casi ningtn uso de
funciones especiales. De hecho, s6lo utilizamos como definiciones

1
27

00 2

Kiy(z) = / e e eos(tu) dv y  Jo(w) / cos(x cos ) db, (2.11)
0 0

y no se necesita conocimiento previo acerca de estas funciones especiales, pues solo

apelamos a argumentos basicos del analisis real.

Maés alla del posible interés educativo de introducir rapidamente la féormula de
Kuznetsov, creemos que tiene ventajas tedricas, tal vez la mas obvia sea la simetria
entre los casos mn > 0y mn < 0. Otra caracteristica positiva es que la férmula
inversa, tratada en la seccion 2.3, admite una prueba més limpia y més corta. El
enfoque tipico apela a la falta inesperada de sobreyectividad cuando mn > 0 de los
operadores integrales involucrados (la integral de Titchmarsh [Iwa02, B5]). También
creemos que se podria flexibilizar las condiciones de regularidad con respecto a tra-
bajos anteriores, pero no hemos seguido esta linea, al ser menos importante para las
aplicaciones.

En la seccion 2.4 demostramos la equivalencia entre nuestra formulacion y la
clasica. Ponemos especial cuidado en usar iinicamente las representaciones integrales
(2.7) y (2.8) junto con argumentos que involucran andlisis de Fourier bésico y andlisis
complejo en forma del teorema de los residuos.

Nuestro resultado se basa en la sustitucion de la original transformada de Bessel
por una transformada de Hankel de una transformacion de Selberg (la transformada
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de Hankel ha aparecido en trabajos anteriores como herramienta analitica para hacer
frente a una parte de ciertos términos en la prueba de la férmula inversa cuando
mn > 0).

Este cambio de una transformada integral como composicion de dos no es so6lo
estético, pues ofrece una ganancia ya que la transformada de Selberg se comporta
como una transformada de Fourier y admite estimaciones similares, como se muestra,
en el Lema 2.5.1. Por otro lado, cuando ¢ es grande, la transformada de Hankel
tiende a una integral simple. [lustramos estas ideas con un ejemplo estimando un
valor medio regularizado de los coeficientes de Fourier.

2.2. Una nueva forma de la formula de Kuznetsov

Teorema 2.2.1. Bajo la condicion de reqularidad RC, para m y n enteros no nulos,
se tiene

Span = Omn [ ttanh(wt)h(t) dt + Z% S(m,n;c) G(L ”|mn|>,
c=1

c

donde -
G(z) = 47T:L'/ k(r)Jo(zv/r + €) dr
0

coneg=0st mn<0ye=1s mn>0.

Para la demostracion del teorema necesitamos un lema conocido cuya demostra-
cion se reduce a un calculo de [Iwa02, §5.2| y que incluimos por completitud.

Lema 2.2.2. Los coeficientes de Fourier a,,, del nicleo automorfo (2.1) como fun-
cion de R(z) y —R(w) son

Crmn = Omn /OO e(—nm)k(u(z+ I(z)i, & dm+ Z (n,m; ¢) by,

o0

donde

o] oo 2
N c/ / e(—nz + mx’)k(u(ﬁ%(z)i,x’ + %(w)z)) dxd’.

Demostracion. Los términos asociados a las traslaciones se pueden manipular de
forma sencilla. Tomando t = R(z — w), la formula de sumacion de Poisson da

Zk u(yz,w)) = Z k(u(z +n,w)) Z k(ut + S(2)i + n, S(w)i))

= Z €(nt)/ e(—na)k(u(z + (2)i, S(w)i)) dz,

n=—o0 -
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con lo que se obtiene la primera parte de la formula en a,,,. En el resto de casos,
por la descomposicion en cogrupos dobles de I'g(1), (1.4), y la formula de sumacion
de Poisson se tiene

oo c—1
Z k(u(yz, w)) Z ZZI{: (u(waje(z +n),w —m))

ye I'=T mmn=—oco c=1 d=0
ged(e,d)=1
0o co c—1

— Z e(nR(z) ZZ/ / (—nx +ma")Keg(x, 2")dzda’,
i S

donde
/ —c? r g O
Kei(z,z") = k(u<x+d/c—|—i%(z)’x - d/c+@\s(w))>

y d es el inverso de d modulo c. Tras efectuar una traslacion se llega al resultado. [

Lema 2.2.3. Se tiene

™

K% (2 =
/0 w(2my) dy 8 cosh(t)

Demostracion. Por (2.11), la integral es

COS u + v
/ / )) duduv.
coshu + cosh v

Ahora, tras efectuar el cambio u = w(r+s) y v = 7(r—s), podemos separar variables
obteniendo unas integrales simples conocidas llegando asi al resultado esperado. [

Demostracion del Teorema 2.2.1. Comenzamos tomando z = z + iy/|n| y w = 2/ +
iy/|m| en la formula de la pretraza (2.2). Por (2.9), (2.10) y el Lema 2.2.3 los coeficien-
tes del término e(na —ma’) en el desarrollo de Fourier de 8y/|mn| [7y ™ K (z, w) dy
son iguales a S,,,. Entonces, con la notacion del Lema 2.2.2 tenemos que probar que

8/|mn] / % " ftanh(rt)h(t) dt + i %S(W% nie) G (M )

oo c

para m,n # 0. El término con el coeficiente d,,, proviene de la parte correspondiente
en la formula para a,,, en el Lema 2.2.2 con un cambio de variable z = 2|n| 'yv

d d
8|n|/ / x+z|y| ] ey 16/ / —2yv)k(v?) dvdy
n
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que es igual a 4k(0) a través de una inversion de Fourier, como se esperaba por (1.19).
Consideramos ahora la contribucion de by, en el Lema 2.2.2. Tomando A = /|mn|/c,
con un simple cambio de variable dicha contribucion en 8y/|mn| fooo Y L apm, dy es

2

8 [ [ [ | n m —A ,
° LS k( o )dd’d
)\/0 /oo/ooy e( |n|x+|m|x) u(x+iyx+zy) xdx' dy

P L mn 2, (1=0%)
_16/\/g/o /Sgs(zm(zscose—( v+ sen0) ) (st S ) dsdudo,

mn|

donde la ultima expresion se obtiene tomando

2syv — x
_ _ r_
x = Avsend, Yy = Avcost y =

Si mn > 0, tras aplicar el cambio v = w + vw? 4+ 1, podemos escribir la integral
anterior como

/2 / / cos (4mA(s cosf — Vw? + 1sen))k(s* + w?)dsdwdd

1 27 o) e8]
=3 / / / cos (4mAV's? + w? + 1 cos 0) k(s* + w®)dsdwd.
0 —o0 J —0o0

Cuando mn < 0, el mismo cambio da la integral

/2 / / cos (47 (scosf + wsen))k(s® + w?)dsdvdf

jus
2

1 27 oo o0
=3 / / / cos (4mAV's? + w? cos 0) k(s* + w*)dsdwdf.
0 —oo J —oo

Por 1ltimo, es suficiente usar coordenadas polares y la representacion integral de Jy
en (2.11) para obtener G(z). O

2.3. La formula de Kuznetsov inversa

Es un hecho elemental que la transformada de Fourier de f(\/x2 +y2) viene

dada por 27 [° rf(r)Jo(27r/€2 + n?) dr. Renombrando las variables se consigue la
formula de inversion para la transformada de Hankel a partir de la correspondiente
para la transformada de Fourier,

F(z) = /00 rf(r)Jo(rz) dr implica f(r) = /000 xF(x)Jo(rz) d. (2.12)

0
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Notese que la funcion G en el Teorema 2.2.1 puede ser escrita como una transformada
de este tipo
oo
G(z) = 87@/ r k(r* — €0)Jo(rz) dr.
€0

La asimetria de la formula inversa para mn > 0 viene del hecho de que para ¢y = 1 el
intervalo [0, 1] no se considera en la integracion. Esto aparece en el enfoque original
de Kuznetsov [Kuz80, (6.19)] pero se oculta bajo transformaciones integrales com-
plicadas. Con nuestra formulacion, este hecho aparece més transparente y natural.

En este caso asimétrico mn > 0 de la formula inversa, es conveniente considerar
funciones de Bessel de orden entero J,(t) que, de acuerdo con (2.8), se definen como
coeficientes de Fourier de e®*"2™); j e

1
Jn(t) :/ etsenCm0)o(_ng) dg.
0

Para garantizar la convergencia en la formula inversa, se necesitan algunas condi-
ciones de regularidad sobre la funcion test fy f(0) = 0. Kuznetsov también impone
f/(0) = 0 pero esto parece ser innecesario [Iwa02]. Aqui imponemos fuertes condicio-
nes de regularidad, a pesar de que estas pueden ser en gran medida debilitadas.

Teorema 2.3.1. Sea [ € C°(R) impar y €y como en el Teorema 2.2.1. Entonces

51 s (L) 5, [ 1
—l—eoz (m,n;c) (M),

donde h es la transformada de Selberg de = fo x)Jy (x\/r + 60) dr y 'V, que solo
aparece en el caso mn > 0, admite las representacwnes

= x/ / t)Jo(rt)Jo(ra) drdt

gk

Y
r)=2) (2j - 1)J2j_1(x)/ tLF () Jay_1 (t) dt.
j=1 0
Por una formula debida a H. Petersson [Iwa02|, para m,n > 0 se tiene
=1 4my/mn (25 —2)!
(Smn+27T gz mnchj 1( p ):< 2] 12@” alj

dm\/mn)
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donde a;j(n) es el n-ésimo coeficiente de Fourier del [-ésimo elemento en una base
ortonormal (con respecto al producto de Petersson) de las formas cuspidales clasicas
de peso 2j. Usando esta formula, se pueden descartar por completo las sumas de
Kloosterman en el término que contiene V. Si pensamos en las formas modulares
clasicas como funciones armonicas (correspondientes al autovalor cero del Lapla-
ciano), se obtiene una formula inversa que contiene sumas de Kloosterman a un lado
e informacion espectral a otro. En la practica, el término relacionado con V' da una
contribucién menor.

Demostracion. Comenzamos definiendo k(r) = g [1° f(2)Jo (z/r+ €) dz, y recor-
dando que k(r) es (salvo una constante) la componente radlal de la transformada
de Fourier de la funcion f(y/22 +y2)//2% + y2 € C° evaluada en /7 + €. Enton-
ces la funcion k es de decrecimiento rapido, y consecuentemente g en (1.17) también
tiene decrecimiento rapido, de hecho, con decaimiento exponencial, y con una integra-
cion por partes se concluye que RC se cumple para la correspondiente transformada
de Selberg h Notese que para €g = 1, (1.19) asegura que [°__th(t)tanh(mt) dt =

5 fo ) dz. En cualquier caso, por (2.12), f se puede recuperar como
f(z) =4rx /OO k(r)Jo(zv/r + €) dr,
y por el Teorema 2.2.1 s6lo queda demostrar, cuando €y = 1, que
V(z) = 4rx /0 k(r)Jo(zv/r +1) dr
-1

para las dos expresiones de V. Tal y como hemos definido k, después de un cambio
de variable, obtenemos

drx /_01 k(r)Jo(zvr+1) dr = a:/ooo /01 rf(y)Jo(ry)Jo(rx) drdy,

que coincide con la primera expresion. La segunda se consigue a partir de la siguiente
identidad de funciones de Bessel,

acy/o rdo(rx)Jo(ry) dr = 22(2]’ — 1) Jayj1(x)J2j-1(y). (2.13)

De hecho, la definicion de J,(¢) implica e®¥*"? = S~ J, (y)e(nd), v el uso de este
desarrollo de Fourier como funcién generatriz, permite deducir facilmente que

Jor) = Tus @) = 27(0) ¥ Taca(9) + () = %Jn@),
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lo que conduce a la relacion
2n , 2n ,
Jae1(2) -1 (W) = Jusr(2) Jasa (w) = —=Ju(w) T (2) + —Ju(2)J, (w)
que da una serie telescopica cuando sumamos sobre impares (positivos). A saber,

awlo(2)Jo(w) =2 n(zJu(w) ) (2) — wly(2)J)(w)).

Sustituyendo z = ry, w = rz, e integrando por r~! en el intervalo [0, 1], obtenemos

(2.13). 0

2.4. Equivalencia con la formulacién clasica

Esta seccion esta dedicada a la demostracion de la equivalencia entre la formula
de Kuznetsov y el Teorema 2.2.1. Para ello, basta probar que H es igual a G, por la
definicion misma de H nos vemos obligados a utilizar algunas funciones especiales.

Teorema 2.4.1. Se tiene que G(x) = H(x), para todo x > 0.

Demostracion. Definimos la transformada seno como Sp(§) = [;° F(x)sen(¢x) da.
Por inversién de Fourier es suficiente probar que Sg = Sy. Para ello es conveniente
considerar la formula

d [ d
Sa(FEO)(©) =~ | Gla)cos(af(€) - (2.14)
Si mn < 0, usando
L 0<a?<f?

0 VB—a?’
/ Jo(xp) cos(ax) dx = 00, B2 = o2
0
0,

0< B?<a?

y (1.17), podemos manipular (2.14) con f(£) = senh¢, cambiando el orden de inte-
gracion para obtener

S (senh &) cosh§ = _47Ti > k(r)

dé- senh?¢ \/T — Senh2§
Si mn > 0, consideramos dos casos. Primero, si £ > 1 entonces f(§) = cosh& en
(2.14) también conduce a —4mwg’(2£), como en (2.15), y un procedimiento similar con

§ <1y f(§) =sen&, da

dr = —4mg'(2€). (2.15)

Sc(sené) cosé = —47r£ T __k) dr. (2.16)

d€ Jo +\/r+cos?¢
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Una vez que hemos simplificado Sg, vamos a comprobar que coincide con Sy.
Para mn < 0, usando la definicion (2.6),

Sp(senh§) = %/

—00

[e.9]

th(t) ( senh(7t) /000 Ko (x) sen(x senh &) dx) dt

Por (2.7), el término entre paréntesis es igual a

9 senh € / cos(2tv) senh(mt) Y Zsen(%f)’
cosh(2v) + cosh(2¢) 2 cosh¢

(2.17)

donde la ultima igualdad se obtiene tras realizar el cambio w = 2" y usar el teorema
de los residuos sobre un contorno de tipo ojo de cerradura. El caso mn < 0, se tiene
a través de

(e o]

Sp(senh§)cosh & = 2/ th(t) sen(2t§) dt = —4mg'(2€).

—00

Si mn > 0, la definicion (2.5) da

Su(n) = /_ h th(t)(ﬁ /0 " (o) — J_au(z)) sen(an) dr) di

o cosh

y por (2.8), podemos escribir la expresion entre paréntesis como

2 d// senh(2t6)sen(msen9)cos(mn)dm—x df
0

7w cosh(mt) dn J,
+4_77 /°° Cos(2t92) senh(7t) "
T Jo senh” 6 + n?

(2.18)

Sin > 1, la primera integral desaparece y escribiendo n = cosh ¢, la segunda es la
misma integral que aparecia en (2.17). Por tanto

Sp(cosh§)senh & = —4dmg' (2€).

Si0<n<1, tomando n =sen&, (2.18) es igual a

coch () cos £ / senh(2t0) df + 4sen—h(7rt) / 0208(2759)
COSh(Wt cosé df T o senh”f+ sen?¢

Ahora, la primera integral es inmediata y la segunda se puede calcular siguiendo los
mismos pasos que en (2.17). Combinando estos resultados se llega a

B oo senh(2t€) cosh cosh(2t€)
Sy (senf)cos& = —/ th(t)m - df/ cosh ‘cosh(rt)

—00

dt.
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Por (1.17), la integral anterior es

> > cos(rt) cosh(2t¢) ol senh”r) cos € coshr
/_ g(r)/_ cosh(rt) didr = 8/_00 cosh(2r) + cos(2¢) dr

o0 o0

L e e

Cambiando el orden de integracion, la integral interior se puede calcular utilizando
el teorema de los residuos lo que conduce a (2.16), y esto termina la prueba. O

2.5. Algunas estimaciones y ejemplos

Nuestra nueva formulacion para la formula Kuznetsov no sélo muestra ventajas
en su demostracion, también facilita estimaciones en la practica y en la bisqueda de
ejemplos explicitos.

El siguiente resultado muestra que la transformada de Selberg se puede estimar
como una transformada de Fourier con la distancia hiperbdlica.

Lema 2.5.1. Sea h una funcidn que satisface RC y supongamos [~ t/h(t)e™ dt <
B;(r) para j = 0,1, donde By(r) y Bi(r)/senhr son funciones no decrecientes para
r > 0, entonces

K2(u) < Bo(p)Ba(p)/ senli,

donde p y u se definen como en (1.2).

Demostracion. A partir de (1.18), se deduce ¢(senh® %) < By(v) y ¢/(senh?%) <
By (v)/senhv. Para & > u, escribimos

/ w¢7fa t/ /““ )+ h{)

Por el teorema del valor medio

d<<B—(p)

he) < ¢—ra/€ =

/ B (p)
senh p VU — 1 senh p

Escogiendo § = u + 3 So “senh p se llega al resultado. ]

L(¢) < & —u.
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—t2/7? —T2r%/4

Por ejemplo, para la gaussiana h(t) = podemos tomar By(r) = Te

y Bi(r) =rT3 ~Tr /4, obteniendo

COShT - 1 7T2 2 4
() < T?e ,/m (2.19)

que es, de hecho, 6ptima y desempena un papel importante en las desigualdades de
gran criba de [Cha96].

En general, usando la cota de Weil [IK04, Corolario 11.12] y Jo(t) < (14 ¢])~Y/2,
se deduce

Proposicién 2.5.2. Tomando S, como en (2.3) y con la notacién del Lema 2.5.1,
se tiene

Omn [ 1/2 7(0) /2 pmn
S =22 | ttanb(t)h(r) dt < fn]" Zl S (man o) 1)

/ v)senhv d
v
1+ |)\\coshv+)\)1/2 ’

con T(c) el nimero de divisores de ¢ y (m,n,c) el mdzimo comun divisor.

donde

Para ilustrar la aplicabilidad del resultado damos una estimacién de sumas sua-
vizadas de los coeficientes de Fourier.

Corolario 2.5.3. Dado 0 > 0, se tiene

1 o0
Z |VJ |2 7t2/T2 4 _/ |nt(n)|26_t2/T2 dt — 7172 + O(|n|1/2+6T),

AT J_

para cualquier n #0 y T > 1.

Esto mejora (16.56) en [IK04]. Creemos que el argumento empleado alli no con-
cuerda con el exponente indicado en (16.55), que se puede bajar, aun asi nuestra
aplicacion de la Proposicion 2.5.2 da de todos modos un resultado mejor.

Demostracion. Escogiendo h(t) = e=*/T° y m = n en la Proposicion 2.5.2, al igual

que en (2.19), podemos tomar By(r) = Te 7"/ y By(r) = rT%T"""/4. Entonces

n2 ) 0o y1/2-T?v+v 12 12 —1/2
I(CQ)<<T/O 1+e”/2(n/c)1/2dv<<T nun(l,c n )
que da el término de error esperado.

Por ultimo, teniendo en cuenta que tanh(7t) = +1 + O(e’”‘”) donde el signo de
+1 coincide con el de t se llega a que el término principal es 7172 + O(1). O]
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Otra ventaja que proporciona la nueva expresion es obtener algunos casos expli-
citos para la formula de Kuznetsov. Es decir, dado k y su transformada de Selberg,
poder encontrar la funcién G correspondiente.

Hay algunos pares de k£ y h que tienen formulas cerradas, esto se usa en el Capitu-
lo 3 para producir algunas formulas aproximadas inusuales, y de donde extraemos los
ejemplos que se muestran a continuacion, con especial interés en dar demostraciones
simples y autocontenidas.

Por ejemplo, por el Lema 3.2.5, la transformada de Selberg de k(r) = e " con
p >0, es 4e*/?\ /7 /i Kiy(11/2) y usando el desarrollo de Taylor del coseno en (2.11)

se tiene - , ,
G(x) = 2x Z(—l)" (;Cn)' /0 e M dr/o cos®™ 0 db).
n=0 )

Ambas integrales son sencillas, lo que permite obtener el desarrollo de Taylor G(z) =
47rx,u_1e_”2/4“.
Si consideramos funciones del tipo
k(r) = vap o (a+[3)2+4a,8r7
4y/(a+ B)% + 4afr

donde «, 5 > 0, usando el Lema 3.2.6 se tiene que h(t) = Ky(a)Ki(f) y tras un
cambio de variable podemos escribir G como

(@ +B) (7 _parsy  BlatB) 5
s T dy

A partir de (2.11) se deduce que

2
JO (,y yQ . 1) _ 1 / ei'yycosef'ysen9 do
0

T om

y por tanto, después de integrar en y, es suficiente usar el teorema de los residuos

para obtener
Gla) = —— ¢ Svag Vdapte?,
VAaaf + x?
En otros ejemplos, con funciones del tipo k(r) = (14 r)™* con u > 1, puede ser tutil
usar la transformada de Hankel. En este caso, el Lema 3.2.4 da

h(t) = Ff&)r(u - it)T(p— L it).

2 2

Por un lado, el binomio de Newton generalizado implica

o0

L+ =>" I;E';Lr—m(—l)"r%. (2.20)

n=0
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Por otro lado, a partir de (2.7) se llega a que

o0 . > cosh ((u — 1)v) e
/0 o Ka(@) do =Tt 2n + 1)/0 (Coslr(l v)pt2nt dv=2""""Inl D+ ).

Para ver esto ultimo, basta escribir el coseno hiperbolico como una suma de expo-
nenciales y hacer el cambio v = i% log % en las integrales resultantes.

Combinando esta expresion con (2.20), se obtiene el desarrollo de Jy (o la serie
de Taylor del coseno como se hizo en el primer ejemplo) de modo que

(1472)# = /0 h 2“916—;(/4) K1 () Jo(ar) da.

Ahora, la formula de inversion de la transformada de Hankel da

TaH

0 )

Kﬂ—l (ZL’)

En particular, si p— % € Z*, el desarrollo de la serie de la funcion de Bessel permite
escribir lo anterior como
_ | 1= 3/2
2,u—1 k'u—3/2— )

Existen otros casos de transformadas “exactas” de Hankel que se pueden encontrar
en tablas matematicas, pero rara vez estas corresponden a una funciéon explicita h.



Capitulo 3

Identidades aproximadas y formas de
Maass

3.1. Introduccion

Muchas identidades aproximadas proceden de la teoria de las formas modulares.
Probablemente la més conocida es la llamada constante Ramanujan e™v1% que difiere
de 744 + 640320% menos de 10712,

El punto comtn en la mayor parte de estas identidades aproximadas, cuando apa-
recen en teoria de niimeros, es que aprovechan la rapida convergencia de un desarrollo
de Fourier con cierto sentido aritmético. En el caso de la constante de Ramanujan
(que, por cierto, se debe a Hermite y no parece en el trabajo de Ramanujan, aunque
hay algunas cantidades relacionadas en [Ram00]), se emplea el desarrollo de Fourier
del invariante j junto con la interpretacion de valores especiales de j como raices de
la ecuacion modular (una demostracion autocontenida se puede ver en [CR10]). La
aproximacion a un entero de la constante de Ramanujan corresponde a tomar dos
términos en el desarrollo de Fourier.

En este capitulo obtenemos algunas identidades aproximadas asociadas al desa-
rrollo espectral del operador de Laplace-Beltrami en superficies de Riemann. En
comparacion con las aproximaciones derivadas del analisis de Fourier cléasico, el papel
desempenado por los enteros positivos pasa ahora al espectro discreto, en particular,
al tamano de los autovalores. El espectro continuo, cuando existe, contribuye con
una suma finita de integrales.

Para ilustrar nuestras identidades aproximadas, mencionamos aqui dos ejemplos.
Consideremos la serie y la integral dadas por

[e.9]

S=3 @+ (o GEY e [T

n=0

donde r(n) = #{(a,b) € Z* : a®* +b* =n}y f(t) = ((s)L(s,x)/¢(2s), s = L +it,

45
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con L(s, x) la funcion L de Dirichlet para el caracter no principal x modulo 4 (notese
que f se relaciona con facilidad con la funcion zeta de Epstein para 2%+ y?). Existen
métodos numéricos eficientes para aproximar f(t) (véase por ejemplo [Bor00|) e I.
Usando varios millones de términos en S se puede comprobar que

? — 3.141592. ..

Cabria sospechar que esta cantidad es 7, lo cual estd en consonancia con los limites
razonables de los métodos numéricos, pero nosotros probaremos que en realidad es
superior a m en una cantidad menor de 4 - 10714, Esta precision se relaciona con el
tamano del tercer autovalor del operador de Laplace-Beltrami en PSLy(Z)\H y de
un valor especial de la correspondiente autofuncion. De hecho, es una relaciéon en los
dos sentidos: el valor de m — (S — 3)/I da una aproximaciéon para una determinada
expresion que involucra estas cantidades espectrales.

Nuestro segundo ejemplo es la serie

S = Z r(n)r(3n + 2)y/ne(08™/Y?

n=1

Resulta que S estd muy cerca de 72¢°/7. De hecho, veremos que el error relativo es
no nulo y menor que 3 - 1077, Esta cifra esta relacionada con el tamafio del primer
autovalor no trivial del operador de Laplace-Beltrami en la curva de Shimura X (6, 1),
con la notacion de [AB04], la que corresponde a un algebra de cuaterniones con menor
discriminante.

3.2. Resultados auxiliares

De nuevo, vamos a considerar niicleos automorfos del tipo (1.14), asumiendo
en todo momento buenas condiciones de regularidad y decaimiento para k [Iwa02,
(1.63)]. Para mayor comodidad recordamos aqui la formula de pretraza (1.20).

Lema 3.2.1. Sea h la transformada de Selberg de k tal que es holomorfa en |J(t)| <
1/2+n con h(t) = O(|t|27"), entonces
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Si I es cocompacto el dltimo término en el desarrollo no aparece. Tipicamente,
el término principal en la formula de pretraza viene de la autofuncién constante
uo(z) = |T\H|~%/2, donde |T"\H] es el area del dominio fundamental de T

En esta seccion, nuestro trabajo se centra en la bisqueda de transformadas de
Selberg explicitas. En primer lugar, planteamos dos resultados principales

Lema 3.2.2. Dada una funcion k y su transformada de Selberg h, se tiene

h(i/2) = 4x /000 k(x) dx.

Demostracion. El resultado se deduce a partir de las igualdades

h(i/2) :/Hk(u(i,z)) dp(2) :4/000 /me) dudgpzélﬂ/()oo k(w) du,

donde hemos empleado coordenadas polares hiperbolicas (u, ) (vease [Iwa02, §1.3|).
[

Dadas dos funciones k1 and ks, definimos su convolucion hiperbolica kq* ko, como

(k1 * ko) (u(z,w)) = /Hk1 (u(z,v)) ko (u(v,w)) du(v).

La integral depende sblo de u(z,w) ya que z — gz, w — gw con g € G la deja
invariante.

Lema 3.2.3. Si hy y he son las transformadas de Selberg de ki y ko, entonces su
producto hihy es la transformada de Selberg de ki * k.

Demostracion. La prueba se reduce a una doble aplicacion de la formula (1.15), para

o(z) = (32)°,
[ < k) uz,0) (32 )
= [ Rt ) ([ R a0 (822 ) du)
_ /H b, 0) (1 (1)(S0) ) du(w) = ha (0)ha(1).

Por supuesto, se asume implicitamente que la regularidad de k; y ko asegura la
convergencia de las integrales. O]

Debido a la definicion de la féormula inversa para la transformada de Selberg no
es facil encontrar ejemplos que den resultados explicitos.
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Lema 3.2.4. Sea u € C con Ru > 1. Entonces, la transformada de Selberg de
k(u) = (u+1)"" es

W) = Pf&)r(ﬂ ST (g i),
En particular,
4r? s L2 .
M) = (u—l)!gcosh(wt)g<(n_§) +t )’ s p €2y =1

3
n=3
(1 — )' it 2 | 42 , 1
t°), ——€Z, p>1.
[+ si =3 1

h(t) = (21 — 2)"* senh(nt) 14

Demostracion. A partir de la definicion de transformada de Selberg y mediante el
cambio de variable = — (y + 1)/, se tiene

00 yu 2+zt 0 x71/2
:4/ 5 1/ dxdy
o Uty )y Trapr
1 1 1
=4"B(=,pu—=)B(pn —

(50— 35)B(n

donde B es la funciéon especial clasica Beta, que admite la representacion integral

[GROT],
e} ,U/Z271
B(z1, 22) =/0 REEAET=E

y satisface I'(z1)['(22) = T'(z1 + 22)B(z1, 29). El resultado se obtiene usando estas
relaciones, asi como la formula de duplicacion de la funcion Gamma.
Por otro lado, las conocidas formulas [GRO7]

1 )2 s T it 1 (2n —1)!
IN=+it)] = ———— Ir'li+it)| = ———— r —_
‘ (2—H ) cosh(rt)’ [F(1+it)] senh(7t) Y (n—|—2) 2n=1(n 1)!ﬁ’
dan las expresiones particulares para p entero y semi-entero. O

Lema 3.2.5. La transformada de Selberg de k(u) = e " con pu > 0, es la funcion
4em?\ /1t Ky(p/2), donde K,(2) es la funcion de Bessel modificada de segunda
especie.
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Demostracion. Manipulando la definicion (1.16), se tiene

L wm? o o2 :
h(t) = / e m (/ e M da:) y~ 2t dy
0

—00

— (4#6“)1/2/[1/2 /Oo e%(yﬁ)y—uit dy.
0

Un cambio de variable en (2.7) da la representacion integral

K,(z) = 1/ e~ gt
2 Jo
La demostracion concluye combinando ambos resultados. O

Lema 3.2.6. Para o, 3 > 0, la transformada de Selberg de la funcion

vap o=/ (@+B)*+4apu
4y/(a+ B)? + 4afu

k(u) =

es Kzt(oz)KZ (ﬁ)

Demostracion. Para p > 0, definimos la funcion k,(u) = \/p/(87) e #1+29_ Usando
el lema previo, la transformada de Selberg de k,(u) es K;; (). Por lo tanto, de acuerdo
con el Lema 3.2.3, s6lo tenemos que demostrar que (kq * kg) (u(z,w)) = k(u(z, w)).
Como ambos términos son SLy(R) invariantes, podemos limitarnos a considerar los
puntos z =4 y w = M, para algin A > 0. Entonces u(z,w) = (A — 1)?/4), y se tiene
que

(ko % hig) (u(w, 2)) = V20 °°< / Ooe—<a/x+ﬂ)x2/2ydx> o~ (@G22 80-12) /20, 24,

8reath [, \J_o

V2raf °° e~ (OR[N 2y, =3/2 g,

B 8m\/a/A+ B Jo
_ vas V@B (BraN)

4/ (a/A+ B)(B +a))
La ultima integral se puede expresar como Kj/(2), que es la funcién elemental
e *\/m/2z (véase, por ejemplo [GRO7, §8]). O

Lema 3.2.7. La transformada de Selberg de k(u) = u=2((1 + 2/u)log(1 + u) — 2),
con k(0) definido por continuidad como k(0) =1/6, es

h(t) = 2w3(L’52))2.

cosh(rt
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Notese que k es la derivada de u™?(u — (14 u)log(1 + w)).

Demostracion. A partir de los Lemas 3.2.3 y 3.2.4, la transformada de Selberg de
(uw+1)"2 % (u+1)"2 es exactamente 87h(t). Entonces es suficiente ver que

8k (u(z, w)) = /H (u(z,v) + 1)72 (u(v, w) + 1)72 du(v). (3.1)

Aligual que en la prueba anterior, podemos limitarnos a tomar z =iy w = (2¢+ 1)1,
con ¢ > —1/2. Con esta eleccion, u(z,w) = */(2c+1)*y

(2c+1)2 /2 +4c+2 . (c+1)? 2)

k(u(z,w)) = ( log

ct c? 2c+1
Por otra lado, la integral en (3.1) es

I = 256(2c + 1)2/ v J(y+1,y+2c+1) dy,
0

donde

o d A%+ 3AB+ B?
J(A B) = / i x _ T AT+ 3AB + .
Coo (22 + A%)2(22+ B%)?2 2 A3B3(A+ B)3
Tras realizar el cambio de variable y — y — ¢ — 1, se obtiene

* 5y — )y —c—1)?
I =167(2c+ 1 2/ (
( ) et y3(y? — )3

dy,

y la evaluacion de esta integral racional conduce a la misma expresion que para
87k (u(z, w)) de modo que (3.1) queda probado. O

3.3. El caso no compacto

En el Capitulo 1 mencionamos los ejemplos més notables de grupos fuchsianos, el
grupo modular completo (1), y el grupo modular de congruencias I'o(N). Ademas,
serd conveniente considerar también el grupo f, definido como el subgrupo de I'g(1)
tal que ai; + a9 y a2 + as; son ambos pares. Es facil comprobar que de hecho I es
un conjugado de I'y(2).

T (‘f _11) T (g’ _11> /{1y,

Una caracteristica especial de T'g(1) y T es que los ntucleos automorfos tienen
una interpretacion aritmética directa y el Lema 3.2.1 proporciona una especie de
desarrollo de Fourier para estas cantidades.
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Proposicién 3.3.1. Se tienen los siguientes desarrollos espectrales

K

a) r(n)r(n+ 1)k(n)

i
o

2

/ d$~|—22h e (i) i/ih(t)’% dt

b)

WE

(3 + (—1)”)r(n)r(n + 4)]{:(%)

:96/O dx+8Zh )| (1) i/oo h(t)|f(t)|* dt

donde h es la transformada de Selberg de k, f(t) = ((s)L(s, x)/((2s) con s = %+it,

Yy }L—Fif, 113 son los autovalores no triviales en T\H y o(1)\H, respectivamente.

3
Il
=)

Para la prueba necesitamos dos formulas (cf. [Iwa02, §12]) y una descripcion
explicita de la serie de Eisentein para I'o(1) y T

Lema 3.3.2. Se tienen las siguiente identidades

a) 2 k(u(yi i) = r(n)r(n+ 1)k(n).

b) 8 Y k(u(vi,0)) :Z(3+(—1)”)r(n)r(n+4)k(%).

Lema 3.3.3. Sea E la serie de Fisenstein para Ug(1) y E,, Ey las correspondientes
series asociadas a las cuspides a =00 y b =1 de I'. Entonces

E(i,s) = (2° + 1) Ea(i, s) = (2° + 1) Eo(i, s) = —2C(?éS’X), (3.2)

donde x es el cardcter no principal modulo 4.

Demostracion del Lema 3.3.2. Sea v = (a;;) € G, entonces

4u(yi, i) = (a1 — axn)* + (a2 + an)?
{ " (3.3)

vi,1) +4 = (a1 + G22)2 + (a12 — 0621)2

Siy e [ estas cantidades son ambas miultiplos de 4, digamos 4n y 4n + 4, y
recordando que 7(n) = r(4n), la identidad en a) queda demostrada.
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Paray € I'g(1), si n = 4u(vi, 1) satisface n = 1 (mdd 4) entonces los cuadrados en
cada ecuacion de (3.3) tienen distinta paridad. La eleccion de paridad en la primera
ecuacion, fija el orden de los cuadrados en la segunda, contribuyendo %r(n)r(n +4)
al namero total de soluciones. Si n = 0,2 (mdd 4) entonces los cuadrados tienen la
misma paridad y se obtienen r(n)r(n + 4) soluciones. Por lo tanto

> Y k(u(fyi,z')):% P+ O(T) + 0 rrtn+ k().
+ETo(1) n=1 (1) n£1 (4)

Notese que 7(n) = 0 para n = 3 (mdd 4), con lo que finalmente se consigue probar
b). O

Demostracion del Lema 3.3.3. Tomando z = ¢ en la definicién de serie de Eisentein
(1.8), tenemos

o GO IS 1 . o~ 7(n)
E(i,s)= ) oty (D> 2 2 (2 + d?) 2<<2s)Z ns

YEl\I'0(1) 0 c,d=—00 n=1
(e,d)=1

donde 7(n), el nimero de representaciones de n como suma de dos cuadrados, satis-

face 1r(n) = 1 x(n) y esto da la igualdad entre los extremos de (3.2) que es un

resultado clasico. B
En el caso del grupo I', las matrices de escala son

"“:<\f 1/?/5) Y "”:G (1])

que dan lugar a los mismos grupos conjugados

U;lfO'a: { (22 *> EF()(l)} :O'glfO'b.

m
Por lo tanto

| . e 1 1
Eiivs)= ), (Sog'gi)’ = 3 (Svo'i)' =55 D

2 AN
— - me+n
g€la\T’ v¥€loo\0g 'Tag mnez ( )
(m,n)=1, 2tm—n

y, usando argumentos similares, se obtiene idéntico resultado para la correspondiente
serie asociada a la cispide b de I'. Ademas

o0

2(2° + 1)Eq(i,s) = Z _ + Z _ 2E(i, s),

2 2
m,n=—00 <m +n )S

(m,n)=1, 2fm—n (m,n)=1, 2|m—n

lo que finaliza la demostracion. O]
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Demostracion de la Proposicion 3.3.1. Basta usar los lemas anteriores junto con el
Lema 3.2.1. La contribucion del autovalor trivial se evalia utilizando el Lema 3.2.2,
y teniendo en cuenta que |[o(1)\H| = 7/3, y [T'\H| = 7. O

Tomando k(u) = (u+1)"™ en la Proposicion 3.3.1, con m un entero mayor que 1,
se consiguen aproximaciones de 7 cuya exactitud depende de cantidades espectrales.
Consideremos

N m r(n)r(n+4) - ~=rrn+1)
Sm_n22<3+(_1) )W N Sm_;;—(n%—l)m :

ademas de las integrales

= [y = [ g0

oo oo 1 + 2§+it

2

donde -
gm (1) = Sech(mf)H <<] _ %)2 n t2>,

y f(t) definido como en la Proposicion 3.3.1. Entonces, definimos

224 (m —1)s,, — 3 (m—1)s, —8
m = — 1 !2 m _ Nm — _ 1 !2 m~
m = (m = 1) (m — Dy Ty G =(me Do

—T.

Teorema 3.3.4. Para todo entero m > 1,

Ym+1

O<e, < Crnt]-
((m—1/22 +3) 7 ™"

donde \g = }1—1—15% con ts = 13.77975 . .., es el tercer autovalor no trivial en To(1)\H.

Demostracion. Usando la Proposicion 3.3.1 a), con k,(u) = 47" (u + 1)™™, y los
Lemas 3.2.4 y 3.2.2, se tiene

A > 9
= Tt =) +4Zh M) + o /_Oogm(t)|f(t)| i

donde se ha usado que el area del dominio fundamental de I'y(1) es 7/3. También
tenemos una expresion para el término de error dada por

A" (m = 1)sp, — 3 _
em = (m =17 (m — —-T=— ng ;i (2)]7, (3.4)
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que es positivo ya que u;(7) # 0 infinitas veces (de hecho se sabe que el conjunto de
estos valores es infinito [Iwa02, §13.2]). Finalmente, notando que gn,11(t) = ((m —
1/2)? + %) g (), se llega a

em Vw1 2 G OF /o
Emi1 Ym 2o G (8)|u (D)2 T (m —1/2)? + 13

donde u; y uy son autofunciones impares por lo que (i) = 0, mientras que A3 = }1—|—t§
con t3 = 13.77975. .. corresponde a una autofuncion par [BSV06|. O

Teorema 3.3.5. Para cualquier entero m > 1,

~ 1 ~
0<e,< et €m+1s

((m =1/2)2 + 11 )Fm

donde Ay = i + 1?12 con t, = 8.92287 ..., es el menor autovalor no trivial en f\H

Demostracion. La prueba es similar a la del Teorema 3.3.4, pero en este caso k,(u) =
(u+1)"" y el area del domino fundamental de I" es 7. Esto da

167 > f(t)
:—+22h i)lu; (2) (Tn_—l)!z/_oogm@)‘m

y se tiene que

2

~ 772 > ~ . gm ?m—&—l/?m
Em = o~ ng(tj)‘uj(z)ﬁ > 07 ~ < ~92
Ym = €m+1 (m — 1/2)2 +t
procediendo como en el caso anterior. O

Analisis numérico y ejemplos en el caso no compacto

Si pensamos en u;(z) esencialmente acotada [Iwa02, §13] en términos del autova-
lor, entonces, a primera vista uno puede esperar que e, sea comparable a g, (t1)/Vm,
pero los calculos numéricos muestran una mejor aproximacion y una diferencia sus-
tancial entre e, y €,,. Por ejemplo, los valores para m = 3 y 4 con un truncamiento
de 4 cifras decimales, son

e3 =2.0086-10712, €3 =7.2745-10"7, e, =4.9016-10"" y &, =6.7890-107°.

La explicacion es, como se menciona en la demostracion del Teorema 3.3.4, que el
primer y segundo autovalor no trivial corresponden en Fo(l) a autofunciones impares
de manera que (i) = uy(i) = 0, mientras que \3 = 7 —I— t2 con tz = 13.77975.
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proviene de una autofuncion par [BSV06|. Por otro lado, para f\H el primer autovalor
no trivial A; corresponde a una autofuncién par (véase [FL]). El tamaifio del cociente
cosh(7ts)/ cosh(mt;) = 4.23 - 10° explica el por qué la aproximacion de 7 es peor en
alrededor 6 6rdenes de magnitud.

Notese que g,, es creciente en m. Entonces, el mejor ejemplo para aproximar 7 es
so. En principio, el caso semientero s3/; seria mejor, pero en realidad da una forma
aproximada que no involucra a 7. En ambos casos, la convergencia de la serie es
muy lenta y un calculo directo es inviable para controlar el término de error. Con el
analisis previo, puede deducirse un resultado en esta direccién.

Proposicién 3.3.6. Sea e, y s, como antes, entonces

00 t 2
0<ey<3.62-107" g 0<33/2—12—8/ FOF 4 55107,
. senh(wt)

Demostracion. Las integrales v, v 3 convergen rapidamente y el cadlculo numérico
da v = 0.23223... y 73 = 0.80239.... Calculos mas extensos dan el valor de es3
mencionado antes, y la sustitucion de estos datos en el Teorema 3.3.4 con m = 2,
permiten llegar a la primera parte del resultado.

Para la segunda parte, la Proposicién 3.3.1 b) con k(u) = (u+1)%2 da

fOF

dt.
senh(rt)

16532 = 192 + 1287‘(2 m|u]< 02+ 128/

— 00

La funcion g(t) = t71(1/4+1?)(9/4+t?) tanh(7t) es creciente para t > t3 = 13.77975
y u1(i) = us(i) = 0. Entonces,

> O 8m

—12-8 dt
0 < 5372 /_ _senh(nt) S Gt

(1/44+5)(9/4 +3)
cosh(mt;)

uy (0) .

M2

Il
w

J

La tdltima suma es igual a y3e3 /72 por (3.4). El resultado se obtiene sustituyendo los
valores numéricos de las cantidades involucradas. ]

Los Teoremas 3.3.4 y 3.3.5 se extienden también al caso no convergente m = 1
redefiniendo e; = s1/4y; y €1 = $1/167; donde

= Jr(n)r(n+4) — 24 ~ r(n)r(n+1) -8
Z 2(n+4) Z

n=0

cuya convergencia puede ser demostrada.
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Podemos utilizar la misma idea con otros nicleos, por ejemplo

el—\/n-i-l

;r(n)r(n—i—l) —

La transformada de Selberg de k(u) = eVt /\/u +1 es h(t) = 8¢ K2(1/2) por el
Lema 3.2.6 con o« = § = 1/2. Ahora, denotando la suma previa por S, obtenemos

2

> N e 32 [, f(®)
S = 646/0 k(x)dx + 166; h(t;)|u;(3)]” + — /_Oo Kit(l/z)‘m
Sea [ la ultima integral. Con millones de términos en Sy aproximando 7, finalmente
se llega a que
S—16
321
difiere de /7 menos de 2.04 - 10711,

= (0.8652559794526 . ..

También es posible probar formulas aproximadas asociadas a grupos de congruen-
cias generales, pero tienen una interpretacion aritmética menos directa.

3.4. El caso compacto

AB
Q
y A > 0. Entonces, existe una inmersion de H en My(R), dada por

A AVA A+ >\4\/Z>
(As — MVA) A —MVA) T

Por el Teorema 5.2.13 de [Miy06], dado un orden O C H, la imagen por ¢ de los
elementos de norma uno en O, es un grupo fuchsiano de primera especie. Ademas,
serd cocompacto si H es un algebra de division.

El espectro de estos grupos coincide, bajo ciertas condiciones, con el espectro
discreto de I'g(N) donde N depende del discriminante y del nivel del orden [BJ99],
[Hej85]. Por otro lado, la formula de traza de Selberg prueba que los autovalores para
[o(N) se agrupan en torno al autovalor 1/4 cuando N crece [Iwa02, (11.18)]. Por lo
tanto, para obtener formulas aproximadas como antes lo més sensato es considerar
discriminantes y niveles pequenos.

Siguiendo [ABO04], especialmente la Proposicion 1.60, consideramos los ordenes
de Eichler

Z[l,z’,j,%(l+i+j+k)] C <%> y Z[l’ia%(lﬂ%%(”kﬂ - (%)

Sea H un algebra de cuaterniones indefinida ( ) con Ay B libres de cuadrados



3.4. El caso compacto o7

con p =3 (m6d4) y ¢ = 5 (méd 8) primos, que corresponden a las curvas de
Shimura X (2p,1) y X (2¢,1) con la notacion de [AB04].

Un calculo muestra que los correspondientes grupos cocompactos por ¢ son,
respectivamente,

G, —{ (_acib&/\;]_? Zti?) €SIL(R): a=b=c=d (méd 2)}/{i1d}

G27q:{—( étz\/\/_—) Zti§)68L2< ):a=c,b=d (mdd 2)}/{:|:Id}.

Los desarrollos espectrales recuerdan al de I'g(1) pero son mas atractivos porque no
aparecen las integrales asociadas al espectro continuo.

Proposicion 3.4.1. Sean p = 3 (m6d 4) y ¢ = 5 (mdd 8) primos, entonces se
tienen los siquientes desarrollos espectrales

Zr r(pn + 2 k(p;):% d:c—l—ZZh )| (1)
0

- 24 [
Z% rlgqn—|—4)k(Z):qT10 dx—l—QZh s (i/ /D)

donde h es la transformada de Selberg de k y rs:(n) denota el nimero de pares
(a,b) € Z* tales que n = sa* + tb*.

Para la demostraciéon necesitamos de nuevo una expresion aritmética para nicleos
automorfos.

Lema 3.4.2. Tomando p y q como antes, se tiene

2Zk u(vyi, i) Zr r(pn + 2 k(pzn)

veGp n=0

22 < (i/3/q), 2/\/_) ngq rlgqn—l—él)k(Z).

vE€G2,q
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Demostracion. Notese que para v € Gy, 4u(vi, 1) = p(b* + d*). Ademés, v € SLy(R)
implica p(b*> + d*) + 4 = a* + . Como a, b, ¢, d tienen la misma paridad, 2 | b* + d>.
Por otra parte, esta condicién determina (), hasta el signo . Por lo tanto

2 37 k(u(ris) = 3 rizn)r(2pn-+ b(S),

2
v€Gyp n=0

y, notando que r(n) = r(2n) se llega a la demostracion de la primera igualdad.
Para la segunda, dado n, el ntimero de soluciones (a, b, ¢, d) € Z* de

n = 2% + ¢c
n+4=a*+ 2qd*

es ro.4(n)r12.(n+4). Es claro que a y ¢ tienen la misma paridad, y esto implica que
by d tienen la misma paridad también. Entonces, (a, b, ¢, d) da lugar a un v € G,
con 4u(7(z/\/§),z/\/§) = 2b* + gc®. Reciprocamente, v € Ga, da dos soluciones
+(a, b, c,d) de las ecuaciones anteriores con n = 4u(y(i/\/q),i/1/q)- O

Demostracion de la Proposicion 3.4.1. Basta usar el lema previo en la formula de
pretraza, Lema 3.2.1, notando que de acuerdo con |BJ99, (2.1)], el area del dominio
fundamental es |G,\H| = (p — 1)7/3 en el primer caso y |G2,\H| = (¢ — 1)7/3, en
el segundo. O

Analisis numérico y ejemplos en el caso compacto

Tustramos la Proposicion 3.4.1 con un ejemplo explicito (mencionado en la intro-
duccion), en el que los argumentos numéricos y teoricos se combinan para controlar
la precision de la aproximacion. El grupo subyacente es G3, que es 6ptimo en el
sentido de que tiene el mayor salto espectral entre las posibles elecciones de p.

Proposicién 3.4.3. Sea

S = Z r(n)r(3n + 2)y/ne(108™/Y?

n=1

Entonces

1.29-107" <1 — <3-107".

S
72e%\/T

Para la prueba emplearemos una cota superior explicita en el problema del circulo
hiperbolico (el anélisis espectral da férmulas asintoticas pero los términos de error
no son explicitos [Iwa02, §12]).
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Lema 3.4.4. Se tiene que
#{v € G5 : p(vi,i) < R} < 3(2+ v/3) cosh R,
donde p es la distancia hiperbolica definida en (1.1).

Demostracion. Sea D el dominio fundamental de G3\H. Por el Teorema 5.46 de
[ABO4], D es el poligono con vértices

—V3+i —1+4i 1414 V3+i
= —— Uy = ,v:2—\/§i,v:—,v: , Vg = 1.
2 R ( Jir va +3 2 0

Usando (1.2), la distancia hiperbolica desde vg a cualquier otro vértice es como
maximo cosh™' 2. Por lo tanto, D C B(i,cosh™'2), donde B(z,r) = {z € H :
p(z20) < 1}.

Sea A = {v € G5 : p(i,i) < R}. Entonces

U1

U vD C B(i, R+ cosh™' 2).

yeA

Por la definicion de dominio fundamental, los interiores de los conjuntos en la parte

izquierda son disjuntos. Por lo tanto

|B(i, R + cosh™' 2)|
D]

#A < — 3(2cosh R+ v/3senh R — 1),

donde hemos usado la formula para el area del circulo hiperbolico [Iwa02, §1.1] y que
|D| = 2m/3. m
Demostracion de la Proposicion 3.4.3. Dividimos S en dos sumas tales que

S=Y " +> =5+5, con N=22-10"

n<N n>N
Un calculo numérico extenso muestra que

_o
72e9\/7
Para S, el Lema 3.4.2 con cosh R = 1+ 3X junto con el Lema 3.4.4 implican

> r(n)r(3n+2) < 18(2+ V3)X — 6(1+ V3).

n<X

2-1077" <1~ <3-107". (3.5)

Subdividiendo la suma en intervalos diadicos,

Sy < Z /M e—(log M)?/16 Z r(n)r(3n+2) < 36(2+v/3) Z N3/2— (08 M)2/16.

M=2IN n<2M M=2iN



60 Capitulo 3. Identidades aproximadas y formas de Maass

Extraemos los términos correspondientes a 7 = 0,1, y acotamos el resto con una
integral.

log 2

36 o0 —
(2+ \/5) ) 8 / r—12 o 30/2-22/16 7.
log 2 log2N — 12 J,

1 o]
S < 36(2+ V3) (3.8977 2107 +9.1185 - 1075 + —— / ¢ 3%/2=2*/16 dx)
log2N

< 6.4619-1072 +

og 2N 8

De donde

0 < 7.0479 - 1078,

2
< _—

72€9ﬁ
El resultado se sigue de estas desigualdades y de (3.5). O

Con la eleccion de nicleos adecuados se pueden conseguir cotas superiores para
el primer autovalor no trivial en G, con u;(i) # 0. Por ejemplo, tomando el nicleo

() 4603.9844  4247.8634  1272.2748
u) = —_
(u+1)%2  (u+1)2  (u+1)%2

en la Proposicion 3.4.1, con p = 3, la parte izquierda y la integral se cancelan, y
la transformada de Selberg, por el Lema 3.2.4, es positiva para ¢t > 3.13. Por lo
tanto, el primer autovalor en G5 con u;(i) # 0 es menor que 3.13. El valor real es
aproximadamente 2.59.

3.5. Aplicacién de los operadores de Hecke

En analogia con la teoria clasica [Miy06] se introducen operadores de Hecke
[Iwa02, §8.5]

Tmf<z>=% S )

YELo(V\I'm

actuando sobre funciones (no holomorfas) f € L?*(I'\H), donde T',, son matrices
enteras con determinante m. Notese que estas matrices conmutan claramente con
A. Estos operadores son auto-adjuntos y las formas de Maass cuspidales {u;(z)}32,
pueden elegirse de forma que también sean autofunciones de 7, con autovalores que
denotamos por {\;(m)}32,. En I'o(N), la teoria es idéntica cuando med(N,m) = 1
y existe una teoria de Atkin-Lehner para cubrir el resto de casos.

Los operadores de Hecke también se definen de la misma forma en grupos co-
compactos correspondientes a algebras de cuaterniones indefinidas sobre Q (véase
[Are05], [Miy06, §5.3]), donde ahora la suma toma v € R(1)\R(m) y R(k) es la
imagen de la aplicacion en M(R) de los elementos de norma k de un orden R.
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Cuando aplicamos 7}, a un ntucleo automorfo con respecto al grupo modular
completo I'y(1), la suma queda

7,( X koOw)(0) = 7= 3 klazw).

~v€lo(1) yEL

Entonces, formalmente, la aplicaciéon del operador de Hecke corresponde a considerar
en los nucleos automorfos, matrices enteras de determinante m en vez de 1.
Por otro lado, la acciéon de T, en la formula de pretraza, Lema 3.2.1, es

o0 [e%9)
Z i (m)h(t;)u;(2)u;(w) + % / m(m)h(t)E(z,1/2 +it)E(w,1/2 4 it) dt (3.6)
=0 —o°
donde 7;,(m) es la funcion divisor >, . (a/b)" (véase [Iwa02]).

Formulas similares se usan en el caso asociado a algebras de cuaterniones cuando
m es coprimo con el discriminante del algebra y con el nivel del orden (por supuesto
la integral correspondiente al espectro continuo no aparecera).

Nos centramos aqui en el grupo I'g(1) y en el orden R = Z[l, i, 3(1+i+j+ k)}
que se emple6 para definir GG,. En este tltimo caso, se describe el niicleo automorfo
en términos de la correlacion de r(n) consigo mismo en progresiones aritméticas.

Lema 3.5.1. Con I',, como antes, se tiene
(o]

8 Y k(ulvi, i) =3 B+ (—1)")r(n)r(n + 4m)k ().

4m
YELm n=0

) Z k(u(vi,i)) = Zr(n)r(pn+ 2m)k:(ﬂ)>

2m

donde, como antesp =3 (méd 4) es primo y R(m) denota la imagen de los elementos
de norma m.

Demostracion. Para v € (a;;) con determinante m,

dmu(yi, i) = (a1 — azz)2 + (a12 + a21)2
dmu(vyi, i) +4m = (an + a22)2 + (a12 — a21)2

Usando esto, la primera férmula se sigue modificando consecuentemente la demos-
tracion del Lema 3.3.2.

De la misma manera, la segunda se obtiene como en la demostracion del Le-
ma 3.4.2 notando que 4u(vi, i) = p(b* + d*)/m para v € R(m) y p(b* + d*) + 4m =
a’+ 2. O



62 Capitulo 3. Identidades aproximadas y formas de Maass

Se tiene que |I'\I';,| = o(m), la suma de los divisores de m. Analogamente, si m y
2p son primos entre si (véase p.217 de [Miy06]) |R(1)\R(m)| = o(m). Entonces si la
transformada de Selberg de k decae rapidamente se espera que (cf. Proposicion 3.3.1
y Proposicion 3.4.1)

> (3+ (<)) r(n)r r(n + 4m)k(-)
n=0 . (3.7)
~ 96 k(x) do + —— : >d
otm) [ i) ao+ 2 [ nol o a
y
nz:%r r(pn + 2m)k:(§:1) ~ 2??_“? /o k(z) dz para 2{m, p{m.
(3.8)
Por ejemplo, consideremos
- n 20123
y
o tlog 503 9
= /_w —Coiisﬁ(gm) )(4 + 1) (7 + )| F(O) dt.

Entonces, por (3.7) y el Lema 3.2.4 con m =503 y k(u) = (u + 1)73, se tiene
S~ 24192 + 167v 503 [.

Los valores numeéricos reales dan
S — 24192

=704 e
61 70.45857658

que coincide con mv/503 en todos los digitos mostrados. De hecho, el error real parece
ser comparable a 10712

Aunque se consigue gran precision en este ejemplo no se espera que las formulas
(3.7) y (3.8) sean uniformes en m por el comportamiento irregular de A;(m). Véase
[Cha99| para un anélisis de la uniformidad en un contexto cercano.

Es interesante notar que las propiedades multiplicativas de los autovalores de Hec-
ke se pueden observar numéricamente y emplearse para mejorar las aproximaciones.
Consideremos por ejemplo

o

Z r(n)r(Tn + 2m)g(7n/2m)

n=0
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donde g es la funcion k del Lema 3.2.7. Segtn (3.8), debe aproximar 20(m) pero esta
aproximacion es pobre debido a la existencia de autovalores pequenos en la parte
inferior del espectro. De hecho, se tiene que

S1 —2=0.047039, Sz —8 = —0.109461 y Sg — 26 = 0.119267.
El desarrollo espectral (3.6) y el Lema 3.5.1 sugieren que
Sy &2 20(m) + 2¢v/mAL (m)h(ty) |uy (i))?

con h como en el Lema 3.2.7 es la mejor aproximacion. Por otro lado, las propiedades
multiplicativas de los autovalores de Hecke [Iwa02, §8.5| aseguran que (/\j(3))2 =
1+ X;(9) que se traduce en (8 — S3)? &~ 3(2 — S1)* 4 (26 — So)(2 — S1). Por lo tanto,
se espera una aproximacién mejorada

Ss 4 /3(2 — S1)2 + (26 — Sy)(2 — S1) ~ 8.

De hecho, el lado izquierdo es 8.001211, mejorando la anterior aproximacion S5 ~ 8
en dos o6rdenes de magnitud.
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Capitulo 4

La sucesion de Rowland

4.1. Introduccion
En [Row08] E.S. Rowland introdujo la siguiente sucesion definida recursivamente
ar = ax_1 +med(k,ar_1) con a3 =7, (4.1)

probando el sorprendente resultado:

Teorema 4.1.1 (Rowland [Row08]). Sea P el conjunto de primos y Py =P U{1}.
Entonces a — ax_1 € Py para todo k > 1.

|k 1f2]3]4a[5[6[7[8]9]10]11]...]

ay, 7181910151819 (20|21 22|33
ap — Q—1 1y1y1 (531 (1]1]1] 11
A A A

Por desgracia, no esta claro si la prueba se aplica a todos los posibles valores
ai. Notese que a; = 2A y a; = 2A + 1 dan lugar al mismo término as, por lo que
podemos limitarnos a condiciones iniciales impares para estudiar este problema. Por
otro lado, es facil comprobar que a; =1y a; = 3 conducen a las mismas sucesiones
ap = ky ar = k+2, respectivamente. Por lo tanto, solo consideraremos las sucesiones

ar = ax—1 +med(k,ax_1) con a; >3 impar. (4.2)

Conjetura 4.1.2. Para toda sucesion de la forma (4.2), existe un entero positivo N
tal que ap, — ax_1 € Py para todo k > N.

En realidad, en [Row08|, esta conjetura se menciona para valores iniciales de la
forma ay, = A con ko no necesariamente 1. Nosotros consideramos que la formula-
cion anterior es mas natural (aunque menos general) y, como veremos més adelante,

67



68 Capitulo 4. La sucesién de Rowland

existen diferencias entre las dos situaciones. En [Clol1| aparecen otras conjeturas
acerca de sucesiones relacionadas.

Nuestro enfoque depende de la introduccion de dos recurrencias auxiliares. Se
trata de una version del atajo mencionado en [Row08]. Antes de dar las definiciones
concretas, intentamos motivarlas incluyendo aqui una demostraciéon muy sencilla del
Teorema 4.1.1 en una forma mas fuerte, utilizando las sucesiones

41
co=c_+mfpc_)—1 y r = C”; con ¢ =5, (4.3)

donde mfp(-) denota el menor factor primo. Notese que ¢ es impar para todo n.

Proposicion 4.1.3. Sea {a}32, la sucesion de Rowland (4.1). Entonces

mfp(c)_ st k=) para algin n > 1,

ap — Q-1 — ( 1> g (44)
1 en otro caso.

Demostracion. Definimos x1 = 7, 23 = 8,y oy, = ¢, + k+ 1 para k € [r},7}.4),
n>1.Sike(r;,r:,,) es facil ver que los valores x;, — x;_1 son siempre iguales a 1,
pues en los dos miembros de la diferencia se considera el mismo término c},. Cuando
k =1} > 3, se tiene x_1 = ¢,_, + k, y la diferencia pasa a ser mfp(c,_,). Para ver
que a, = T, y consecuentemente obtener el resultado, basta probar que este valor
coincide con med(k, zx_1). De nuevo, si k € (15,7%.1),

med(k, z_1) = med(k, ¢, + k) = med(2k,¢}) = med(2(k — 7)) + 1,¢))

y esto es 1 pues 2(k — 7)) +1 < 2(r; ., — ) + 1 = mfp(c)), mientras que si k =},
tenemos med(k, xy—1) = med(r}, ¢, + 7)) = med(c; + 1,¢;_;) = mfp(c)_,). O

Esta breve demostracion del Teorema 4.1.1 sugiere la introduccién de unas suce-
siones generales

T = 1 i = ay — 2
Tny1 = min {p +plra/p] @ P Cn} Y Cny1 = Cp +med(cn, rpgn) — 1
(4.5)
donde |-| denota la parte entera y p es primo. Es facil comprobar que r, = 7 y
¢, = c; satisfacen esta recurrencia para n > 1, donde r; y ¢ se toman como en
(4.3). De nuevo, ¢, es impar para todo n. Un argumento elemental da una expresion
alternativa para r, mostrando que r,,1 es el menor niimero mayor que 7, que no es
coprimo con ¢, (véase el Lema 4.2.1 mas adelante y cf. Proposicion 3 [Row08]).
La sucesion (4.2) esta determinada por (4.5). De hecho, r,, da los indices k para
los cuales ay — a,_1 # 1. El anélogo a la Proposicion 4.1.3 es
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Proposicion 4.1.4. La sucesion (4.2) satisface
ap =cp, +k+1 para Tn < k <Tpit, (4.6)

donde 1, y ¢, se definen como en (4.5). Ademds, a, — ap_1 es igual a med(c,_1,75)
stk =ry, para algun n > 1, e igual a 1 en otro caso.

Rowland senala que su prueba se puede aplicar cuando a; = 3k para algin k
(esto ocurre en (4.1) cuando k£ = 3). Con nuestra prueba, esto corresponde a que
¢, = 2r,—1 para algtin n, lo que de hecho implica que ¢; = 2r;—1 para [ > n. Por otro
lado, la idea subyacente en gran ntimero de conjeturas (por ejemplo, la hipotesis de
Schinzel [SS58]|, las conjeturas de k-uplas de Hardy-Littlewood [ORW99]|, [GBGLOS,
IV.2] o de forma mas general la conjetura de Bateman-Horn [BHC61]) es que los
primos deben aparecer en una sucesion si ninguna condiciéon de divisibilidad local
lo impide, por lo que una suposicion natural es que ¢, es primo para algin m.
Curiosamente, parece que las menores elecciones de m y n en estas afirmaciones son
siempre consecutivas.

Por ejemplo, si a; = 117 se tiene

n| 1 ]2 [3[4[5][6][7[8]9]10]..]

ro | 1 [ 5 [ 7 [ 10 [ 12 [131[132]263 [ 264 [ 272

¢, || 115 | 119 [ 125 [ 129 | 131 | 261 | 263 [ 525 [ 527 | 543
¢ 0

En este caso, ¢, = 2r,, — 1 por primera vez cuando n = 6, y el primer valor tal que ¢,
es primo ocurre para m = 5. Hemos comprobado cada a; < 108 y los experimentos
sugieren:

Conjetura 4.1.5. Consideremos la sucesion (4.5) con ay > 3 impar. Se define
no=mf{n € Z" : ¢, =2r, — 1} y mo = inf{n € Z* : ¢, es primo},
escribiendo como de costumbre inf () = co. Entonces

(i) np < oo, (i) my < o0, (iii) no=mo+1 < o0.

En la Seccion 4.2 se dan evidencias tedricas y equivalencias entre las conjeturas.
En la Seccion 4.3 se obtienen algunas propiedades del conjunto de primos generado
por las sucesiones (4.2). Cualquiera de los tres enunciados en la Conjetura 4.1.5 im-
plica la Conjetura 4.1.2 (Proposicion 4.3.2). En términos de ay, (iii) implica que el
primer k para el cual ap —ap—1 # 1y ap = 3k es necesariamente primo (Proposi-
cion 4.2.6).
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Para sucesiones con valor inicial distinto a aq, la Gltima propiedad de primalidad
(iii) admite contraejemplos. Uno de los méas simples es asg = 153, que satisface la
Proposicion 4.1.4 dando en (4.5) los valores iniciales 7 = 59y ¢; = 93. Los siguientes
términos

ry =959, 19 =060, r3 =065, ry=06,
c1 =93, =95 ¢3=99, c4=131,

muestran que se tiene ap = 3k por primera vez cuando k = 66, que corresponde a
cy = 2ry — 1, pero ni 74 = 66 ni cs = 99 son primos.

4.2. Relacion entre las conjeturas

Comenzamos dando una féormula alternativa para r,,1 y la prueba de la Propo-
sicion 4.1.4.

Lema 4.2.1. Para m,n € Z*
min{p%—p{ﬁJ | m} = min{k’ >n : med(k,m) # 1}.
p

Demostracion. El resultado se sigue del hecho de que

n n
rolz]=» 3+ 12)
p p
es el primer miultiplo de p que es mayor que n, y cumple p | med(p+ p|n/p],m). O

Demostracion de la Proposicion 4.1.4. Si k € (r,,r,41) entonces, por el Lema 4.2.1,
se tiene med(k, c,) = 1, de donde

med(k,c, +k)=1=(c, +k+1)— (¢, + k) = ap — ag_;1.
Por otro lado, si k = r,, entonces med(k, c,—1) # 1y por (4.5) se llega a que
med(k, c,—1 + k) = med(rp, 1) = (e + 10 + 1) — (o1 +70) = ag — ag_1.

Esto prueba (4.6), y de hecho, también que ay — ay_1 es med(c,_1,7r,) sik=r, y 1
en otro caso. ]

La siguiente relacion incondicional entre 7, y ¢, desempena un papel importante
a la hora de relacionar las conjeturas. Comparese este resultado con la Proposicion
1y 2 en [Row08| y los comentarios que dan alli. Notese, por ejemplo, que por (4.6),
ap > 3k para k = r,.
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Proposicion 4.2.2. Sear, y ¢, definidos como en (4.5) con a; > 3 impar. Entonces,
rn < (¢, +1)/2 para todo n € Z*. Ademds, la igualdad para n > 1 ocurre si y sélo

st med(cp1,70) €s un primo p y plro—1/p] = (chm1 — p) /2.

Demostracion. La desigualdad se prueba por induccion. Es evidente que para n = 1
es cierta. Supongamos r,_1 < (¢,_1 + 1)/2. Por definiciéon, r, = p + p|r,_1/p| para
algiin primo p | ¢,_1, y usando la hipotesis de induccion, tenemos

Tn—1 Cn—1 + 1 Cn—1—DP Cn—1 +p
- oot o e e e - . A7
r p+p{pJ_p+p{ 2% J Pt 5 (4.7)
Por otro lado, como p | med(c,_1,7,), entonces
Cp—1+D < Cp—1 + mCd(Cn—hrn) _Cn + 1 (48)

2 - 2 2

Combinando (4.7) y (4.8) se concluye el resultado.
Si med(¢,—1,7,) no es primo, entonces tenemos una desigualdad estricta en (4.8)
y rn # (cn +1)/2. Se llega a la misma conclusion si p|r,—1/p| # (¢n—1 —p)/2 usando

(4.7). Entonces, las propiedades del enunciado son condiciones necesarias para la
igualdad. Es sencillo ver que lo contrario también es cierto. [l

Usando el Lema 4.2.1, es facil comprobar que (ii) implica (i). También, trivial-
mente (iii) implica (i) y (ii).

Corolario 4.2.3. Si se cumple (i) y mecd(Cng—1,Tn) > Tng—1, entonces (iii) es cierto.

Demostracion. La Proposicion 4.2.2 asegura que en esta situacion se tiene

TnolJ o Cpnog—1 — P

med(¢py—1,7n,) =p primo y p{ ) 5

Como p > r,,-1, necesariamente c,,_; = p y es la primera vez que sucede pues en
caso contrario se llegaria una contradiccion con la hipotesis (i). []

Podemos redefinir mg sin hacer referencia a primos gracias al siguiente resultado.
Proposicién 4.2.4. Dadon > 1, r, = ¢,_1 st y sélo st ¢,_1 s primo.
Que puede ser reformulada como

Corolario 4.2.5. Si r, = ¢,—1 para algin n > 1, entonces se cumplen (i) y (ii)
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Demostracion de la Proposicion 4.2.4. Supongamos primero que ¢,_1 es primo. En-
tonces la Proposiciéon 4.2.2 implica que r,_1 < ¢,—1 ¥, de acuerdo con el Lema 4.2.1,
se concluye que 7, tiene que ser ¢, _;.

Para demostrar el reciproco, supongamos ahora que 7, = ¢, y sea m = (¢,—1 +
mfp(c,—1))/2 = (r, + mfp(r,))/2. Se tiene que med(m, c,—1) # 1y, de nuevo por la
Proposicion 4.2.2, r,_1 < m. La definiciéon alternativa de r,, dada en el Lema 4.2.1
implica que 7, < m, o de forma equivalente, r,, = mfp(r,). Por lo tanto, r, = ¢,
es primo. 0

Proposicion 4.2.6. Suponiendo (iii), existe un primo p tal que

) +1 )
inf{k : a, =3k} = pT e inf{k : ar =3k, ar —ap_1 > 1} =p.
Demostracion. Claramente ap = 3k equivale a ¢,, = 2k—1. Si ap —ax_1 > 1, entonces
la Proposicion 4.1.4 muestra que k = r,, para algin n. Como 7, es creciente, el minimo
se alcanza en r,, que es primo por la Proposicion 4.2.4.
Sin ningin tipo de hipotesis en ay—ax_1, la Proposicion 4.1.4 para r,,—1 < k < 7y,

da
Cn0_1+1 _p+1

2 2
y sabemos, por la Proposicion 4.2.2, que este valor se encuentra en el intervalo
[rno—h Tno)'

Solo queda probar que a; > 3k para todo k& < r,,_1. En caso contrario, si
ag—1 < 3(k — 1) para algin k, entonces 3 < 3k — a,_1. Por la Proposicion 4.1.4,
ap — ag_1 es igual a med(c,_1,7,) para k =, e igual a 1 en otro caso, por lo tanto,
siempre divide a 3k — ag_1, de donde ay — ax_1 < 3k — ax_1, y entonces ax < 3k. La
iteracion del proceso llevaria a una contradiccién para k = r,,_1. [

a, =3k & k=

Extensos calculos muestran que

n<no ’I"n

es, con mucho, superior a 2 cuando a; es grande. Por ejemplo, cuando 2% < a; < 221,
el minimo es 340.56. Cualquier mejora de la Proposicion 4.2.2 en esta direccion reduce
la equivalencia entre (i) y (iii) a un nimero finito de calculos. Computacionalmente,
la Conjetura 4.1.5 se verifica para a; < 108.

Proposicion 4.2.7. Supongamos (i) y que (2 - Floo)rn < ¢, + 1 para n < ny.
Entonces también se cumple (iii).

Demostracion. Por la Proposicion 4.2.2 se tiene med(c¢py—1,75,) = p. También, para
algin 7 y [,

Tno—1 = pJ + 1, Tne = p(j +1),

Cno—1 = p(2j + 1)’ Cng = 2p(j + 1) - L
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Para abreviar escribiremos K = 3500. Si 7 > K, entonces

oot 1 p2j+1)+1 11 1
ot Tl pEEDFL 5 L1y L
Tng—1 bJ J 37 2500

que no coincide con nuestra hipotesis. De modo que podemos suponer 1 < 7 < K,
ya que j = 0 implica claramente (iii). Se distinguen varios casos.

Sip < 4K — 3 entonces ¢,,—1 < 108 — 2 que corresponde a algin a; < 108 para
el cual (iii) se comprobd de forma computacional.

En otro caso se tiene p > 4K — 3. Sil < p — 2K, existird r,,_1 < m < ry,, que es

multiplo de 2j + 1, por lo tanto med(m, ¢,,_1) # 1, y esto contradice el Lema 4.2.1.
Entonces, necesariamente [ > p — 2K y

Cn071+1<p(2j+1)+1 _ 4K —p+1
Tno—1 P +1)—2K p(j+1) —2K°

Comparandolo con la desigualdad que hemos supuesto, se debe cumplir que

p(j +1) — 2K < 2500(4K —p + 1),
lo cual es imposible para j >0y p > 4K — 3. O
Proposicion 4.2.8. Dado N, existe ay tal que mg > N.

Demostracion. Sea ay tal que my < oo. Tomando a] = a; + M con M = ¢!,
afirmamos que las sucesiones (4.5) correspondientes a a} son

d=r vy d=c¢+M  paa j<m

Claramente c; es un factor no trivial de ¢; entonces mg > my e iterando el proceso

. N .
N veces se obtiene ag ) cuyo mg supera al menos en N al my correspondiente a a;.

Para probar la afirmacion, basta notar que mecd(k, ¢; + M) = mced(k, ¢;) para
todo k < r,,, porque de hecho k divide a M, y usar el Lema 4.2.1. O
4.3. Primos en la sucesiéon de Rowland
Proposicion 4.3.1. Suponiendo cierto (i) se tiene

Cn = Cp—1 +mfp(c,_1) — 1 y rn = (cn+1)/2,

para n > ng.
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Demostracion. El resultado se alcanza mediante un argumento inductivo para n >
no. A partir de (i) se tiene 7,, = (¢y, + 1)/2, y por el Lema 4.2.1,

Tpyr = min{l > 1 : med(r, +1,¢,) # 1},

donde med(r, + 1, ¢,) = med((c, + 14 21)/2,¢,) = med(1 + 21, ¢,), pues ¢, es impar.
Por lo tanto, 1 + 20 = mfp(c,). Entonces 7,41 = 1, + (mfp(c,) — 1)/2 y

¢, +1 mip(e,) —1
| mfp(en)

— 1= —1
5 5 ) ¢ + mip(c,,) ,

Cni1 = Cn +mecd (cn,

de donde se concluye el resultado. O]

Proposicion 4.3.2. Suponiendo (i), (ii) o (iii), la Congjetura 4.1.2 es cierta. Ademds,
{ar — ar—1}32, contiene infinitos primos distintos.

Demostracion. Siempre podemos suponer que (i) es cierta ya que es, en principio,
menos general. Por las Proposiciones 4.1.4 y 4.3.1, para k = r,, con n > ng, se tiene

n+ 1
ag — ax—1 = med(cp_q,7,) = med <cn + 1 —mfp(c,—1), ¢ ;_ >
= med(mfp(c,—1), ¢, + 1) = mip(cp_q).

De este modo, basta demostrar que el conjunto {ax — ax_1}72; contiene infinitos
primos distintos. Sea P el producto de primos menores que N, con N tal que P > ¢,,.
Sea n el tnico entero que satisface ¢, < P < c¢,y1. Si se escribe ¢, = pg con
p = mip(c,), la Proposicion 4.3.1 da pg < P < pg+p—1, y por tanto 0 < P—pq < p.
Entonces, como P — pg no puede ser un multiplo de p, se deduce que p tiene que ser
mayor que N.

Por lo tanto, dado N hemos encontrado un n tal que a, 1 — a,, = mfp(c,) =
p > N. Cuando N tiende a infinito obtenemos una sucesién no acotada de primos,
lo que finaliza la demostracion. O

No todas las posibles sucesiones de primos pueden darse. Por ejemplo, es obvio
que (4.4) y (4.3) impiden que aparezca el mismo primo en valores consecutivos de
ar — ag—1 7 1. Esto motiva la siguiente definicion.

Definition 4.3.1. Decimos que una sucesion finita de & primos impares C) =
{p1,p2,.-.,pr} es una cadena de Rowland si existe ¢; > 1 tal que p, = mfp(c})
para 1 <n <k, donde ¢ = ¢_, + mfp(c’_,) — 1. Para cada cadena C}, definimos la
suma parcial

Stn)=> (p;-1) vy S1)=0.

j<n

Lo que sigue, es una caracterizacion de cadenas de Rowland.
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Proposicion 4.3.3. Una sucesion finita de primos impares Cy, = {p1,p2, ..., P} €S
una cadena de Rowland si y solo si las siguientes tres condiciones se verifican:

a) S(m)=9S(n) (méd p,) cuando p, = ppm.
b) S(m) # S(n) (méd p,) cuando p, < pp,.

¢) Para todo primo q, el conjunto {S(j) (méd q) : p; > q} no contiene todas las
clases residuales modulo q.

Por supuesto, en la tercera condicién el conjunto es vacio excepto para los ¢
menores que el maximo de C} y esto también se cumple de forma trivial si ¢ > k,
por lo que esta caracterizacion permite verificar si C', es una cadena de Rowland en un
namero finito de pasos. Por ejemplo, {3,19,5,3} es una cadena de Rowland porque
S(1) =0, S(4) = 24 implican a). El resto de valores, S(2) = 2, S(3) = 20 implican
que ni S(1) ni S(4) son congruentes con S(2) 0 .S(3) (mdéd 3),y S(2) #Z S(3) (méd 5),
lo que da b). Finalmente c) no necesita verificacion debido a que (excluyendo el caso
trivial ¢ = 2) si el conjunto no es vacio ¢ > 5, y solo tenemos 4 clases residuales. Por
otro lado, {17,5,p} no es una cadena de Rowland para cualquier p > 3 pues viola c)
para q¢ = 3.

Demostracion. Notese que, de acuerdo con la definicion de cadena de Rowland, ¢}, =
c¢i+S(n) y Cy es una cadena de Rowland si y solo si existe ¢} tal que para 1 <n <k

Ag+Sn)=0 (médp,) y G+Sn)#Z0 (mdd q) para todo ¢ < p,. (4.9)

Si pn = pm entonces ¢ + S(n) = ¢f + S(m) = 0 (méd p,) implica a). Por otro
lado, el teorema chino del resto asegura que bajo estas condiciones existe una solucion
del sistema formado por el primer conjunto de ecuaciones de (4.9).

Sea ¢ cualquier primo menor que el maximo de Cy. Entonces, las ecuaciones en
(4.9) que involucran a ¢ son

¢i+S(m)#0 (méd q) para me{j : p; >q},
y si q € CY, digamos ¢ = p,, hay que anadir también
i+ Sn)=0 (mdd q).

En el primer caso, existe solucion méd ¢ si y solo si S(m) no cubre todas las cla-
ses residuales. Esto es ¢). En el segundo caso, también necesitamos S(m) #Z S(n)
(méd p,) y esto es b).

Por 1ltimo, nétese que una vez hemos comprobado que las ecuaciones repetidas
son coherentes, el teorema chino del resto se puede usar para encontrar una progresion
aritmética de posibles cj. 0
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Sabemos, gracias a la segunda parte de la Proposicion 4.3.2, que la sucesion de
primos no puede ser periddica. Pero la situaciéon es atin mas restrictiva: no puede
repetir bloques.

Corolario 4.3.4. Si py,...,pr son primos distintos, entonces

C?k - {p17p27 -y Pk P1,P25 - - - 7pk}
no es una cadena de Rowland.

Demostracion. Notese que A = S(n + k) — S(n) es constante para 1 < n < k.
Entonces, la Proposicion 4.3.3 a) implica que este valor es divisible por cada uno
de los p,, y por tanto A es multiplo de pips...pr. Pero esto es imposible ya que el
producto es mayor que A. O

En la mayoria de los casos, la Proposicion 4.3.3 impone fuertes restricciones a la
hora de construir cadenas de Rowland con unos pocos primos distintos dados y k
grande. Pero por otro lado, es posible encontrar cadenas largas a partir de elecciones
especiales de primos. Por ejemplo, usando los primeros cinco primos impares, no hay
cadenas de longitud mayor que 10 pero se tiene

Cor = {3,5,3,23,3,5,3,653,3,5,3,23,3,5,3,3603833, 3,5, 3,23, 3, 5, 3, 653, 3,5, 3}

de longitud 27 y que so6lo involucra a los primos 3, 5, 23,653 y 3603833. De hecho, es
méximal para este conjunto de niimeros primos (hay otra cadena maximal vélida de
la misma longitud). Corresponde a tomar ¢; = 1550303031682203.



Capitulo 5

Distribucion de potencias de matrices

5.1. Introduccién y resultados principales

Un nimero pseudoaleatorio es un nimero generado en un proceso que parece
producir nimeros aleatorios. Estas sucesiones no muestran un patron aparente desde
el punto de vista estadistico, a pesar de haber sido generadas por un algoritmo
completamente determinista (por lo general, un programa de ordenador) el cual
tiene por entrada digitos realmente aleatorios. En las tltimas décadas, los generadores
lineales recursivos han sido muy usados a la hora de generar nimeros pseudoaleatorios
dentro de un determinado rango. Los algoritmos producen una sucesién de niimeros
que se asemeja a una muestra de una distribucion uniforme U (0; 1), aunque realmente
no lo sea.

En la préctica, la funcion k — ¢* (méd p) con g un generador de [ se emplea
como generador de niimeros pseudoaleatorios. En general, la aplicacion de generado-
res lineales recursivos [L’E94] sugiere que se deben buscar matrices en GL,(F,) con
orden maximal y existe algo de literatura acerca de la elecciéon de estas matrices y de
las propiedades estadisticas de los generadores correspondientes [EHGL89|, [Nie90).

En aplicaciones informéaticas, por lo general, hay integrada una funcion genera-
dora de nimeros pseudoaleatorios cuya salida se reduce modulo m para obtener un
namero pseudoaleatorio en el rango [1,m).

Estos rangos aparecen muy a menudo en tiempo de ejecucion y es imposible elegir
de antemano un elemento de orden grande comiin para todos los médulos correspon-
dientes. Desde un punto de vista matemético, se espera que el uso de k — n* (méd p)
como generador de nimeros pseudoaleatorios con p en un rango considerablemente
grande, proporcione buenos resultados para casi cualquier eleccion de n. En otras
palabras, si expp(n) se define como el orden de n en F7 e igual a 0 si p | n, entonces
es poco probable encontrar un n tal que exp,(n) sea pequefio para muchos primos
consecutivos. Este hecho fue demostrado por P.X. Gallagher como una aplicacion de
su criba mayor.

7
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Teorema 5.1.1 (|Gal7l, Th.2|). Dado € > 0, el nimero de enteros n < N para
los cuales exp,(n) < N? para todo primo p < N9+ es O(NY), uniformemente para
0<H<1.

En conexién con este resultado, P.J. Stephens anteriormente habia probado que la
conjetura de Artin se cumple en promedio, dando una cota no trivial para el nimero
de posibles excepciones [Ste69]. En la practica no hay diferencia entre elementos de
orden maximal y orden grande a la hora de generar ntimeros pseudoaleatorios.

Aunque los generadores lineales recursivos se han utilizado desde los anos 80,
parece que la conjetura de Artin en GL,(F,) no ha recibido mucha atencion hasta
hace poco. El caso n = 2 parece distinguirse del resto. En [KRO01] y [KRRO7| (véase
también [Kur03]) se muestra la relacion existente con la ergodicidad cuéntica en toros
planos (un ejemplo de caos cuantico aritmético). En [Ros00]| se estudia también en
conexion con el orden de la reduccién de unidades en cuerpos cuadraticos. Por otro
lado, nuestro conocimiento acerca de la distribucién de matrices de orden maximo
en GLy(F,) se beneficia de la reciente prueba [Cha09] de la desigualdad de Burgess
en [F,2 y de un procedimiento conjetural de bisqueda determinista en tiempo polino-
mico [Sho92| para raices primitivas en F,2 (lo que significa que se genera en tiempo
polinémico un subconjunto que contiene al menos una raiz primitiva).

Dado N € Z" y un intervalo I = [1, M], consideramos la probabilidad Py(x)
de que un entero positivo n < N tenga a lo més exponente z para todo primo
en I. Por supuesto, si x > |I| se tiene trivialmente Py(z) = 1. Por otro lado, el
Teorema 5.1.1 implica que si x es ligeramente mas pequenio que |I|, entonces esta
probabilidad disminuye drasticamente. Digamos entonces que el Teorema 5.1.1 puede
ser reformulado como

1 x
ALL siempre que — < N7

PN<LU) <

En cierto sentido, N~¢ establece un umbral para conseguir O(|]|N’1’€) respecto a
la cota trivial.

En este capitulo se estudia este fendmeno para matrices enteras no singulares de
dimension 2, mostrando que hay un valor de x muy cercano al tamano del intervalo
tal que son pocas las matrices cuyo orden es menor que z. Ademas, en la tltima
seccion se estudian algunas propiedades de elementos con orden grande.

Extendemos la notaciéon previa escribiendo expp(A) para denotar el orden de la
matriz A en GLy(F,) cuando se reduce modulo p si p 1 det(A) y exp,(A) = 0 si
p | det(A).

Permitimos intervalos cortos de primos siempre que tengan densidad positiva y
sean lo suficientemente grandes. A saber, consideramos intervalos I = [a,b], 0 < a <
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b — 3, tales que
Y logp> 1|y log|I] > logh (5.1)

pel

cuando p recorre los primos. El teorema de los niimeros primos implica que este
es el caso para I = [l,z] en una forma asintotica més fuerte que se extiende a
I = [z — 2%, 2| para @ > 7/12 usando la hipotesis de densidad que se prueba en
[Hux72|. En [BHPO1] (véase también [Har07]) se usan métodos de criba para probar
(5.1) cuando o > 0.525. Con los conocimientos actuales se tiene log|I| > logb en
todos los casos en los que la densidad es positiva [Mai85|.

El analogo natural del intervalo [0, N] en SLy(Z) es el conjunto (de cardinalidad
comparable a N2, ver Lema 5.2.8)

In = {AE SLQ(Z) : Ogaij < N}

Definimos la probabilidad

M ()]

Ple) = Iy

donde My(z) = {A €Iy : expp(A) < x para p € I},

siendo nuestro objetivo encontrar una funcion umbral ¥ = (N, |I|) y una funcion
de ganancia G = &(N, |1|) tales que
Pn(z) <6 siempre que T <x (5.2)

Con la misma idea, también consideramos matrices enteras no singulares arbitra-
rias. Para ello introducimos

Ti = {A € Myys(Z) - det(A) #£0, 0 <ay < N},
y definimos

Py(z) = % donde My (z) ={A €Iy : 0<exp,(A) <z parapel}.
N
Una vez més buscamos una funciéon de umbral € = T(N,|I]) y una funcion de
ganancia & = &(N, |I]) tal que
Pr(x) <& siempre que z <% (5.3)

Nuestros resultados demuestran que un umbral logaritmico es suficiente para
conseguir una ganancia sustancial.
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Teorema 5.1.2. Sea I un intervalo que satisface (5.1) y N > 3. Entonces existe
una constante absoluta C' > 0 tal que se cumple (5.2) con

I
6:|—N|log]\7(loglog]\7)2 Y T = L(log Nlog|I|)

donde L(t) = Ct~'logt.
Teorema 5.1.3. Con la notacion del Teorema 5.1.2, se cumple (5.3) con

o [P(loglog V2
~ N3loglog|!|

T = L(log Nlog |I|loglog |I]).

El significado de estos resultados se aprecia facilmente cuando se expresa |I| como
una potencia de N.
Corolario 5.1.4. Si |I| = N° > 3, entonces el niimero de matrices en Iy tales que

loglog N

Byl A) < ON o W2

para todo p € I es menor que N°T'log N(loglog N)2.

Corolario 5.1.5. Si |I| = N° > 3, entonces el nimero de matrices en T} tales que

loglog N
d(log N)?loglog N

0 < exp,(A4) < CN°

para todo p € I es menor que N**'(loglog N)?(loglog N5)_1.

Estos resultados sugieren que es muy poco probable encontrar una matriz con
exponente pequeno para muchos primos por lo que, manteniendo la analogia con el
caso entero, tenemos muchas posibles elecciones de buenos generadores de vectores
pseudoaleatorios.

5.2. Resultados auxiliares

Dado m € Z — {0} y un primo impar p { m, definimos f(n) como el nimero
de posibles formas canonicas de Jordan distintas (sobre [F,2) de todas las matrices
diagonalizables en el conjunto

{A € GLy(F,) : det A=m, exp,(A) =n}.

En adelante, escribimos e = exp,(m). Como el determinante es multiplicativo, se
tiene de forma trivial que f(n) = 0 si e { n. El siguiente lema se encarga del resto de
Ccasos.
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Lema 5.2.1. Para e | n escribimos k = n/e. Entonces

¢(k)e sin|p—1,

f(n) = % sintp—1, k|p+1ye ol esimpar,
e
0 en otro caso.

Demostracion. Si la forma can()nica de Jordan es del tipo ( g) con a,f € F7,
entonces podemos tomar = ma~'. Claramente n = mem(exp, (), exp,(ma™")), y
ademas

exp,(ma~") | mem(e, exp,(a™)),

lo cual es un hecho general de grupos abelianos, por lo tanto n = mcm(e, exp,(a)).
Dado a | p— 1, existen ¢(a) elementos en F;, que tienen orden a, y de entre estos
hay F(n,e) que dan lugar a matrices de orden n, donde

F(n,e) = Z o(a).

a : mem(a,e)=n

Es facil ver que F(p™**,p") = ¢(p®)p". Como ¢ es multiplicativo, denotando por e,
y n, la mayor potencia p que divide a e y n respectivamente, se tiene

= HF(np,ep) = H¢(%:>er = gb(g)e,

que da la primera parte del resultado.

Ahora, supongamos que la forma canénica de Jordan es del tipo (8‘ g) con o, €
F,2 \ F, distintos. El endomorfismo de Frobenius genera el grupo de Galois asociado,
por lo que 6 = of. Como m esta fijado, podemos elegir un generador g e F*2 tal que

= ¢"< . Por lo tanto, buscamos elementos en F,2 de la forma g "con0 <r<n,

2 _
mcd(r, n) = 1, que no pertenecen I, y que satisfacen (gT )ple = gp — . La primera

condicion es equivalente a que ntp — 1, y la segunda nos lleva a calcular

1
#{0 <r <ke : med(r,ke) =1, p: r=1 (méd e)}. (5.4)
Por supuesto, necesariamente (p—:l, e) = 1, y notando que med(p+1,p—1) = 2, esto

1
es equivalente a decir que p+

o bien e es impar. Para mcd(a,n) = 1, sea
S(a)={0<r<ke : med(r,k)=1yr=a (méde)}.

Claramente |S(a)| no depende de la eleccion a. Sea {a = a1, ..., age)} un conjunto
completo de representantes de (Z/eZ)* con mecd(a;, k) = 1. Entonces (5.4) coincide
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con

1 (e)

— a; _ b r<ke : med(r,k) =1, (r,e) = _ o)
o) 2 1Sl = GO S 7 She s medn ) =1, () =1} =

lo que completa la demostracion. O

Definimos g(n) como f(n) pero ahora considerando matrices no diagonalizables
en el mismo conjunto. De nuevo g(n) = 0 si e { n. Por otro lado, la no anulacion de
g requiere que m sea residuo cuadratico o, de forma equivalente, (p — 1)/e debe ser
par porque el polinomio caracteristico tiene una raiz doble. Se tiene

Lema 5.2.2. Sea (p — 1)/e par, entonces

1-(=1)° S
5 st n=ep,
gn) = HGU 50 = 2ep,
0 en otro caso.

Demostracion. Dado que la matriz no es diagonalizable, debe ser semejante a una

de la forma (§ L) con a € F.
p—2

1
1
. Como a? = m, claramente 2 | 2=y

Sea g un generador de I tal que m =g ,

p—1 p—1_, p—1 .
por tanto &« = g 2= 0 g2 " 2 . En el primer caso, el orden de a es 2e y por tanto,
el orden de la matriz es 2ep, mientras que en el segundo caso, el orden de « es 2e o
e, dependiendo de si e es par o no, en cuyo caso el orden de la matriz es 2ep o ep,

respectivamente. ]

Lema 5.2.3. Sea p un primo impar, ptm y x > 0. Sea
Smp(x) = {tr(4) : A€ GLy(F,) con det A =m, exp,(A) <z},

entonces

1 1 k
Suplell =5 X oz 3 S o),
k \’(cpS —x 1/)8/ e ]Z|§p:fl—/le

Demostracion. Primero, notese que la parte que procede de matrices con un autova-
lor doble contribuye O(1).

Para el resto de casos aplicamos el Lema 5.2.1, notando que al intercambiar los
autovalores, dos formas canonicas de Jordan corresponden a una misma clase de
matrices bajo la relacion de semejanza y por tanto a un valor de traza. O]
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Lema 5.2.4. Para p primo impar, pfm y x > 0 tenemos

Smp(@)] < 2nlp) 3 0m) + 3 6(n)

n<x n<x
nlp—1 nlp+1
donde
1 stm = %1,
em(T) =
loglogz  en otro caso.

Demostracion. El resultado es consecuencia del lema previo. El caso m = +1 es
trivial. Si m > 1, usando la definicion de ¢ y [HWO08, Theorem 328]| se tiene

e < ¢<n>@ < ¢(n) loglog p.

Para la segunda suma, notese que med(k, e) | 2 porque k | p+ 1, y por tanto

¢(ke)
¢(e)

con lo que se llega al resultado facilmente. O]

&

n
€

< 2¢(k)

Para el siguiente lema necesitamos la desigualdad de criba mayor de Gallagher
|Gal71].

Teorema 5.2.5 (|Gal7l, Th.1|). Si todas excepto g(p) clases residuales (méd p) se
eliminan para cada primo p en el conjunto finito S, entonces el nimero de enteros
que permanecen en cualquier intervalo de longitud N es como mucho

(Zlogp—logN)/(};I;(ng; —logN)

pES

stempre que el denominado sea positivo.

Lema 5.2.6. Sea
To(z) ={1 <t <2N : t €S, ,(x) para todo p € I},

con Sy, definido como en el Lema 5.2.3. Entonces, para x = |I|M~'log M donde
M > C'e,(|1])1og |I|log N y C' es una constante, se tiene

[ Ton(@)| < €m(|11)M || log 1],
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Demostracion. La prueba es similar a la del Teorema 5.1.1 (véase |Gal71]). Por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

(Z Slng Z’Smp |logp Zlogp >>|[’2
| S ey g

Por otro lado, el teorema de Brun-Titchmarsh [MV73] da la cota

2y1

Dlogyg) SISy

(Yo +y15¢,¢) — (Y05 ¢, ¢) <

que, junto con el Lema 5.2.4, nos permite escribir

> [Smp(@)logp <Y (emlp) > é(n) + Y ¢(n))logp

pel pel n<z n<z
nlp—1 nlp+1
|
< [1]1og 1]e,(11) Y (1o 1)
n<z

< en(|I)MHI*log 1.
Por lo tanto, se deduce que

log p N M
< [Smp(@)] ~ €m(1]) log ||’

Ahora, por el Teorema 5.2.5 se tiene

Tu@) < (D logp)/ (Z‘Sogfﬂ)«emum |1 log 1]

pel

Notese que el tamano de M asegura que el denominador en el enunciado del Teo-
rema 5.2.5 es positivo y, de hecho, para una constante adecuada C’, es mayor que
clog N con ¢ > 0. O
Lema 5.2.7. Sea

Ay =sup#{A €Iy : det A=m, tr(A) =t},
t

entonces
A, < N(log N)?*(loglog N)*  para todo m.
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Demostracion. El problema se reduce a contar el nimero de soluciones de

0 < ai,aiz,a21,a2 < N
ajp +agp =1

11022 — Q12021 = M

Escribiendo h(n) = n(t —n) — m, tenemos que h(aj;) = aj2a21, entonces el nimero
de soluciones esta acotado por

ZZl—Z D, 1<) otk

n<N k|h(n k<N  n<N k<N
h(n)=0 (k)

donde p(k) representa el nimero de soluciones de h(n) = 0 (mdd k). Como p es
multiplicativa, se tiene

k 2
KN%S}L[V(H%+%+...>.

Ahora conviene separar el producto en dos partes. En la primera, se consideran los
primos tales que p(p) = 0,2 y, por [Mol10, Lemma 6.1], verifican p(p*) < 2. En la
segunda parte, consideramos aquellos primos que cumplen p(p) = 1, o equivalente-
mente p | A = t? — 4m, en este caso [Moll0, Lemma6.1| asegura que p(p*) < pl*/?
para k > 1. Por lo tanto, el producto esta acotado por

2 2 1
1+—+—+...> <1+—+—+...)
IO+ I+

p<N p<N
p(p)=0,2 plA
2 2
<TI(1+ ) [T (1+2) < ogn? I (1+2).
p<N p<N p p<N p
plA p|A

Usando [HWO08, Theorem 323|, el dltimo producto es menor que (loglog N)? por
tanto

A < N(log N)*(loglog N)?
llegando asi al resultado deseado. [l

Lema 5.2.8. Se tiene

|IN|—2N2+O( N(ogN)?*) y |JIn|=(N+1)"+O(N*(logN)?).
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Demostracion. Sea N el numero de matrices en Zy que tienen (c¢,d) como fila
inferior. Por supuesto ¢ y d deben ser coprimos y es facil probar que

Znl= Y N+ Y. Ne+O(N)

d<c<N c<d<N

donde la suma se restringe a valores positivos.

Si 0 <d < c< N entonces las posibles filas superiores de una matriz en N.4 son
(zo + ct,yo +dt) con 0 < t < (N — xy)/c donde zod — yoc = 1 y 29 = d, definidas
como la solucion de de =1 (méd ¢) con 0 < x < c.

El caso 0 < ¢ < d < N es muy similar pero ahora 0 <t < (N —yg)/cyyo=d—¢

que es solucion de cx = —1 (mdd d) con 0 < z < d.
Entonces
N —d N-—c+d
wi= 3| ) (F=—1+1)
Zn| (I —]+1)+ > (] ——]+1) +oW)
d<c<N c<d<N
med(c,d)=1 mcd(c,d)=1

donde [ - | denota la parte entera. Intercambiando ¢ y d en la tltima suma e in-

troduciendo la funcion ¢(x) = z — [z] — 1/2, podemos escribir la férmula anterior
como

Znl= ) ?— > (¢(N—a)+¢(¥))+0(1\7). (5.5)

C
d<c<N d<c<N
mcd(c,d)=1 med(c,d)=1

La primera suma da el término principal junto con un término de error admisible
sumando por partes en ». _ ¢(n) = 3z%/7* + O(xlogz), que es bien conocida
[HW08, Th.330]. Queda por demostrar que la segunda suma es O (N (log N)?).

Dado un entero positivo M [Mon94|, existen ntimeros reales X < m™! y a5 <
M~ tales que

Z a,e(mz) < () < Z ae(mr) con e(t) = e,

Im|<M Im|<M

Usando la evaluacion de las sumas de Ramanujan y ¢(ab) < ag(b),

‘ zc: e(mg)‘gmcd(c,m).

d=1
ged(e,d)=1
Por lo tanto, la segunda suma en (5.5) esta acotada por

N? med(c,m) _ N? 1
DI I S D DM I

<N m<M d<M  d|c<N djm<M
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Eligiendo M = N(log N)™2 se consigue el resultado.

La segunda férmula del enunciado se reduce a demostrar que el nimero de ma-
trices singulares con elementos 0 < a,b,¢,d < N es O(N?(log N)?). Es facil ver que
solo hay O(NQ) de ellas con abed = 0, entonces podemos suponer a, b, c,d > 0. Estas
matrices singulares estan claramente contadas en exceso por

DAy Y =) m)

a<N d<N blad m<N2 dlm blm m<N2

donde 7(m) es la funcion divisor. Usando argumentos elementales [Dav80, p.140| se
deduce que la ultima suma tiene el orden de magnitud esperado. O

5.3. Prueba de los resultados principales
Demostracion del Teorema 5.1.2. Recordemos que habiamos definido
My(z) ={A €Iy : exp,(A) <z para todo p € I'}.

Claramente, con la misma notacion que en el Lema 5.2.6, se tiene

My(z)] < D [{AeTy : tr(A) =t}.
teTi(x)

Por lo tanto My (z)| < |T1(x)|A;, con A; como en el Lema 5.2.7, y las cotas dadas
en los Lemas 5.2.6, 5.2.7 y 5.2.8 dan, tomando M comparable a log N log |1,

Py(z) < CS para x = |I|%.
Eligiendo C' lo suficientemente pequenio obtenemos el resultado. O

Demostracion del Teorema 5.1.53. En este caso, nos interesa en el conjunto
My(z)={A€ Iy : 0<exp,(A) <z para todo p € I}.

Como el determinante es multiplicativo, si A € GLy(IF,) tiene orden n, entonces el
orden de det A, visto como elemento de F,, divide a n. Por lo tanto

My (2)] < Z }{A €ZIy: det A=m, 0 <exp,(A) < para todo p € I}|

meZ

donde Z = {1 <m < N? : 0 <exp,(m) <z para todo p € I'}.
El niimero de elementos de orden menor o igual que x en Fy es > ¢(n) donde la
suma recorre los n < z con n | p — 1, que esta mayorado por 2|S;,(x)|. Entonces,
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procediendo como en el Lema 5.2.6 conseguimos una cota para |Z| similar a la de
| Ti(2)],
Clr

Z MYI|log |1
2] < 1o ‘<<logNloglog|I|

con M comparable a C~1log N log |I|loglog |I| que corresponde a x = |I|%.
Escribiendo

HA €Iy : detA=m, 0 <exp,(A) <z para todo p € I}| < Z A,
teTm ()

junto con los Lemas 5.2.6, 5.2.7 y 5.2.8 (véase la demostracion del Teorema 5.1.2) se
concluye

Pr(x) < C6

y de nuevo, basta elegir C' suficientemente pequeno. O

5.4. Otras cuestiones acerca de la distribucion

Nuestro interés en esta seccién consiste en saber si siempre podemos conseguir
matrices de orden grande con pequenas perturbaciones. Para ello, podemos limitarnos
al estudio de las trazas y luego traducir los resultados a las matrices a través del
siguiente lema.

Lema 5.4.1. Sea A un elemento de Slio(Z). Fijado un generador g de Fy vy qun
factor primo de p — 1, se tiene que exp,(A) = q si y solo si

tr(A) = gFP—D/a 4 g He=N/a
para algin 1 < k < q.

Demostracion. La condicién impuesta en el orden de la matriz fuerza a que la forma
canonica de Jordan sea diagonal con entradas «,a™' € F,. El resultado se prueba
escribiendo o = g*®"~1/7 pues exp,(4) = q. O

Identificando matrices con la misma traza y tomando la distancia (entre clases)
como la distancia entre trazas, obtenemos resultados sobre un tipo de discrepancia
de matrices.

Teorema 5.4.2. Sea J un intervalo de longitud mayor que 6p>%(q — 1)~'logp,
donde q es un primo divisor de p — 1, entonces existe una matriz A € SLy(IF,) tal
que tr(A) € J yexp,(4) = q.
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R.C. Baker y G. Harman probaron en |[BH98| que para infinitos primos p el
mayor factor de p — 1 es mayor que p”®". De hecho, en realidad se prueba para
una proporcion positiva de primos (véase [Har07, §8.1], especialmente (8.1.7) y las
formulas cercanas). Usando este resultado, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 5.4.3. Euxisten constantes positivas Cy y Co tales que para al menos

1 0 primos p en el rango |N, , cualquier intervalo de longitud mayor
Ci1N/log N pri [ go |[N,2N lquier int lo de longitud Yy
que CoN°¥*log N contiene matrices con exp,(A) > N*77.

Ahora, cambiamos nuestro punto de vista. Fijada una matriz de orden grande,
pasamos a estudiar la distribucion de sus potencias. Notese que el orden méximo de
una matriz diagonalizable en SLy(FF,) es p—1, por lo que esperamos que una matriz de
este orden sea un buen generador de vectores pseudoaleatorios. El siguiente resultado
muestra que las potencias de estas matrices estan bien distribuidas.

Teorema 5.4.4. Sea A € SLy(Z) tal que exp,(A) = p — 1. Entonces
k k N|J| 1/2 2
#{AF 1<k <N : tr(4A >6J}=T+O(p (logp)*),

donde J es un intervalo contenido en [1,p] y N < p.

Para cada par de enteros m y n, con p f m, definimos la siguiente suma trigono-
métrica

S(N) = Z e(%(gk + g_k)>e<pn_kl> donde e(t) = e*™.

k=1
Para demostrar los teoremas anteriores, estableceremos primero dos lemas.

Lema 5.4.5. Se tiene
a) [S(p—1)|<2p* y  b) [S(N)| <7V logp
donde ptm y N < p.

Demostracion. En el primer caso, tras el cambio de variable = ¢g*¥ obtenemos

S(p—1) = pie(%ﬁ@)x(x)

donde x es cierto caracter de Dirichlet, y  denota el inverso de x modulo p. Ahora, el
resultado se sigue de la cota de Weil [Li96, Th.10]. Para probar la cota b), empleamos

la técnica de completacion [IK04]. Sea S dado por

§<2>: 3 6((m—a)gk+mg—k>e<p7ﬂikl)7

p 0<k<p-—1 p
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entonces
=5, 2 2G)56)
donde )\(g) B Z e(%)
p 0cyen P

Por un lado A(0) = N, mientras que por otro, si 0 < |a|] < p/2, se tiene que
|A(a/p)| < pla|~t. Por lo tanto, usando estas observaciones y la cota a), se concluye

N ~ =/ a
SN < 15O+ > 1\5(1—)>| < 2p'% +4p'*(1+1og(p/2)) < Tp'/*log p.
0<|a|<p/2

]

Lema 5.4.6. Escribamos S(m,n; N) en lugar de S(N) para enfatizar la dependencia
en los pardmetros. Entonces

q
Ze( Kp=1)/a 4 o=k~ 1)/q)) -7 S(m, hq;p — 1).

k=1

Demostracion. Por la definicion de S(N), la suma de la derecha es

=

donde la suma interna es igual a (p—1)/q si (p — )/q divide a s y cero en otro caso.
Basta entonces hacer un cambio de variable s — kp para llegar al resultado. [

p—1 (»—1)/q

(207

s=1 h=1

™

Demostracion del Teorema 5.4.2. Podemos asumir que ¢ — 1 > ep'/?logp pues en
otro caso el resultado es trivial.

Sea g un generador de F,. Consideremos o = gP D/ y sean t, = (oF +a F)p
las trazas normalizadas modulo p en [0, 1]. Entonces

-1

#{k<q—1:t,€lab]} >Ob—-a)g—1)—D(g—1)(g—1),

donde
#{k <N :a<t,<b}

D(N) = sup N

0<a<b<1

—(b—-a)
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es la discrepancia de la sucesion {t;}. Por un lado, los Lemas 5.4.6 y 5.4.5 conducen
a

g-1 q (r—1)/q
e(mt ‘<— S(m, hg;p — 1) < 2p'/2.
;(k)_p_lgl( Gp—1)][<2p

Por otro lado, la desigualdad de Erdés-Turan [Mon94, Corollary 1.1] implica

—

=}

e(mtk)‘

1 3 &1
Dig—1) < 1
(¢=1) < M—i—1+q—1zm

m=1

e
I

1 6p'/?
< +
- M+4+1 q¢g-—1

—

1+ log(M + 1)),

y eligiendo M como la parte entera de (¢ — 1)/ep'/?log p, se tiene (¢ —1)D(qg—1) <
6p*/?logp pues 1/(M + 1) < ep'/?logp/(q — 1) y (recordando que p > 211)

pl/Q 1
+ 1) <log— = —1+ —logp.
e 2

p—1

Se concluye entonces que el intervalo J = J(p, q) satisface
7] > 6p**(q — 1) log p.
H

Demostracion del Teorema 5.4.4. En este caso, la matriz es semejante a una de la
forma ({ 991) con g un generador de F3, por lo que tr(A¥) = gF + g7*.

Sean t, = (g% + g~ %)p~! las trazas normalizadas médulo p en [0,1]. Por el Le-
ma 5.4.5,

N
m _
‘Ze(—(gk +g k))‘ < 7p'*logp,
k=1 p

y usando de nuevo la desigualdad de Erd&s-Turan obtenemos

1 21p'/21

S N (1+log(M +1)).

Tomando

B N

| p'/*(logp)?
donde [x] denota el menor entero no inferior a z, se tiene D(N) < N~'p'/?(log p)?
y el resultado se deriva de la definicion de discrepancia [KN74]. O
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Capitulo 6

El método de van der Corput e
1lusiones o6pticas

6.1. Introducciéon

Algunos autores han senalado la naturaleza fractal o simplemente el aspecto esté-
ticamente atractivo de las sumas parciales de algunas sumas trigonomeétricas simples
[DMF81], [Leh76], [Lox83], [Des85], [Mon94|, [EMYO03|, [TMF00, §3] (véase también
el reciente trabajo [DGL13| para otro tipo de imégenes, pero atin mas impresionan-
tes).

Por mencionar un par de ejemplos que han aparecido en la literatura, considera-
mos los siguientes dibujos de 5000 puntos a partir de sumas parciales.

10

160 - ) N\%}
140 - } ﬁ‘»{%’

120

a0l B 100 - v
: g:’\‘?f’
. ]
L sol 5;5\’:3)
20l .
. W
B 60l ¥ “3;
: ".s\mﬁ
301 %

a0l )

L

40 20 2"’
sol T 20 40 60 80 100 120 140 160

> nen €((logn)*) >nene(n¥?)

La explicacion de estos y otros ejemplos se encuentra en el método de van der
Corput |[GK91] y parece ser menos conocido fuera del contexto de la teoria analitica

95
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de nimeros, tal vez debido a su naturaleza aritmética. Por ejemplo, en la primera
figura, apodada como el monstruo del Lago Ness en [Lox83|, vemos 6 concentraciones
de puntos porque la derivada de (logn)?* toma 6 valores semienteros en su rango y

en el segundo ejemplo las concentraciones tienen que ver con los residuos cubicos
modulo 27 [Mon94].

Nosotros consideramos la suma trigonométrica

N
S(N;a) = Ze(a\/ﬁ) con a > 0 fijado.

n=1

La derivada de ay/x decrece a 0 (como en el primer ejemplo). De hecho, para «
razonablemente pequeno, después de algunos términos esta derivada es menor que
uno, y segun las ideas subyacentes del método de van der Corput [GK91] se espera
una buena aproximacion mediante

/lNe(a\/E) dr = W—\/fe(a\/ﬁ— 1/4) + O(1). (6.1)

Esto sugiere que al tener en cuenta tinicamente el término principal, la sucesion finita
{S(n; )} se deberfa parecer a una espiral de Arquimedes 3 (wa) 2t(sent, — cos t)
con t € [1,2ma/N]. La sorpresa es que en los dibujos muy rara vez se observa la
estructura de espiral. Por ejemplo, para N = 1000 se obtienen las siguientes figuras
para los valores indicados de «

20 )

)

a = 65/64

a=1/2

Esto es en cierto sentido una ilusién 6ptica, puesto que si conectamos puntos con-
secutivos de la sucesion con lineas (como se hace en los anteriormente mencionados
[IDMF81|, [Leh76], [Lox83|, [Des85|, [Mon94|, [EMYO03| y [TMF00, §3|) las espirales
de Arquimedes reaparecen y, como predice (6.1), un valor mayor de o da una menor
distancia entre giros sucesivos.
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a = 65/64

a=1/2

En este capitulo se estudian los patrones que aparecen al dibujar {S(n; )},
para algunos valores de a. Una primera observacion es que las espirales de Arquime-
des exactas dadas por el término principal de (6.1) son visualmente indistinguibles
en la forma de estos dibujos cuando N crece (salvo por una traslacion). Esto no es
evidente porque el término de error en (6.1) es comparable a la separacion entre los
puntos. Abordamos este problema en §2. Con una buena aproximacion explicita a
nuestra disposicion, las sumas trigonomeétricas no juegan ningun papel. La ilusion
Optica se produce porque nuestra vista tiende a conectar puntos cercanos. En §3
establecemos una relaciéon de recurrencia de naturaleza aritmética para puntos cer-
canos. La iteracion de esta recurrencia da cada “rama” del patréon. Por tltimo, en §4
se muestra como la recurrencia puede ser resuelta para algunos valores de «, dando
una explicacion completa del patron.

6.2. Aproximacion de la suma trigonométrica

Si nos olvidamos por un momento de los patrones y consideramos las sumas
parciales como una nube de puntos, se pueden dar algunas observaciones geométricas
que no se pueden explicar con la aproximacion (6.1). Estas se vuelven evidentes
cuando « no es muy pequeno (por ejemplo, mayor que 3)

1. Existen algunos puntos aleatorios iniciales y concentraciones de puntos antes
de entrar en una estructura circular creciente.

2. Esta estructura circular tiene un agujero en el centro de radio 1/2

3. El centro de la figura y la distancia al origen es comparable a a.

Las siguientes figuras corresponden a 10* puntos con los valores indicados de a.
La ultima imagen se corresponde con un primer plano de la concentracion de puntos
inferior de la figura anterior para valores grandes de V.
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15 20

: 10 .
“10 12 14 o :

-15

17.5 18 18.5 19 19.5

-10

-10.5r 2

-5
-11]

-10
-11.5

a =30 a = 30 (close up)

El método de van der Corput se remonta a los trabajos [vdC21] y [vdC22]. Su
estrategia es que basicamente las sumas trigonométricas se pueden aproximar por
integrales (sumacion de Poisson, formula de Euler-Maclaurin), integrales que pueden
ser estimadas (aproximacion de fase estacionaria, lemas de van der Corput).

Si aplicamos ciegamente a S(N;«) la tipica aproximacion por integrales [Ivi03,
§2.2] perdemos O(1) y este tipo de incertidumbre en la posicion de un punto puede
destruir el patron. De modo que se deben modificar los argumentos para obtener
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términos de error arbitrariamente pequenos. Esto se hace en el Teorema 1 de |Lox83]
(notese el pequeno error de imprenta en su resultado: 1 deberia ser 1/2 en el parénte-
sis) pero debemos trabajar para obtener constantes explicitas eficaces. En una gran
parte de su trabajo original [vdC21]|, van der Corput traté de mantener constantes
explicitas.

El significado geométrico del siguiente resultado es que los puntos de {S (n; oz)}n
estan eventualmente bien aproximados por la espiral {A(n; a)}n salvo por una tras-
lacion S(M; o) — A(M;«) y un término de error arbitrariamente pequefio.

Lema 6.2.1. Si a®> < M < N, entonces

ab
S(N;a) — A(N;«) :S(M;Oz)—A(M;Oz)—F\/—M

donde A es el término principal

Alz;a) = clovr—1/4) <\/5 + i cosh 10g(7ra)>,

T

y 0 =0(N,M,«a) es un nimero complejo con |6 < 1.

Demostracion. A partir del caso mas simple de la formula de Euler-Maclaurin (véase
por ejemplo el Apéndice de [Ivi03]) aplicado a F(z) = e(ay/z),

S elavi) = [ efova) dos YR COVH)

M<n<N

con

Z m / “e(nz + av/r) d Z / e(na® + ax) dz.

n#0 n#0

Y al integrar se obtiene

/N€<a\/5) ot e(avV'N) —e(avM)

M 2

= A(N;a) — A(M; ).

Entonces solamente tenemos que lidiar con F£.
El lema de van der Corput con constante 6ptima (ver [Rog05, Lemma 3| y [Cat14])
asegura que si f’ es monotona y |f'| > A, entonces

‘/abe(f(x)) d:zs‘ < 73—)\
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En nuestro caso f(z) = na? + ax y se tiene

2

2\/—2( n_11/2)) 27:(/_(7T +410g2) \/__

|El <

donde se ha usado que para x > v M, la derivada de f(x) = naz? + ax satisface
If'| >2nvM sineZty |f| >2VM|n+1/2|sin e Z". O

Con esta aproximacion y la teoria de sumas trigonométricas se pueden explicar
las propiedades geométricas mencionadas anteriormente.

Fijado M lo suficientemente grande para disminuir la influencia de af/v M, se
tiene que para N > M, S(N;«) se aproxima bien por A(N;«) més una constante
compleja (una traslacion). Entonces, asintoticamente tenemos

S(x;a) ~ ;/—O%e(a z—1/4)

que cuando z varia describe una espiral de Arquimedes de amplitud 1/7a. Por otro
lado, como avN +1 — aV/N ~ oz/2\/N, después de la discretizacion, se tiene un
nimero de puntos por vuelta comparable a la longitud. Esto explica que a la larga se
observe una estructura circular creciente. La concentracion de puntos que aparecen
antes de entrar en la estructura circular provienen de integrales de Fresnel (espiral
de Cornu) y son una reminiscencia de la formula truncada de sumacion de Poisson
para funciones convexas

Z e(f(n) = Z / — nz) dz + Error,

A<n<B f(A)—1<n<f/(B)—

introducida en [vdC22|. Esto se estudia con detalle en |[Lox83|. Dirigimos al lector al
Teorema 2 de este trabajo en el que se demuestra que para cualquier entero positivo
n < a*? aparece una espiral de Cornu para N comparable a («/2n)?. La més visible
(la menos afectada por la discretizacion y el término de error) es la tltima, que
corresponde a tomar n = 1 y tiene una amplitud proporcional a «.

Para « no demasiado pequeno coshlog(ma) se aproxima por wa /2, por lo que
cuando z es mucho menor que 72a?/4 se tiene

x + cosh’log Tar)'/2

Az )] = ¢

N —

e’

y |A(z; )| > |
Si queremos que el término de error afl/v/ M sea pequeno debemos tomar M como
una constante (grande) por o. En esta situacion, A(M;a) = O(1) (suponemos que
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a no es pequeno) y la determinacion de la traslacion viene dada por el tamano
de S(M;«). La tltima parte de la suma se controla facilmente aproximando por
integrales como se mencion6 anteriormente. Si dividimos el resto de la suma en
intervalos diaddicos, debemos estudiar

Z e(av/n) con 2X <o’
X<n<2X

Ahora, por la estimacion més simple de van der Corput [GK91, Theorem 2.2|, tene-
mos

> clavi)| < C(X(ax2) 4 (ax22) ) < 200X
X<n<2X

con una constante absoluta (y efectiva) C'. Sumando las contribuciones diadicas co-
rrespondientes a X = M /27, se tiene que S(M;a), y por tanto la traslacion, esté
acotada por C'a.

6.3. Modelo matematico de los patrones

A partir del Lema 6.2.1, la sucesion {.A(n; oz)}:o:l a la larga representa con preci-
sion arbitraria el comportamiento de {S (n; oz)}zozl. Aunque la curva parametrizada

{A(z;a) : z € RT} no es exactamente una espiral de Arquimedes, debido a la
constante ic cosh log(ma), tiende a ella. Notese que
e(r —1/4)

A(z?/a?;a) ~ o — (6.2)

entonces, la separacion entre vueltas sucesivas tiende a ser 1/7a?. Por otro lado,
|A(n+1;0) — A(n; )| — 1, cuando n — 00.

Por lo tanto, cuando o > 7! la amplitud de la espiral es menor que la distancia
entre los valores consecutivos de la discretizacion. Entonces la ilusion o6ptica sélo
debe aparecer en este caso, lo que concuerda con los experimentos. La explicacion
de la ilusion Optica es que nuestra vista tiende a conectar los puntos en diferentes
turnos porque estan méas cerca. De esta manera, y teniendo en cuenta (6.2), A(ny; )
y A(ng; a), con ny,ny € Z* llegan a ser geométricamente consecutivos si

/Ny = ay/ng + 1.

Dado ny, la mejor opcién es tomar el incremento ny —ny como el niimero entero mas
cercano a 2a~'/n + a2 Esto conduce a la relacion de recurrencia

204 tk+1 1
B
«

5. (6.3)

lep1 =t +
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Definition 6.3.1. Una rama es una sucesioén {A(tk;a)}zio donde t; satisface la
relacion de recurrencia (6.3).

Las curvas que se observan en las figuras de las sumas parciales de S(N;«) co-
rresponden a porciones de ramas. De ahi que las ramas plasman completamente la
informacion acerca de los patrones. Desde el punto de vista matematico, la compren-
sion de los patrones da medios para resolver la recurrencia (6.3).

6.4. Solucién de la recurrencia

Si en (6.3) aproximamos |z + 1/2] por z, la soluciéon se puede resolver explici-
tamente como una funcién cuadratica. Este comportamiento cuadratico se conserva,
de alguna manera, cuando o € Z%.

Nos limitamos al caso en el que a? es par. Parece que el caso impar es similar
con una simetria adicional, pero no hemos trabajado en los detalles.

Escribimos n = o? y asumimos que la sucesién definida por (6.3) no es constante.
Es facil ver que esto equivale a imponer ty > [(n + 12)/16]. En resumen, se estudia
(6.3) en la siguiente forma

{2\/ntk +1 n 1J
n

2

thyr = tp + | v 2in (6.4)

Para presentar nuestra solucion de esta relacion de recurrencia, definimos 6(x)
como la funcion que da el incremento 51 — tx en términos de t:

5(z) = {2\/§+%+%J

e introducimos una sucesion auxiliar {ax}72,
2m
ay = E — .
n
0<m<k
Es facil ver que a; admite una formula explicita simple:

1 2k — 1
= kg Mg Dn e = LQJ

4 n

Proposicion 6.4.1. Las sucesiones que verifican (6.4) estin dadas por
bk = Qggnj2—g + 0ok + to,

donde 09 = §(to) y J es el menor entero positivo tal que 0(ty + Jog) — dg = 1.
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Notese que t; viene dado por un polinomio cuadrético cuando £ se restringe a las
clases modulo n/2. El resultado explica las estructuras parabolicas que aparecen en
al caso a? = y/n. Algunos de los puntos mas finos en los patrones podrian requerir
algin conocimiento sobre J = J(ty). Discutiremos més adelante una posible formula
explicita.

El caso a@ = /2 es un poco especial porque n/2 = 1y la formula no requiere

division en clases de congruencia por lo que resulta especialmente sencilla:

1
ty = @ + k[v/2to] + to.

El caso genérico a? ¢ Z* parece ser una deformacion del caso o? € Z en el
sentido que las segundas diferencias finitas de ¢, parecen ser cuasi-periddicas. Ex-
perimentalmente se obtiene conjuntos de polinomios cuadraticos dando una buena
aproximacion en un rango mas o menos grande, pero no explica toda la sucesion. Por
ejemplo, para a = 1.3 tenemos un primer periodo de longitud 11 y que el periodo
169 se acerca mas a la realidad. Hemos verificado que para a = 65/64, el periodo
(si existe) debe ser superior a 4225. Con los conocimientos actuales, no tenemos una
explicacién matematica de los patrones en este caso genérico.

Lema 6.4.2. Para todo m € Z*, si 6(m) > 0 entonces
5(m + gé(m)) = 5(m) + 1,
y si6(m) —6(m+1—0(m)) =1 entonces
5(m) = 6(m + (% — 1)5(m)).

Demostracion. Para abreviar, escribiremos [ = d6(m), ¢ = 1/2+ 1/n y f para la
parte fraccionaria de 21/m/n + c. Con esta notacion, la primera igualdad se lee

1
W—m+2f+cJ — I+
n

Como /4m/n+c= 1+ f, esto es lo mismo que
I+1—c<(I+f-c+2l <(I+2-c) (6.5)
Usando que ¢ > 1/2,

(T4+1—c)?—(I+f—cP=QI+1+f—-2)(1—f)< @+ f)(1—f) <2l
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Esto demuestra la primera desigualdad en (6.5). La segunda se sigue de la misma
manera, usando que ¢ < 1,

(I4+2—c? =T+ f—-c)P=0QI+2+f—2)(2—f)>2I

Para la segunda parte del lema, procediendo como en (6.5) podemos escribir
§(m+1—68(m)) =d(m)—1 como

4 41
(I—c—12<({I+f—-c)P+-———< (-0 (6.6)
n n
Se tiene A A
(I—c—1P2+2——=UT—-c) - =+2c+1>({I—¢)?
n n
y

4 4
(I—c)+2l ——=T—-c+1) ——+2c—-1< (I —c+1)>2
n n

Entonces, al sumar 2/ —4/n a (6.6) se obtiene
2 2 Al 2
([—c)f<{U+f-c)f+2l——<(I—-c+1)
n

que, como en (6.6), es equivalente a d(m + (% — 1)6(m)) = §(m). O

Demostracion de la Proposicion 6.4.1. Es suficiente probar que

2(kr+n/2—J)J7

n

5(t) — 6o = L (6.7)

pues podemos reescribirlo como

tht1 — th = Qpgiqn/2—J — Qkgnj2—J + 0o

y considerar la siguiente suma telescopica para deducir el resultado,

ty —to = Z (tm+1 — tm) = Qhgn/2—J — Onja—g + Ook.
0<m<k

Tenga en cuenta que a,/2_; = 0.

Es claro que (6.7) es vélido para 0 < k < J porque en este rango t; = to+kdo, por
la definicion de J y la recurrencia. Un observacion importante es que el lado derecho
de (6.7) aumenta en 1 cuando n/2 divide a k — J, entonces queda por demostrar

tg) —d(ty—1) =1 & k=J (mddn/2), (6.8)
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que es cierto para k < J por la formula t; = tg + kdg. Tomando m = t; entonces

S(m) —6(m+1—38(m)) = d(ts)—06(t;+1—0d(ts))
— Gyt 18ty — o) =0y +1—d(ty 1) =1.

Por la segunda parte del Lema 6.4.2, se tiene
n
5(tJ) = (5(15] + (5 — 1)5(t])).

Notese que el lado izquierdo también coincide con 6(t; + 26(t;)) — 1. De ello se
deduce que 6(t;) = 0(tjrn/2—1) ¥y

(5(1?]) = 5(t]+1) == 5(tj+n/2,1) and 5(tj+n/2) = (5<tj) + 1.

Con esto queda demostrado (6.8) para k < J + n/2. El mismo razonamiento sirve
sustituyendo J por J + n/2 y, en general, un argumento inductivo, completa la
prueba. O

Antes de introducir la féormula experimental para J, es conveniente enunciar el
siguiente lema elemental.

Lema 6.4.3. Dado n € Z" par, para cada nimero entero no negativo k, existen
[,r € Z univocamente determinados tales que

l{::nl2—|—(g+1)l+r con 1>0 y rel,

donde I = [1 —nl, (21 + 1)% +1].

Demostracién. Definimos P(l,r) = ni*+ (%+1)l+r. Incrementando ambas variables
en los rangos indicados, un calculo demuestra que

P +1,1—n(l+1)) = P(1, (2l + 1)g+1) +1.

Esto implica que los intervalos P(l, I;) son disjuntos y consecutivos cuando [ varia.
]

Desde el punto de vista computacional, [ y r son faciles de determinar como
solucion de la ecuacion na? + (% + 1)z = k con > 0, entonces | = |z] ol = [z] +1
yr=k—nl*—(2+1)L

Conjetura 6.4.4. Con la notacion y la hipdtesis de la Proposicion 6.4.1 y asumiendo
quen/2 # 2,3,4,5 (méd 8), sear el entero correspondiente a k = ty—[(n+12)/16] en
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la representacion del Lema 6.4.3, entonces J es el entero 0 < J < n/2 determinado
por
r—1

J=-1- |5

| (méd n/2) if r >0,

Yy por
J

L_TQZ_ 1J (méd n/2) if r < 0.

Un andlisis experimental muestra que la conjetura también se aplica al caso n/2 =
2,3,4,5 (mdd 8) con muy pocas excepciones.

En el momento de terminar esta memoria, tenemos indicios claros acerca de la
demostracion de este resultado y su extension al resto de casos. Ademas, parte de
nuestro andlisis se puede traducir a o? impar, de hecho, hemos resuelto algunos casos
particulares.



Capitulo 7

Puntos del reticulo en el toro sélido

7.1. Introducciéon

Consideremos un cuerpo compacto fijado B C R?. El estudio de
#{ieZ’ . R7'ieB}, R>1,

es un problema basico en la teoria de puntos del reticulo. Bajo condiciones muy ge-
nerales de regularidad, esta cantidad se aproxima bien por |B|R* donde |B| denota el
volumen de B. Asumiendo regularidad y convexidad, en el sentido de curvatura gaus-
siana positiva, el error en esta aproximacion, la llamada discrepancia de puntos del
reticulo, es asintoticamente mas pequena que el area de la frontera, es decir, O(R"’)
para algiun v < 2. Muchos autores han dedicado sus esfuerzos a dar una respuesta
parcial a la pregunta natural de determinar el infimo de los valores validos de ~,
resultados que en general, dependen de técnicas sutiles con sumas trigonométricas.
La cuestion sigue abierta incluso para cuerpos simples como la esfera (véase el survey
[IKKNO6| y los nuevos resultados en [Guol2]|).

El caso no convexo también ha sido de interés, apareciendo en numerosos trabajos
de la ultima década (véase por ejemplo |Pet02] [Krd02b| [Kr&d02a| [Now08a| [Now08b|
|[Guol13]). Una diferencia notable es que a veces el término principal tiene que ser
complementado con un término principal secundario que proviene, de alguna manera,
de los puntos de curvatura nula. Notese, por ejemplo, que si B es el cubo [—1,1]® con
esquinas y bordes suavizados entonces #{ﬁ €7 : Rl'ine IB%} cuenta con mas de
R? puntos en la frontera cuando R € Z*.

Un ejemplo particularmente atractivo, considerado en [Now08al, es el toro sdlido

']I‘:{(:U,y,z)eR3 : (p'—\/$2+y2)2+22§p2} (7.1)

donde 0 < p < p' son constantes fijadas. Su volumen es 27w2p?p’ pero el término
principal natural que aproxima el nimero de puntos del reticulo en el toro R-escalado
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€S

— Ji(27R
M(R) = 272 p*p' R® + 47pp’ R Z SH@rFpn) (7.2)

n=1 n
donde J; es la funcion de Bessel. Si bien es cierto que este segundo termino principal
tiene un caracter oscilatorio, es esencialmente una sencilla funcién p~! periddica, por
ejemplo si Rp € Z* entonces (7.2) puede leerse como CR? + C'R3/? para ciertas
constantes C'y C” salvo un error despreciable.

Nuestro resultado principal acota la discrepancia de puntos del reticulo cuando
M(R) se toma como el término principal.

Teorema 7.1.1. Con la notacion de (7.1) y (7.2), consideramos
NR)=#{iieZ’ : R'ieT}, y  ER)=N(R)—- M(R).
Entonces se tiene que
E(R) = O(R4/3+6) para todo € > 0.

El resultado previamente conocido, debido a W.G. Nowak [Now08a|, sustituye
el exponente 4/3 por 11/8. Nowak escribe M(R) como una serie dependiendo de
funciones elementales, que es equivalente a nuestro resultado tras sustituir la férmula
asintotica de Jj.

El exponente 4/3 es mejor que el resultado mas conocido para cuerpos convexos
generales de rotacion. Esto es notable porque, en principio, el caso no convexo es mas
dificil desde un punto de vista analitico. El exponente viene de un término diagonal
y parece poco probable una mejora en el contexto de los enfoques clasicos basados en
sumas trigonométricas. Si se pudiera contar con precision (méas alla de los limites del
analisis armonico) puntos cercanos a la frontera en la teorfa de escalado, entonces uno
podria usar los argumentos de [CI95] (mejorado en [HB99|) o [CCU09| para ir méas
alla de 4/3. Los armonicos multiplicativos (caracteres de Dirichlet) y los arménicos
automorfos empleados en estos documentos, aparentemente, no se pueden utilizar en
el toro.

En lo que sigue, asumiremos p’ = 1. Por supuesto, esto se puede hacer sin perdida
de generalidad pues estamos considerando dominios homotéticos. En este capitulo
denotamos por € una cantidad positiva arbitrariamente pequena, no necesariamen-
te la misma cada vez. Las constantes que intervienen en O y < (notaciones que
consideramos equivalentes) pueden depender de € y de p.
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7.2. Aplicacion de la féormula de sumaciéon de Pois-
son

Sea x la funcion caracteristica de T,
xX@) =1 sideT vy X(®) =0 siFeR’—T.
Una aplicacion formal de la formula de sumacion de Poisson daria
N(R) =Y x(B7'i) = Ry (i),
ez’ A

y se puede comprobar que M(R) proviene de los términos con n; = ny = 0 (Le-
ma 7.2.2, notese que Y(0) = |T| = 272p?). En principio esto permitiria expresar
directamente £(R) como una suma oscilatoria. Por desgracia, la hipotesis para apli-
car la formula de sumacion de Poisson no se cumple y la convergencia de la tltima
suma no esta asegurada. Una herramienta analitica estandar para evitar este proble-
ma es introducir una funcién de suave en x. Se procede como en la Proposicion 2.1
de [Cha98|. En aras de la completitud incluimos aqui una prueba.

Proposicion 7.2.1. Dados R > 2 y 0 = R ¢ con 0 < ¢ < 1 una constante fijada,
eriste R —20'7¢ < R' < R+ 25'"¢ tal que

N(R) = 2mp"R* + R® " n(8]|7i[|) R(R'77) + O (R**5),

donde la suma se lleva a cabo sobre i € Z3 — {0}.

Demostracion. Sea la funcion n € C5°(—1,1) con n(0) = 1 y tal que la transformada
de Fourier de n(||Z]|) es positiva y sea 75 la transformada de Fourier den(d|| - ||).
Entonces, para k > 1 se tiene

[ w@d=1v06 v [ =0
Il Il
Ademaés, consideramos la convolucion
@xu)(@) = | Aot =) dF
donde xg(Z) = x(R7'7). Si Ry = R — 26y Ry = R+ 257 tenemos que

(7 * Xr,)(T) < Xr(D) +O() vy (7 * xr.)(T) = x&(T) + O(").

Por lo tanto, debe existir un R’ con |R' — R| < 2§'7¢, tal que

N (@ % xw) (i) = N(R) + O(R6").

YA
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Aplicando la féormula de sumacion de Poisson al primer término se llega a
N(R) = R®n(0)%(0) + R® > n(s]liil)) R(R'7i) + O(R*6*).
O#ieZs
Como R = R® + O(R?§'°), tomando k suficientemente grande se obtiene el resul-

tado. O

Para interpretar la suma como una suma trigonométrica es importante estudiar
la oscilacion de x. Como paso previo, damos una formula integral para esta funcion.

Lema 7.2.2. La transformada de Fourier de x es una funcion radial en las dos
primeras variables y verifica X (&1, &, &3) = W(E2 + £2,&3) para €3 + &2 # 0, donde

2m
U(t,u) = %/0 (1+ psend) sen 0.J; (2 (1 + psend)v't)e(pu cos ) do.

Demostracion. Es bien conocido que la transformada de Fourier de una funcién radial
es radial, separando las dos primeras variables, X(&1,&2,&) = ®(€2 + £2,&3) donde
®(t,u) = X(v/1,0,u). Con un cambio a coordenadas cilindricas y la representacion
integral (2.11), se tiene

O(t,u) = / / /T e(—xvVt — zu) dedydz = / /D 211 Jo(2mrV/t)e(—zu) drdz,

donde D es el disco D = {(r,z) € R? : (1 —7)%+ 2% < p?}.

El integrando es la derivada respecto de la variable r de la funcion f(r,z) =
rt=Y2 ] (27rv/t)e(—zu), porque (le(z))/ = zJy(z). Entonces el teorema de Green
aplicado al campo F= (0, f) da el resultado esperado con la parametrizacion de la
frontera r =1+ psenf, z = —pcosf m

Después de la aplicacion de la formula de sumacion de Poisson, el término de
volumen 27p®R? aparece de forma evidente. El término principal secundario proviene
de la parte de la suma con 7 en el eje z.

Proposicién 7.2.3. Con la notacion de la Proposicion 7.2.1
R’3Z (317 R(R'7@) + O(R**<5)

donde la suma recorre los i € Z? tales que n? + n3 # 0.

Demostracion. La funcion de Bessel para valores pequenos satisface Ji(z) ~ z/2,
por lo que el Lema 7.2.2 y la continuidad de X nos permite escribir la suma de la
Proposiciéon 7.2.1 restringida a los términos con n; = ny = 0 como

o0 2
2mp* R Z n(on) / sen’  cos(2mpR'n cos 6) db),
0

n=1
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donde la integral es igual a (pR'n)~*J;(2rpR'n). Combinando |R' — R| < §'~¢ con
la formula asintotica, esta vez para valores grandes,

1
T 2

J1(27z) = cos (2mz — ?%) +0(27%?), (7.3)

el error cometido al tomar R en lugar de R', proviene de las sumas

R3/2 Z n73/2 y R3/2 Z |U(5n)e(R’?/)2—e(Rn)|
n

n>§—1+e n<d—1

Usando que n(z) = 14+0(z) y |e(R'n) —e(Rn)| < én, ambas sumas son < R*/?+<§1/2
lo que completa la prueba O

7.3. Preparacion de la suma trigonométrica

El argumento basico es la aplicaciéon del principio de fase estacionaria a la repre-
sentacion integral de la transformada de Fourier dada en el Lema 7.2.2. Para facilitar
la referencia, incluimos aqui la version que utilizamos.

Lema 7.3.1 (Principio de fase estacionaria). Sean A € C* y F € C* funciones
1-periddicas, tal que F tiene un tinico punto critico x = xo en (0,1) y F"(xo) > 0.
Entonces

AF(zo) +1/8)

A(zo) + O(N ) cuando )\ — +00
/\F”(ZL‘O) ( 0) ( )

/0 A(z)e(AF(z)) do = e(

Con este resultado podemos expresar la suma que aparece en la Proposicion 7.2.3
como una suma trigonométrica.

Proposicion 7.3.2. Parat > 1 yu>1

Cp1/2

(T w)+0()) + 0@
donde C' es una constante absoluta, £ = (t +u*)'/? y
T(t,u) = (€ + pvVt)"/? cos (2m(pl + V1)) — (£ — pVt)?sen (2m(pl — V1)).

Demostracion. A partir de la formula asintotica (7.3), W(t,u) puede ser reescrito
como

27
t§/4 / A(0) cos (QW\/Z(I + psenf) — %Tﬂ)e(pu cosf) df + O(t=4)
T 0
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donde A(f) = (1 + psen®)'/?sen . La integral anterior es la parte real de

W) /0 (0 (e(p(VEsend + ucos0)) + e(p(vEsen — ucos)) )b,

Escribiendo ¢ = (t + u?)Y/2, sea 0 < 6,, < 7/2 tal que tanf,, = v/t/u, de modo que
Visen + ucosh = +/ cos(f F 6;,). Por lo tanto, tras un cambio lineal de variables
y notando que A(0 + 1 — 0;,) = A(0;, — 0) se tiene

U(t,u) = t3/4 ( (Vt— 3/8)/ A0y, — 0)e(pl cosb) d@) + O(t™%/4).

Notese que la contribucion principal en la integral resultante proviene de los puntos
0 =0y 60 =7 en los que la fase cosf es estacionaria. Por el Lema 7.3.1, la integral
es igual a

Y2172 (6(p€ —1/8)A(B) + e(—pl + 1/8) A0y — ) + 0(6‘1)>.
Finalmente, usando que
A(etu) — (ﬁ + p\/g)l/2t1/2€—3/2 y A(Qtu . 71') — —(ﬂ . p\/%)l/2t1/2£—3/2

se llega al resultado. O]

7.4. Estimacion de la suma trigonométrica

Tras la sumacion parcial, la estimacion relevante del teorema principal se plasma
en el siguiente resultado.

Proposicion 7.4.1. Para todo M < R*3, N < R* y cualquier eleccion del signo

+, se tiene
sup Z r(m)e(R(pvVm +n? £ y/m)) = O(R1/3+€M1/4L3/4)
%2% M<m<M+u

N<n<N+v
donde L = M + NZ?.

El paso crucial en la prueba de la Proposicion 7.4.1 es una variacion de los argu-
mentos de [CC12| que son una generalizacion de [CI95] y dan una cota para

S = Z ’ Z Je(Rpv'm + n2)

M<Im<2M N<n<2N

donde 0 € R.
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Lema 7.4.2. Con la notacion anterior, existe cierto D < N>~ tal que si RD < L3/?
se tiene
S <« MNY? 4 R [32),

mientras que si RD > L3/2,
S<<MN1/2+R1/4+6N7/6L_1/24M1/2+RENL1/4M1/2.

Demostracion. Siguiendo los pasos del Lema 3.1 de [CI95], por la desigualdad de
Cauchy se tiene

S? < <MZ ) Z (Rp \/m—l—n1 \/m+n2)

ni,n2 mx=M

donde |n; — ny| < N'7¢. Por tanto, para un D < N?7¢ adecuado y w € R, se obtiene

S? < M?N + MFR° Z ‘ Ze(wx)e(Rp(\/_— VZ+y)) ’
y=<D axL
Este w se introduce para completar la suma [IK04, §12.1] de modo que el rango de
x no depende de y.

Por un lado, si RD < L*? entonces f(z,y) = /T — /T + y es monbtona en x y
su derivada parcial satisface 0, f < RDL™3/2. Por lo tanto, por el test de la derivada
primera (véase Teorema 2.1 de [GK91|) la suma interna es < R™!D~1L3/2,

Si RD > L3?, usamos el proceso B del método de van der Corput (Lema 3.6 de
[GK91|) para transformar la suma. Esto se hace en el Lema 3.1 de [CI95]. En este
caso, se deduce (véase el Lema 3.3 de [CC12]),

512 < M2N + R_1/2+ED_1/2L5/4M|TDL|,
donde Ty, es la suma trigonométrica

Tpr=Y_ ‘ (9(z,9))|,

y=<D g=<RDL-3/2

con g(z,y) = fla(z,y),y) — za(z,y) donde v = a(x,y) se define implicitamente
como 0 f(a(x,y),y) = x.
Por altimo, la Proposicion 3.6 de [CC12| con p = ¢ =1/2 da
Tpy < RDY3L-Y3 4 RU2+ep3/2[-3/4.

con lo que se consigue el resultado. [

Proposicion 7.4.1. Usando la técnica de completacion de sumas, se tiene

sip S rm)e(R(pVim 0 £ Vi) < RS

%2]\]\/[[ M<m<M+u

N<n<N+wv

El resultado se sigue del Lema 7.4.2 dividiendo en dos casos, N> < M y N* > M,
que dan lugar a L < M y L < N2, respectivamente. O
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7.5. Final de la Prueba

Para demostrar el teorema principal es suficiente combinar los resultados de las
secciones anteriores.

Demostracion del Teorema 7.1.1. Por la Proposiciéon 7.2.3 y el Lema 7.2.2, tomando
§ = R~%/3 el resultado se deduce al probar

R? i i r(m)n(R™*3vVm + n2)U(R*m, Rn) = O(R"*).

n=—oo m=1

La contribucion de n = 0 es absorbida por el término de error, y la simetria en n
permite considerar la primera suma restringida a n > 1. Ahora, la Proposicion 7.3.2
muestra que lo anterior es equivalente a probar

Z h(m,n)r(m)e(R(pvV'm +n? £ v/m)) = O(RY*) (7.4)

m<RA/3
n<R2/3

donde
(Vm +n? i\/m)l/2

m/4(m + n?)

h(m,n) =

Notese que los términos O(E’l) y O(t’5/4) de la proposicién son de nuevo absorbidos
por el término de error.

Consideramos la suma anterior restringida a intervalos diadicos de la forma M <
m < 2M, N <n < 2N. En estos rangos h satisface

him,n) < M~YAL=4 9ih(m,n) < M~>4L=3/4
Ah(m,n) < MTYVANTIL=34 9,0,h(m,n) < MT/ANTIL=3/4

con L = M + N?. Usando sumaciéon por partes (ver Lema a de [Tit34]), la parte
izquierda de (7.4) esta acotada por

REMYAL=3/% sup E r(m)e(R(pVm +n? £ /m))
u<M
v<N M<m<M-+u
N<n<N-+v

y la Proposicion 7.4.1 conduce a (7.4). O
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