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Resumen

La Teoria de Numeros es una disciplina casi inabarcable dentro de las Matematicas y se ocupa de una infinidad
de fendémenos y problemas que surgen al estudiar los diferentes conjuntos numéricos. En este trabajo se presentan
tres contextos particulares (distribuidos en tres Capitulos respectivos) donde esté presente un contacto sutil de esta
disciplina con otras tales como la Variable Compleja, el Andlisis de Fourier, el Andlisis Numérico o la Geometria
Algebraica; muestra de la interaccion entre diferentes ramas que permite obtener resultados como los que se van a
producir.

En el primer Capitulo se analizara el fenémeno de la distribucion del espectro de autovalores del Operador de
Laplace-Beltrami (llamada Ley de Weyl) cuando se define sobre los grupos de Lie clasicos considerados como va-
riedades Riemannianas, a las cuales se les puede aplicar la Teoria de Operadores. Aunque el punto de partida es un
resultado ya existente sobre dicha distribucion, la localizacién de un error en una desigualdad llevara a reformular
la prueba en términos de una herramienta propia de la Teoria de Numeros como son las formas modulares. Gracias
a esta herramienta y a otros resultados auxiliares con toques de Variable Compleja, se podra proveer una prueba
que englobara algin caso méas que el resultado de partida en el caso particular del grupo SO(NN). Asimismo, se
completarén los casos no contemplados por el resultado principal haciendo uso béasico de estimaciones de sumas
exponenciales.

En el segundo Capitulo se rescatara el famoso Teorema de los Nimeros Primos en Progresiones Aritméticas.
Una vez que se constataron pruebas analiticas a través de la Variable Compleja para su anélogo sin progresiones
aritméticas y para él mismo, surgié un interés por buscar alguna prueba elemental, es decir, que solo necesitara el
puro manejo de las sumas involucradas sin recurrir a herramientas mas sofisiticadas. Una vez se consiguieron, la
complejidad y la extension de tales pruebas las hizo caer en desuso, pasando a ser el objetivo encontrar un equilibrio
entre la extension y el uso de técnicas complejas. En este sentido, Iwaniec dio una prueba relativamente breve y
muy simple para el caso sin progresiones aritméticas. Puesto que buscando en la literatura no se ha encontrado
ninguna aplicacion del método de Iwaniec a las progresiones aritméticas, este Capitulo se ocupara de ello. El punto
clave sera la busqueda de cotas adecuadas para las funciones involucradas que conduzcan a un desarrollo asintético
satisfactorio.

En el tercer Capitulo se realizard un homenaje al recientemente fallecido profesor Javier Cilleruelo intentando
dar luz a una de las tdltimas conjeturas que propuso acerca de los conjuntos de sumas de divisores simétricos de
un namero natural. En un intento por esclarecer la estructura de tales conjuntos y las ecuaciones diofédnticas que
los rigen, se apelara a objetos tan diversos como ecuaciones de Pell, curvas elipticas o superficies algebraicas, que
aunque no cerraran por completo el problema, ofreceran una vision muy clara de como un simple juego de ntimeros
puede convertirse en un problema conjetural fuerte, hecho muy frecuente en Teoria de Nimeros, donde los enun-
ciados méas cortos, entendibles y bellos dan lugar a pruebas de extraordinaria dificultad y que apelan a técnicas
insospechadas que aparentemente no tendrian por que ver nada con los mismos.

Los tres Capitulos mencionados conformaran un compendio de resultados auxiliares que sustentaran las pruebas
de los resultados principales y otorgaran a este trabajo de un caracter lo mas autocontenido posible, dejando los
aspectos que se desvian de cada uno de los objetivos, bien por su dificultad o grado de tecnicismo, para el lector
que desee profundizar en su lectura.






Abstract

Number Theory is an almost unattainable discipline within Mathematics and deals with an infinity of phenome-
na and problems that arise when studying the different numerical sets. This thesis presents three particular contexts
(distributed in three respective Chapters) where a subtle contact of this discipline with others such as Complex
Analysis, Fourier Analysis, Numerical Analysis or Algebraic Geometry is present; sample of the interaction between
different techniques that allow obtaining results like those that will occur.

In the first Chapter, we will analyze the phenomenon of the distribution of the spectrum of the Laplace-Beltrami
Operator (Weyl’s Law) when defined over the classical Lie groups considered as Riemannian varieties. In such a
context, Spectral Theory can be applied. Although the starting point is an existing result concerning that distri-
bution, the location of a gap in certain inequality will lead to reformulate the proof in terms of a tool coming from
Number Theory: modular forms. Thanks to this tool and other auxiliary results with a bit of Complex Analysis, it
will be possible to prove some more cases than the starting result does in the particular case of the group SO(N).
Besides, cases not covered by the main result will be completed using basic estimates of exponential sums.

In the second Chapter, we will rescue the famous Theorem of the Prime Numbers in Arithmetic Progressions.
Once analytical proofs were found by using Complex Analysis for its analogue without arithmetic progressions
and for itself, an increasing interest in looking for some elementary proof, that is, pure handling of the involved
sums with no other more sophisticated tools, appeared. Once those proofs were obtained, their complexity and
extension made them fall into disuse, the next goal being to find a balance between the extension and the use of
complex techniques. In this direction, Iwaniec gave a relatively short and very simple proof for the case without
arithmetic progressions. Since no reference to any application of the Iwaniec method for arithmetic progressions has
been found, this Chapter will deal with the matter. The key point will be to find suitable bounds for the involved
functions that will lead to satisfactory description of the asymptotic behaviour.

In the third Chapter, we will pay a tribute to the recently deceased Professor Javier Cilleruelo and try to clarify
one of the last conjectures that he stated about the sets of sums of symmetrical divisors of a natural number. In an
attempt to figure out their structure and the diophantine equations associated, we appeal to objects as diverse as
Pell’s equations, elliptic curves or algebraic surfaces, which do not completely close the problem but offer a very clear
vision of how a simple game of numbers can become a strong conjectural problem. This kind of facts is very frequent
in Number Theory, where the shortest, understandable and beautiful statements give rise to extraordinary difficult
proofs by referring to unsuspected techniques that apparently would not have to do anything with them in principle.

The three aforementioned Chapters will conform a compendium of auxiliary results that will support the proofs
of the main ones and give this thesis a character as self-contained as possible, leaving those aspects far from each
of the objectives, either because of their difficulty or degree of technicality, to the reader who wants to deepen into
the reading.






Agradecimientos

Durante los cinco anos que he podido desarrollar mi formacién e investigacion en esta fase de Doctorado han
sido muchos los acontecimientos que han marcado el rumbo de los mismos. Enumerarlos todos llenarian las mismas
péginas de esta tesis. Pero aiin mas importante que los hechos han sido las personas con la que me he cruzado en
este camino las que han posibilitado escribir estas lineas que marcan el final de una de las etapas mas emocionantes
de mi carrera académica. Es por ello que me gustaria dedicar estas palabras a todas esas personas que de forma
directa o indirecta han participado e influido en esta tesis.

En primer lugar, me gustaria agradecer al profesor Javier Cilleruelo la oportunidad y la puerta de entrada
que me ofrecié al Doctorado y sin cuyo apoyo y formacion inicial no habria vivido esta etapa. Espero haber co-
rrespondido y hecho honor de alguna forma a su memoria a través del tercer Capitulo de este trabajo. Tras su
desafortunado fallecimiento, me gustaria agradecer al profesor Fernando Chamizo por su incontable paciencia con
todas mis limitaciones y obstéculos que he podido pasar gracias a su magistral tutela, ayuda y consejo. Sin duda
un porcentaje realmente considerable de esta tesis se debe a su esfuerzo por guiarme a través de toda la variedad de
campos en los que nos hemos aventurado, sin contar todos aquellos aspectos que aunque no han quedado recogidos
en este trabajo final, han formado parte de mi formacion y trabajo subyacente.

Aparte de los que han sido mis tutores académicos y por tanto influencia directa en el desarrollo de esta tesis, me
gustaria agradecer de forma particular a todas las personas que forman parte de mi familia, sin cuyo extraordinario
apoyo moral y econémico no habria sido posible continuar en el tiempo todo este proceso. Una mencién especial a
mis padres, que han sido en unas ocasiones complices de los buenos momentos y en otras, victimas de los malos.
De la misma forma me gustaria agradecer a mis hermanas, mis tias y tios, mis abuelas y abuelos (con un recuerdo
especial para los que ya no estan) y a todos los miembros de mi familia que me han brindado su apoyo y con los
que he compartido mis progresos en esta etapa.

No me olvido del inmenso grupo de amigos y personas especiales que ya conocia y he podido conocer a lo largo de
estos cinco anos. Ellos han contribuido en muchas formas a hacer de este camino algo més ameno y divertido. Para
no extenderme demasiado, un recuerdo a mis companeros y amigos de carrera y de mi estancia durante seis anos
en Sevilla. Me llevé en su momento a Madrid muy buenos recuerdos de todos ellos y siempre los tendré presentes.
Una mencion especial a mis amigas Lucia, Rebeca, Ana Mariam, Isabel y Maria, por los grandes momentos que
hemos compartido, asi como a mis companeros de estudios Elena, Javi, Luismi, Manoli, Almudena, Lidia, Carlos,
Marfa Luisa y tantos otros. Ya en mi etapa de Doctorado en Madrid, hago mencién a mis compaineros de residencia
de la UAM Indira, Miguel, Emma, Elisabeth, Maria José, Maria, Roberto, Angel, Dani, Noelia, Diego, Javi, José,
Laura... y a mis companeros académicos del ICMAT y a todos los que he podido conocer en todas las Jornadas,
Congresos y Seminarios en estos cinco anos. He podido conocer a grandes mateméticas y matematicos cuya expe-
riencia me ha encantado conocer y compartir. También quiero agradecer a mi Agrupaciéon Musical por formar parte
de mis momentos de desconexién y que gracias a la musica y a su amistad he podido sobrellevar los momentos de
estrés y seguir evolucionando en esa disciplina que forma parte de mis pasiones. Por ultimo, agradecer por el mismo
motivo a mi entrenador en la UAM Diego por todo su grandisimo apoyo y su dedicacion, asi como a todos mis
amigos y profesores de la Escuela de Chino Bunkyo, una gran familia con la que he disfrutado del aprendizaje de
un nuevo idioma totalmente desconocido para mi como es el chino mandarin. Un recuerdo especial para su director
Kwang Fu, mis profesores Tania, Shu Fen y Cristina, asi como para Rita y Jacky, dos amigas especialmente queridas.

Sé que me dejo por el camino a muchas personas més que me han acompanado y aprovecho para hacer constar
mi agradecimiento a todos ellos. Como tltima mencién, a Rafa, mi mejor amigo desde hace quince anos y con el
que he tenido vivencias de todas las formas, tamanos y colores, y a Flavio, una persona muy especial que en estos
altimos meses, cuando la presion y el estrés han sido mayores, me ha apoyado y ayudado desde el minuto cero cada



vez que lo he necesitado.
Un saludo para todos vosotros y todo mi carino, admiracién y respeto.

José

10



Capitulo 0

Rudimentos de Teoria de Ntimeros

En el campo de la Teoria de Numeros, y especialmente en su vertiente analitica, existen unos aspectos basicos
que suponen la base y el punto de partida para el estudio de todos los fendmenos de los que se ocupa, y constituyen
un conjunto de herramientas que deben asimilarse correctamente antes de entrar en cuestiones més avanzadas y
especificas (en particular, las de este documento). En este Capitulo introductorio se presentaran todos aquellos
resultados que seran dados por conocidos y serédn empleados en los argumentos de las pruebas del resto de Capi-
tulos. Como notaciones bésicas previas que se tomaran se dird que n | m si n divide a m, n 1 m si n no divide
a m, med(n,m) sera el mdzimo comin divisor de n'y m, y n = r (modm) si n es congruente con r mddulo m.
Asimismo, se denotaré por |z] y {«} a las partes entera y fraccionaria de x, respectivamente. Las pruebas de todos
los resultados aqui enunciados pueden ser consultados en referencias como [Apo76|, [GK91] y en muchos textos
elementales de Teoria de Numeros.

A. Funciones aritméticas. Sea n un nimero natural. Las llamadas funciones aritméticas conforman el objeto
inicial de estudio y fundamentacion de la Teoria Analitica de Numeros. Entre otras, seran utilizadas las siguientes:

1 sin=1,
Funcion de Mdbius : p(n) =< (=1)" sin=pi---pr, pi #Dj,
0 en otro caso.
Funcion indicatriz de Euler : p(n) = Z 1.
m<n

mcd(m,n)=1

Funcion de von Mangoldt :

] sin=p® (a>1
A(n),_{ogp sin=p* (a>1)

0 en otro caso.
Funcion omega : w(n) = Z 1.
pln
. . . . 1 sin=1,
Funciones identidad y constante 1 id(n) := 1(n) := 1 para todo n.
0 en otro caso.

Caracteres de Dirichlet modulo ¢ x(n) (véase el Capitulo 2)

Si f es una funcién aritmética, se dice que f es multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para todo m coprimo con n, y
completamente multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para cualesquiera m y n. De entre las funciones anteriores, p,
¢, id y 1 son multiplicativas por construccion. Notese que si f es una funcion multiplicativa, entonces f(1) =1, ya
que f(n) no es idénticamente nula para todo ny f(n) = f(n-1) = f(n)f(1). Por tanto, si se aplica este criterio,
las funciones A y w no son multiplicativas, ya que A(1) = 0 = w(1). Es posible comprobar que las funciones p, ¢ y
A verifican directamente a partir de su definicion las identidades:

doud) =id(n), Y e(d) =n (1)
d|n

dln
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B. Convolucioén. Las funciones aritméticas no son solo interesantes aisladamente. Las interacciones entre ellas
ofrecen todo un abanico de resultados cuya influencia alcanza a multitud de problemas estudiados en Teoria de
Numeros. La forma méas comun de interaccion es una especie de multiplicacion entre distintas funciones aritméticas.
Si f y g son dos funciones aritméticas, su producto de convolucion es otra funcion denotada por f * g y definida de
la siguiente forma:

(fg)(m) =3 F(@)g (5)-
d|n

La convolucién entre funciones aritméticas es conmutativa y asociativa, aunque lo mas interesante y util en la
practica es el hecho de que:
f, g multiplicativas = f x g multiplicativa. (2)

Como caso particular puede tomarse ademés g = 1, obteniendo que:

f multiplicativa = Z f(d) multiplicativa. (3)
dln

Esto posibilita, una vez establecida una funcion f definida a través de una convolucién g * 1, recuperar informaciéon
sobre g y viceversa a través de la conocida formula de inversion de Mdbius, que sostiene:

Fm)=3g@ & gm)=> udf(5) = fdu (%) ()
dn dln dn

El producto de convolucion puede generalizarse a funciones reales o con valores complejos y de ahi al producto de
las mismas por funciones aritméticas completamente multiplicativas. La idea general consiste en transformar las
condiciones del tipo d|n en otras del tipo d < n, lo cual es un simple cambio en la forma de contar los divisores d.
Como resultado, se pueden obtener férmulas como:

S Y@ (5) =2 f) X gm). D F@ =Y fw); (5)

n<z dln n<z m< 2 n<z d|n n<x

Si se consideran f y g funciones reales o con valores en C definidas en (0,+00) con f(x) = 0 = g(x) para todo
0 <z <1y a(n) es completamente multiplicativa, entonces a partir de (5) es posible conseguir un anélogo a (4),
es decir, una formula de inversion de Mobius generalizada, la cual se emplea con mayor frecuencia para estudiar
sumas parciales de funciones diversas:

x x
f@) =Y amg(T) & gl@)=Y umamys(%). (6)
n<lz n<z
Otra forma es considerar las parejas de divisores dd’ = n < x como puntos enteros bajo una hipérbola, lo cual da
lugar a otra férmula para las sumas parciales de la convoluciéon de dos funciones aritméticas f * g que puede ser

nombrada como sumacion hiperbdlica:
x T
S (Frg)m) =Y Fm)G (T) + Y gm)F (T) - F@G®), (7)
n<x n<a n<b
donde a y b son dos ntimeros reales positivos tales que ab =z y

Fz)=) f(n), Gz)=Y_g(n).

n<lx n<z

C. Series de Dirichlet. Uno de los objetos mateméaticos mas importantes del cual las funciones aritméticas
forman parte y que esta detras de grandes resultados de la Teoria de Numeros es una cierta serie que se le puede
asociar a una funcion aritmética f dada. Dicha serie se denomina serie de Dirichlet y constituye una funcion de la
variable compleja s = o + it definida como:

o0
Z f(n)
n=1 n’

Las series de Dirichlet estéan bien definidas como funciones de s en sus respectivas regiones de convergencia. Como
norma general, si la serie

f(n

nS

~—

NE

3
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no converge para todo s ni diverge para todo s, entonces puede probarse que existe un nimero real o, (abscisa de
convergencia absoluta) tal que la serie de Dirichlet converge absolutamente si o > 0, y no converge absolutamente
si 0 < 0,. Por otra parte, gracias a la convergencia absoluta es posible multiplicar dos series de Dirichlet:

Z ns , (0> 04); G(s) = Z 97(7:?, (o0 > op);

m=1

y reordenar los términos arbitrariamente sin alterar el valor de la suma, de manera que el producto es la serie de
Dirichlet asociada a la convolucion de las funciones aritméticas implicadas :

9= (f *nz)(n)_ (8)

Esta nueva serie estara bien definida en la regién de convergencia absoluta comun a las dos series de partida.
Por otra parte, un asunto mas delicado que también atafie al hecho de relacionar dos series de Dirichlet F'(s) y
G(s) es ver qué ocurre cuando se tiene la igualdad entre ambas bajo circunstancias particulares. Mas concreta-
mente, se puede establecer que si F(s) y G(s) poseen la misma abscisa de convergencia absoluta y F(s) = G(s)
para todo s en una sucesion {s;} tal que o; — +oo cuando j — oo, entonces las funciones aritméticas involu-
cradas cumplen que f(n) = g(n) para todo n. Esta condicion de unicidad aparenta ser un analogo al Principio
de Identidad que se tenia para las series de potencias , aunque sus pruebas respectivas son diferentes, algo que
no es extrano ya que en esencia, las series de potencias y las series de Dirichlet son objetos completamente distintos.

Como caso particular, tomando las funciones aritméticas f(n) = 1(n) y f(n) = x(n), se obtienen respectiva-
mente la funcion zeta de Riemann y la funcion L de Dirichlet asociada a x (véase el Capitulo 2):

1 x(n)
- L = E .
2 (5,%) 2 s

(s) =

Ambas series tienen abscisa de convergencia o, = 1. Como por (1) se tiene que 1%y = p* 1 = id, aplicando (8) al
caso f(n) =1(n) y g(n) = u(n) el producto de las series de Dirichlet asociadas es:

= n > id(n
DD SR

n=1 n=

=

Esto demuestra en particular que para o > 1:

Ci f_oj (9)

Las series de Dirichlet, al ser funciones de la variable compleja s, pueden admitir una funcién derivada, que
viene dada la serie de Dirichlet:
o0
Z f(n)logn
n=1 n’

Tomando de nuevo f(n) = 1(n) y f(n) = wu(n), las derivadas de las series asociadas a cada una corresponden
respectivamente por definicion y por (8) a:

C’(S)=ilongsn; ( ) Z“ logn (10)

n=1

Precisamente la serie de Dirichlet asociada a (1/((s))’ puede emplearse para establecer una convoluciéon con la
funcién A(n), que no era multiplicativa por lo que a priori no cabia considerar un producto de convoluciéon donde
estuviera involucrada. Sin embargo, se pueden probar las identidades validas para todo n:

(1xA)(n) =log(n),  (uxlog)(n) =A(n),  —p(n)log(n) = (u+ A)(n). (11)

Estos productos de convolucién seran especialmente ttiles en desarrollos posteriores.
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D. Productos de Euler. Si f es una funcién aritmética multiplicativa, entonces la suma de la serie de Dirichlet
asociada a ella puede expresarse como un producto infinito absolutamente convergente definido inicamente sobre
todos los primos de forma que para o > og:

Si ademés f es completamente multiplicativa, el producto se puede escribir en términos de una serie geométrica,
por lo que puede reducirse a la expresion:

= f(n 1
jg; £§) ::II 1__f

:H<1+J;§f)+m+...>.

2s
» p

(p)p—s’

En ambos casos, el producto resultante se denomina producto de Euler asociado a la serie de Dirichlet. Aplicando
esto una vez mas a las funciones 1(n) y x(n), se obtienen los respectivos productos de Euler para ((s) y L(s, x),
validos para o > 1:

o =-Tli==  Hen == (12)

E. Féormulas de sumacién. En la Teoria de Nimeros aparecen de forma constante sumas de la forma:

S a(m)f(n),

n<zx

donde a(n) es una funciéon aritmética. En la mayoria de casos estas sumas no se calculan de forma explicita, sino
que se busca estimarlas de una forma adecuada como una serie de términos principales y un término de error para
estudiar un determinado fenémeno o comportamiento. Para poder hacerlo existen varios métodos que producen
desarrollos més o menos precisos dependiendo de las funciones involucradas. Como primer método, si A(x) es la
suma parcial de a(n) dada por:

Az) = Z a(n),

n<x

donde A(x) = 0 si # < 1, agrupando de cierta forma los términos de la serie se verifica la formula de sumacion
parcial:

Y alm)f(n) = A@@)f(lz] + 1)+ Y A)(f(n) = f(n+1)). (13)

n<zx n<z

Si ademas f es una funcién con derivada continua en el intervalo [y,z] para 0 < y < x, entonces es posible
aprovechar la relacion entre sumas e integrales para obtener la formula de sumacion de Abel:

S alw)fn) = AW ) - AW - [ AGF @) dr (14)

y<n<z

Por otra parte, tomando a(n) = 1 en (13) y haciendo uso de la formula de integracion por partes, se deduce la
formula de sumacion de Euler:

> f(n):/ f(t)dt+/w(t* NS () dt + f@) (=) —2) = fu)(lv] —y)- (15)

x
y<n<z Y
Introduciendo la funcion ¢(x) := z— 2| —1/2 y aplicando (15), de nuevo para f una funciéon con derivada continua
en el intervalo [y, ] se obtiene la formula de sumacidn de Euler-McLaurin:

x

Y. f) =) f(y) - d(x)f(2) +/ (f(t) + o) f'(2) dt. (16)

y<n<z Yy

Por tultimo, dada una funcion f real es posible establecer cierta relacion entre los valores en los enteros de f y de
su transformada de Fourier:

FIE) = f€) = /  f@)e?mE gy,
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Dicha relacién corresponde a la formula de sumacion de Poisson:
S i =Y fom). (1)
nez mEZ

Si f es una funcién vectorial, esta relaciéon puede extenderse a tuplas de enteros.

F. Notaciones O y o de Landau. Al aplicar los métodos de sumacion anteriores a sumas particulares se
obtienen términos principales explicitos, que rigen el comportamiento esencial de la suma, y términos de error
propios de todo método aproximado. La forma de expresar estos términos de error de una manera céomoda y
manejable es a través de una notacién introducida por Landau. Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto
A. Las relaciones asintoticas entre f y g pueden plasmarse de diferentes formas:

f=0(g) o f < g siexiste una constante C tal que |f(z)| < C|g(z)| para todo = € A,

oo fl@)
f = 0(9) S1 wligvlo @ = 07 (18)
f~g si lim @ =1
e=z0 g(x)

Al trabajar con términos de error expresados a través de la notacion O y o, se pueden realizar las siguientes
operaciones:

(Simplificacion de constantes) O(Cg) =0(g) y o(Cg) = o(g) si C > 0.

(Transitividad) f=0(g), g=0O(h) = f=0(h), f=o0(g),g9=o0(h) = f=o(h);

(Multiplicacion) fi =0(gj), o(hj), 1 =1,2 = f1fa = O(g192), o(h1hs);
(Extraccion de factores) f=0(gh) = f=g0O(h), f=o0(gh) = f=go(h);
(Sumacion de términos O) fi =0(g;), 1 <j <ny las constantes no dependen de j 1
:meﬂ>2mm|
(Integracion de términos O) ) para x > xg y f, g son integrables

ﬁ/fdr ([ 1owias).

Notese que el empleo de los términos O debe hacerse con cuidado. Dado un término de error O(f), es posible escri-
bir O(f) = O(g) si para = > xg se tiene |f(x)| < C|g(z)| para cierta constante positiva. Sin embargo esta relacion
no es simétrica, es decir, O(g) # O(f). Por otra parte, para toda funcion ¢, se tiene que o(¢) = O(¢), ya que si
f/® — 0, entonces en particular f/¢ esta acotada a partir de cierto valor en adelante. Pero de nuevo no ocurre lo
contrario, es decir, O(¢) # o(¢), ya que el hecho de que f/¢ esté acotada no significa necesariamente que f/¢ — 0.

G. Aplicacion de las férmulas de sumacién. Gracias a los métodos de sumacion descritos en el apartado
E y al uso de la notacion O y sus propiedades en (19) es posible deducir los siguientes desarrollos asintdticos para
x > 1, que seran utilizados en los deméas Capitulos:

;lognzlog[le:xlogz—x+(’)(logm), (20)
;i:logx—i—'y—&—(’)(i), (21)
905 o )

> h—ro(t)-2 o (L) -
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Z\/lﬁ2\/5+A+O<\}E>. (24)

n<z

En la identidad (21), la constante + es la llamada constante de Euler, que verifica:

1
i —_ = —e 7
nlgrolologn | I (1 ) e 7. (25)

p<n p

H. Método de pares de exponentes para sumas exponenciales. Sea f una funcion real. El objetivo es
estimar sumas del tipo:
S= Y s,

n€(a,b)

Como |e2™f (”)| = 1 para todo n, la desigualdad triangular permite estimar el valor de S obteniendo la estimacion

trivial |S| < b — a. Para obtener cotas que sean mejores que la trivial hay que considerar un balance entre la
contribuciéon del numero de términos involucrados en S, es decir, del tamano de b — a, y la contribucion de la
oscilacion que pudiera tener f, lo cual puede analizarse a través de sus derivadas. De esta forma surge el llamado
Método de pares de exponentes, que prueba estimaciones del tipo:

S < M*(b—a), (26)

con f' < M en (a,b]. Se dice que si la estimacion es cierta, entonces el par (k,¢) es un par de exponentes. Lo mas
interesante es que dado un par de exponentes conocido es posible obtener nuevos pares utilizando los procesos A
y B, basados en la desigualdad de Weyl-van der Corput y en la férmula de sumacion de Poisson, respectivamente:

k k+0+1 1 1
A = B = - = — . 2
0= (g o). Bl = (0= 30 5) (27)

Puesto que la estimacion trivial de S corresponderia al par (0, 1), puede tomarse como punto de partida de aplicacion
de los procesos A y B.
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Capitulo 1

La Ley de Weyl sobre el grupo especial
ortogonal SO(N)

§1. La Ley de Weyl y el origen del problema

A. Ley de Weyl sobre variedades Riemannianas compactas - Grupos de Lie clasicos. Uno de
las muchos aspectos que pueden estudiarse en Teoria de Operadores es la distribucion del espectro (es decir, los
autovalores) de un operador determinado aplicado sobre una variedad compacta o con frontera determinada. Dada
la enorme casuistica de tipos de operadores y variedades a las que se pueden aplicar, el espectro en general puede
adquirir comportamientos muy diferentes. Para especificar el contexto en el que se va a trabajar en este Capitulo,
se considerara M una variedad Riemanniana compacta de dimension d, g una métrica Riemanniana definida sobre
M vy se buscara estudiar que ocurre con el espectro del operador de Laplace-Beltrami aplicado sobre M: [1

1 &9 0
B9 = Fetl) Zl 0z, <V det(9)g azj) '
Notese que este operador es una generalizacién del concepto de laplaciano, ya que en particular si la métrica Rie-
manniana ¢ que se escoge es la euclidea, el operador se reduce al laplaciano del calculo diferencial en R%. En este
contexto particular, las caracteristicas de —A, hacen que su espectro posea buenas propiedades. Mas concretamen-
te, para cada A € C se considera la ecuacion —Agju = Au. Al ser —A, un operador autoadjunto,? entonces A € R y
multiplicando la ecuacién por u e integrando sobre M puede verse que A > 0. Para finalizar, como M es compacta,
el espectro es un conjunto discreto y ello implica que los autovalores pueden ser enumerados de forma que A = A,
repitiendo A tantas veces como indique su multiplicidad.

1,j=

El hecho de que los autovalores sean reales, no negativos y puedan ser enumerados da lugar a que pueda
describirse un comportamiento asintotico para ellos. En 1949 [MP49] se consigui6é dar una prueba con este grado
de generalidad de un resultado enunciado por Weyl en 1911 sobre dicho comportamiento:

Teorema 1.1 (Ley de Weyl) Sea M una variedad Riemanniana compacta. Dado X € R, sea la funcion contadora
de los autovalores del operador —A, definido sobre M :

N = > 1L

An <A

Entonces N'(\) cumple:
Ly —d _ Vol (M)wqa(1)
AN =

[*] Dada una variedad M de dimensién d, una métrica Riemanniana sobre M constituye basicamente una forma de medir sobre M.
Toda métrica Riemanniana g puede expresarse como:
d
9= gijdw; ®dxj,
i,j=1
donde g;; son los coeficientes de la métrica. Esta expresion puede verse en forma matricial como g = (gi;)axd, por lo que en la definiciéon
de —Ay se denota g™ a las entradas de la matriz g~ 1.

Pl (—Agu,v) = (u, —Agv) para cualesquiera vectores u, v en M y siendo (-,-) el producto interno definido sobre M como (f,g) =

Jar fo.
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donde Voly (M) es el volumen de M con respecto a la métrica Riemanniana g definida sobre M :

Vol, (M) = / J/det(g) day A--- A dag,
M

y wa(1) = [BY| es el volumen de la bola de dimension d y radio 1 en el espacio euclideo RY.

Una prueba sucinta de este resultado, que utiliza la formulacién variacional del problema —Agju = Au, puede
consultarse en [Ste|. En el comportamiento asint6tico que se describe para A/(\) aparecera como es obvio un término
de error. El estudio de dicho término de error ha revelado una relacién bastante fuerte entre el analisis subyacen-
te tras las ecuaciones de los autovalores, la geometria de la variedad M y la fisica matematica, tal y como puede
verse en [Ivrl6], y en estas interacciones la aritmética realiza un papel significativo, tal y como se muestra en [Hej76].

Como pequeno paso inicial, puede precisarse un poco mas la formulaciéon del comportamiento asintotico que se
enuncia en el Teorema 1.1:

Lema 1.2 Se verifica:
275 R4
R) = |B%| = —i.

Demostracion. Sea S~1 la frontera de la bola B, es decir, la esfera de dimensiéon d — 1 y radio 7. Teniendo en

cuenta que en general su area, denotada por |S~1|, es proporcional a r?~!, se verifica:
R R a1\ pd
wq(R) =/ 1S3~ dr = |Sf71\/ rd=tdr = IS 1R d| .
0 0

Por tanto, aplicando la definiciéon de la funcién gamma de Euler T'(s) y lo anterior se obtiene realizando el cambio

&) =r = VE

d (o]
nf = (/ e d:v> :/ e~ l71? da‘:’:/ e |S3 Y dr
R Rd

0
o0 o0
_ |qd—1 —r? d—1 _dwd(R) | _dwd(R) d
= |97 ‘/0 e " rfdr = oRT ), etz dt = 5Rd r 5 )

de donde se concluye el enunciado. O

El objetivo de este Capitulo es estudiar la Ley de Weyl, y en particular el término de error en el desarrollo
asintotico, cuando se aplica a los llamados grupos de Lie cldsicos, de entre los cuales se pueden citar, para N > 2:

U(N) = {A € Myxn(C)|AA" = Iy}, (Grupo Unitario)

SU(N) ={A e Myxn(C) |Azt =In, |A| =1}, (Grupo Especial Unitario)
SO(N) ={A € Mnxn(R)| AA" = I, |A] =1}, (Grupo Especial Ortogonal)
Spin(N) = recubrimiento universal de SO(N), (Grupo Espinorial)

Esencialmente, un grupo de Lie es una variedad diferenciable real o compleja que tiene estructura de grupo y
respecto de la que las operaciones de grupo (multiplicacion e inversion) son funciones diferenciables o analiticas,
segin corresponda. De los grupos que se han citado anteriormente, puede verse que U(N), SU(N) y SO(N) son
grupos de matrices, mientras que Spin(N) es el recubridor universal de SO(N), ya que su grupo fundamental es
m1(SO(N)) = Zs, pero esto solo se cumple para N > 2. En el caso N = 2 se tiene SO(2) = S = {|z| = 1} (el

~

angulo de rotacion) y Spin(2) = R.

El hecho de que se satisfaga la Ley de Weyl en los cuatro grupos anteriores se debe a que como variedades son
compactas para todo N > 2. Como variedades Riemannianas, al aplicar el operador —Ag, en todas ellas aparece
un espectro dotado de formulas explicitas (nada triviales de obtener) para cada uno de los autovalores que lo
conforman. En este documento, la atencion se centrara en el grupo SO(N), ya que si se comparan sus féormulas pa-
ra los autovalores con las del resto de grupos, representa un caso mas complejo por la heterogeneidad de las mismas.

B. Formas modulares. A continuacién se presenta uno de los objetos clasicos en Teoria de Nimeros cuyas
propiedades han suscitado problemas y aplicaciones muy diversas:
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Definicion 1.3 Sea el grupo:

SLz(Z){<‘; §>€M2X2(Z)|a6571},

y sea para cada N natural el subgrupo To(N) = {7 € SL2(Z) |y = 0(mod N)}. Una forma modular de peso w € Q
para To(N) es una funcion f : H — C, donde H = {z € C|Im(z) > 0} es el semiplano superior del plano complejo,
tal que:

(A) f es holomorfa en H.

yz+9
mddulo 1 llamado multiplicador y j.(z) = vz + 0.

(B) Para toda T € To(N) se tiene: f(7(z)) = f (O‘”B) =&, (J-(2))"f(2), donde e, es un nimero complejo de

(C) f es holomorfa en sus cispides.

En general, las cispides de una forma modular para SLo(Z) o de sus subgrupos de indice finito son QU{ico}. Sin
embargo, varias de ellas son equivalentes entre si bajo la accion del grupo. Para el grupo SLy(Z) todas las ctspides
son equivalentes a i0o mientras que en I'g(IV) las caspides no equivalentes son [Iwa97] aquellos racionales a/b tales
que b|N y med(a,b) = 1,a (mod med(b, N/b)). Que f sea holomorfa en las ctspides se refiere a que el desarrollo
en serie de f en un entorno de cada una de las cuspides no equivalentes (y por tanto en todas) corresponda a una
funcion holomorfa. Dicho desarrollo [Iwa97], [Cha04] es de la forma:

floa(2)) = e’ (Jou (z>)w Z afle%mz7
n=0

donde 0 < k4 < 1, los coeficientes a® dependen de la clase de equivalencia de la ctspide a bajo la accion de T'o(N)
y la matriz o, (llamada matriz de escala) es una matriz tal que o4(ico) = a:

ay/mqs —2
”“(Z):< by/Ma jﬂ; >

donde azg — byy = 1 (lo cual es posible dados a y b gracias a la identidad de Bézout) y mq = N/med(b?, N).

El estudio de las formas modulares es muy extenso, asi como las propiedades que verifican. Para comenzar, se
pueden comprobar los siguientes aspectos:

Lema 1.4 Sea f una forma modular definida sobre To(N). Se cumple:

(A) f admite una serie de Fourier:

oo
f(Z) — ZakeQﬂ-zkz.
k=0

(B) La funcion g(z) = [Im(2)|2|f(2)| es invariante bajo la accion de T'o(N) y si f es cuspidal, es decir, f tiende
a cero en las cuspides, entonces g estd acotada.

(C) Si f es cuspidal, los coeficientes de Fourier verifican a, = O(k?).
Demostracion.

(A) La matriz asociada a la transformacion traslacion z — z+1 es un elemento de I'g(N) y al aplicarla se obtiene
f(z+1) = f(2). Esto quiere decir que f es una funcion periddica de periodo 1, por lo que puede asociarsele
directamente una serie de Fourier convergente en H.

(B) Sea 7 € T'g(NV). Se verifica directamente que Im(7(2)) = Im(z)/|yz + 8|2, por lo que se deduce:

Im(z)

PrigE| 11+ O = I 1) = 0(o)

9(7(2)) = |Im(7(2))|* |f(7(2))] =

Por otra parte, si f es cuspidal, para ico y el resto de ctispides no equivalentes a/b, cuando h — 0T se tiene
respectivamente |f(a/q + th)| — 0y |f(i/h)] — 0 exponencialmente. Por otra parte, todo punto de H se
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corresponde mediante los elementos de T'g(NN) con un punto de una cierta region cerrada y conexa llamada
dominio fundamental. De esta forma, eliminando los entornos abiertos de las cuspides, donde ya se sabe que
f tiende a cero, se obtiene una regiéon compacta, donde directamente f es acotada. Por tanto, dado que g¢
es una funciéon continua por definiciéon, esto implica que g(z) — 0 en las cuspides de f y g esta acotada al
eliminar los entornos de las mismas. Asi, g es acotada en todo H.

(C) Si f es cuspidal, g es acotada por (B), luego existe una constante C tal que para todo z € H se tiene
|f(2)] < CIm(2)~%. Si se toma ahora z = z + 4y con y fijo y 0 < ¥ < 1, entonces por la periodicidad de la
serie de Fourier, se tiene:

I ) C _w
< — 1 71']V’é/d < -5 27rky'
lax| < 27T/0 |f(z +iy)le TS ooy e
Esta desigualdad es valida para todo y > 0, y en particular para y = k~! se concluye a = O(k?%). d

A partir de este resultado es posible obtener cotas adecuadas para las sumas parciales de los coeficientes de
Fourier de una forma cuspidal [Cha04]:

Proposicion 1.5 Si f es una forma cuspidal, se verifica:

Zak:O(K%logK).

k<K
Demostracion. Se considera el llamado nicleo de Dirichlet:

Dk (z) == Z e2mikz _ Sen((?K+ ].)7'(2).
|k|<K sen(mz)

Sea z = u + i/ K. Entonces:

1 [ oo .
/ Za 2mij(uti/K) | g—2mik(uti/K) g, — ) @k St k€N,
0 ’ 0 siké¢N.

Jj=1

Para z = u + i/K se tiene g(u + i/K) = [Im(u + i/K)[“/?|f(u 4+ i/K)| = K~"/?|f(u + i/K)|. Utilizando esta
funcioén, aplicando la identidad anterior con Dk (z) y tomando médulo:

Zak _ /1 iaj627rij(u+i/l{) Z o 2mik(uti/K) g,

k<K 0 =1 |k| <K

1 . . 1 . .
L [ Iy R A

La funcion g esta acotada por el Lema 1.4.(B) al ser f una forma cuspidal. Por tanto, para probar el enunciado
basta ver que
1
/

Puesto que Dk es por definiciéon una funcién par y periédica de periodo 1, se tienen las siguientes identidades:

1 i B i 2 i
/0 DK<—u—K>‘du=/_% DK(—u—K)‘du:/_% DK(u—i—K)‘du
/|u<;<

) 7
DK(’LL+)‘CZU+/ DK(U+>
K 3>lul>% K

Se procede a estimar cada una de las integrales separadamente. Para la primera de ellas se utiliza la propia definicion

de Dk (2):
/Iusé

du.

7
Dk <—u— K)‘ du < log K.

du.

i ok 1
DK<u+K>‘du</ . > e? Ik<du<<1+?.
<% k<K

20



Por otra parte, para la segunda integral se recurre a la expresion trigonométrica de Dk (2) v a la identidad:

|sen z| = |sen(Re(z)) cosh(Im(z)) + i cos(Re(z)) senh(Im(z))| = \/SGHZ(RG(Z)) + senh?(Im(z))

para acotar el numerador y el denominador, obteniendo para z = u +i/K y K~ < |u| < 1/2:

1 9 m B}
“))l< ‘ = — )| > s .
sen <(2K+1)7T (u-l— K))‘ < \/1+senh (27r+ K) <1, sen <7r <u+ K))‘ > | sen(mu)| > |u

Al sustituir estas estimaciones en la segunda integral, se puede deducir:

/

v de ahi se concluye el enunciado. O

DK< u—K)‘du<<1++/ —du<<logK

1>lul>4 |u

Para finalizar, se establece una cota superior y una inferior para el cuadrado de los coeficientes de Fourier
[Cha04]:

Proposicion 1.6 Si f es una forma cuspidal definida sobre T'o(N), existe una constante C' > 0 dependiente de f
tal que para K suficientemente grande:

CH< K™ > <C.
k<K

Demostracion. Dado a/b € QN [0,1] B3I un racional irreducible se consideran los intervalos:

Ia/b{z:' b’_ f01f<b<02\r}

Los intervalos I, son disjuntos entre si cuando Cy es suficientemente pequetio, ya que si I/, N Iy # 0, se

tendria: /

o df_ 1 1
b V|7 WK WVK'
lo que supondria que 1 < (b+ ¥')/VK < 20y, es decir, Cy > 1/2. Esto llevarfa a contradiccion si se tomara Cy

suficientemente pequefio. Tomando dicho Cs, se puede deducir empleando (22) que existe una constante positiva
C’ tal que:

1
b~

‘Ula/b‘: clf<LbJ<c2 [ b\lﬁ b\lﬁ} clﬁicgﬁ'{_b\}ﬁ,b\}f” ‘Fclf;b;@f@éb)

a/beQnl[o,1] 1rred a/beQn[0,1] irred

2 6 12(Cy - C
Z\/[»((ﬂ'(cb—cl)\/g—l-(?(log[()) >%+C’::u>0.

Con esto se ha concluido que la medida ||J /.| esta acotada por una constante > 0 que no depende de K. A
continuacion se procede a demostrar que existe una constante Cy > 0 tal que:

Lo = HIEUI@/’? : (:E+ > >C0H >0

con g(z) = Im(2)[*/2|f(z)|. Tomando z = u+i/K conu € |JI,, y usando el desarrollo de f en la ctispide a = a/b,
la funcién g verifica:
1 1 _ 1
(i) = (i )| (o (ot ()
A
= a K — e
[m ( (bu — a)* + K)]

3] Puesto que f es periddica de periodo 1, basta estudiar qué ocurre en el intervalo [0, 1].

w
2

w
2

§ a}a 277177,0"1(74—0—1/]()
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Con estos dos factores obtenidos en g(u + i/K) y con el fin de poder acotar inferiormente la medida pg, se
procede a dar una cota inferior separadamente para cada uno de dichos factores. Para ello se toman Cy = ¢/,/mq y
Co = 5¢/(4y/mq) con € > 0 suficientemente pequeno y los intervalos I, ;,-€/(2,/mq). Gracias a estas modificaciones
se tiene:

2
(es decir, 0 < Kmg(bu — a)* < 2) ,

. o mgb® 25,
VK ( ’ K 16 )

‘u_i

’*WT b\F

F F

Utilizando esto es posible acotar el primero de los factores de g(u + i/K) obteniendo:

o 2] (32)

Para hacer algo similar con el segundo factor, se emplea la desigualdad valida para todo I:

l 00
> E cpx’t| — E cpx”
n=1

n=I[l+1
Tomando ! :=ng = min{n : a% # 0}, gracias a la acotacion del primer factor se puede deducir:

oo

§ a262win0;1(u+i/K) |aa ‘ 27mnoan (uti/K) + § : n-cll-no 2mino; t (uti/K)
n=0 n=1 n
e a
2,32 -1 a 2,32 -1
> |aa | e—27rno[mn(K(bu—a) +b°/K)]7 _ n+mno e—2ﬂ'n[mq(K(bu—a) +b%/K)]
el [0V E o
n=1 0

n+n0

oo
> ‘ag | —2mnge 2 —27méga’2 )
0 2 :

Esta cota es positiva, ya que basta tener en cuenta que para € > 0 suficientemente pequeno, la suma que queda
sera en modulo menor que 1/2 por ejemplo. En este sentido, si no se hubiera ajustado la longitud de los intervalos
I, b, la cota del primer factor no habria sido suficiente para ver que la cota del segundo factor fuese positiva. Con
ambos factores estudiados se concluye que para todo u € J(Zas - €/(2y/Ma)):

; 29 ,\ " * - > -
! (“*[2) g (16 > ('ame_%"“e o X laplete ) 7
n=no+1

Llamando Cj a esta constante obtenida, se verifica:

6
‘> > 0.

2/

Una vez que se ha probado que up > 0, puede aprovecharse de la siguiente forma: puesto que g esté acotada (Lema
1.4.(B)), g es de cuadrado integrable y por la teoria de Andlisis de Fourier puede aplicarse la llamada Identidad
de Parseval, que sostiene que si f es de cuadrado integrable entonces:

1 oo
/ FORdE =3 Jaxl.
0 k=1

w 1 i 2 1 i 2

Gracias a que g es acotada y a que g > 0, existe una constante C’ tal que g > C’ y:

! i i
(C’)2>/ g<u+> duz/ g<u+>
0 K Ulas K

to = ‘UI“”’ 2F‘ s U

Asi se llega a:

du = Z |ag|2e 4R/ K
k=1

2 2

du > Cg g > 0.
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Denotando por K7 y K> a las constantes de los extremos, se obtiene:
o0
K1 K" <> Jag[Pe ™5 < KoK,
k=1
Utilizando la cota superior con Ko:
o0
K2Kw > Z |ak|2€747rk/K > 6747{' Z |ak‘2«
k=1 k<K

Gracias a esta acotacion y tomando C} := e*" Ky, para M > 0:

00 00
Z |ak|2€—4ﬂ-k/K < Z Z |ak|2 e—4dmnM < C/ KM w Z ’I’L-|- 1 w —dmnM
n=1

k>KM n=1 \nKM<k<(n+1)KM
= Ch(KM)ve 4™ Z(n + 1)“’674“("71)1\4 < CHS(KM)we 4™
n=1
Asi, utilizando la cota inferior con Ky y M > 0:

CIK" := K1 K¥ — C4SMYe ™K"Y < KiK" — Y Jag[?e 4™/ K
k>KM

oo
<Z|ak|2e—4ﬂ'k/K_ Z |ak|2€47rk/K: Z |ak|2€—47rk/K§ Z |ak|2'
k=1

k>KM k<KM k<KM

Asi, si M es suficientemente grande, SMYe=*™™ gera suficientemente pequeiio para que C} sea una constante
positiva. De esta forma, observando los extremos de la cadena de desigualdades y renombrando KM por K y
C{/M™ por C}, se concluye que para C] y C} constantes positivas y dependientes de f se tiene:

ClL<K™™ > |al* < C.
k<K

Tomando C' > C} suficientemente grande tal que C~1 < C} se tiene el enunciado. O

C. Conexion entre N()\) y las formas modulares. La relacion entre las formas modulares y la funcion
N (X) puede ser establecida a través de la siguiente funcion:

Definicion 1.7 Sea A una matriz n X n de entradas enteras y definida positiva actuando sobre un vector m como
A[m) = mtAm. Si P es un polinomio en n variables, se define la funcion theta asociada a P como:

ZP 271'2 s A[m ]27
meZ

donde A es una matriz respecto de la cual P es esférico, es decir:

o t
AiP:O, E—»: ﬂf"ai .
or or ory o,
La funcién theta asociada a P, bajo ciertas condiciones, retne los requisitos adecuados para ser una forma
modular [Twa97|:

Teorema 1.8 Sea A una matriz n x n de entradas enteras y definida positiva. Sea Ny un entero positivo tal que
NoA™! es también una matriz entera. Si tanto A como NgA~™' poseen entradas diagonales pares y P es esférico
respecto de A de grado par v, entonces la funcion theta ©p(z) asociada es una forma modular para T'g(2Ng) de
peso v+ n/2, cuspidal si v > 0.

La idea de la prueba de este resultado es una aplicacion de (17), pudiendo demostrar esencialmente que
Op(1(2)) = 0(1)(yz + 8)*1"/20p(z) para toda 7 € To(2Np), siendo () un multiplicador que no afecta a las
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acotaciones de la Proposicion 1.5 y la Proposiciéon 1.6.

Realizando el cambio de variable Q (1) = 1 A[17i] = k se obtiene:

_ Z Z P(m)e%rikz.

k=1 Qi) =k

La idea que se sigue es tomar como P un polinomio en n variables de grado v > 0 homogéneo (es decir, tal que
todos sus monomios son de grado v), que sera esférico con respecto a cierta matriz A. En tal caso, su funcion theta
asociada verificara:

—

= i k% Z (\Z%) e27rikz _ ik%Tg(k,P)QZWikz,

=1 Q(m)=k k=1

- ()

Q(m)=k

donde:

Bajo las condiciones del Teorema 1.8, ©p serda una forma cuspidal y asi podra evaluarse el término de error de
N(N), ya que los coeficientes 7% (k, P) estardn de alguna forma involucrados en los calculos.

Al estudiar la Ley de Weyl sobre el grupo SO(N), los polinomios homogéneos que se manipularan podran
descomponerse en otros con una propiedad adicional que sera de utilidad [DX13]:

Proposicion 1.9 Para & € R™, sea la norma de T definida por ||| := /2?2 4+ ... + 2. Todo polinomio homogéneo
P de grado g puede escribirse de forma dnica como:

lg/2]
E) = Y @7 Pya(2),
=1

donde cada P; es un polinomio homogéneo y armdnico (AP; =0) de grado j.

Demostracion. Sea Pg el espacio de polinomios en n variables reales homogéneos de grado g > 0y HY el
subespacio de polinomios en n variables reales homogéneos y armoénicos de grado g:

HI :={PePJ: AP =0}

Si H € HY, entonces H(Z) = ||Z||9H (&), donde & = ||Z||Z' y & € S"~!. Por tanto, se consideraré a partir de ahora
sin pérdida de generalidad que HY := HY|gn-1. Tomando el producto:

1
(f1, fo)gn-1 1= — fif2dS,
Wn Jgn—1

donde w, := |S"~!| = 27"/2/T'(n/2), es posible comprobar que si H; € HI' y Hy € HI? con g, # ga, se cumple
que (Hy, Hy)gn—1 = 0. La Identidad de Green sostiene que si fi y fo son funciones C? en una region (2, se tiene:

fnan-nama = [ (G- n5t) e

donde dV y dS son los elementos de volumen y superficie y /97 es la derivada normal en §2. Para 2 = B” la derivada
parcial 0/0r coincide con la derivada normal. Por otra parte como H; puede expresarse como H;(Z) = r9 H;(Z')
para & € S"~!, al aplicar derivada radial y evaluar en &’ se tendria que OH;(%')/0r = g;H;(¥'). Ademéas AH; =0
porque H; es armoénico y entonces por la Identidad de Green:

0H, 0H,

(91792) HlHQdS:/ <H1H2 > dS:/ (HlAHszgAHl)df:O
gn—1 gn—1 or or n

Con esto se prueba que HI' L H92 si g1 # go. En consecuencia, puede verse por induccién que se tiene la siguiente

descomposicién:
Pi= @D IZPH

0<i<|g/2]
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En efecto, P) = HY y Pt = H!, ya que AP = 0 para todo polinomio P de grado 0 o 1. Ademas, si P € PZ con g > 2
entonces AP € PJ~2. Asi, APJ C PJ y aplicando dimensiones 4l se cumple que dim #9 > dim Pg — dim PJ~2.
Suponiendo que la descomposicion que se busca se cumpliera hasta el grado g — 1, se considera ahora el espacio
1 Z|>PJ~2, que constituye un subespacio de P¢. Utilizando la hipétesis de induccion se verifica:

e e < N ks

0<i<|g/2]-1

Gracias a esta descomposicion y a las relaciones de ortogonalidad entre los diferentes espacios HY, se deduce que
|Z]|2Pg=2 C (HY)L, es decir, ||Z]|*>Pg~2 L HY y tomando dimensiones [°! se cumple que dimHZ + dim Pg—2 <
dim P¢. Uniendo ambas desigualdades obtenidas, se tiene la igualdad y se concluye que PJ = HI @ ||Z||*P¢—2. O

El estudio de la Ley de Weyl sobre los grupos de Lie clasicos como SO(N), U(N), SU(N) y Spin(N) no es
nuevo. En [MT18], los autores Morris y Taheri dan una prueba del siguiente resultado:

Teorema 1.10 Sea G = SO(N), U(N), SU(N), Spin(N). Sid = dim(G) yn > 5 es el rango de G (el nimero
mdzimo de generadores independientes de G), se tiene:
Vol(G
N()) = d—(d)A% +0O (A%—l) .
(4m)2T (4 +1)

En la prueba que presentan aprovechan las caracteristicas intrinsecas de los grupos en cuestién asi como el
fenomeno de la equidistribuciéon de los puntos de coordenadas enteras en esferas. Mas concretamente, si P es un
polinomio homogéneo en n variables, la equidistribuciéon de los puntos de coordenadas enteras sobre una esfera
n-dimensional puede cuantificarse a través de la expresion:

rZ(k, P) 1
En(k, P) := rZ(k)  Vol(Sr—1) /Sn—l Puw,

n

donde w es la correspondiente forma de volumen y considerando @ = || - ||? aplicada sobre Z € Z™:

rZ(k, P) :=r%(k, P), rZ(k) == rE(k,1).

n

Los autores toman como referencia una desigualdad referenciada en [Frell], que enuncia la asintética E, (k, P) =
O(k~(=1D/4)_ Si ademés P es armonico y no constante, la expresion de E,(k, P) es més simple, ya que:

1
OZHWZﬁﬂ@?yLHP“
yA

Mas atn, en [Iwa97| se prueba que 7%(k) =, k%!, es decir, existen constantes C,, y C, tales que C’k"/?~1 <
rZ(k) < Cnk™?~1. Reuniendo todos estos aspectos, gracias a la Proposicion 1.9 que establece la relacion entre

polinomios homogéneos y arménicos, se puede despejar rZ(k, P) obteniendo para todo P homogéneo y arménico:
n—3

ik P) =0 (k) — 0 (k7).

Esto implica que:

3 (K ra(k, P)* < Y I < KPS = KPR < KUTE,

k<K k<K
Tomando esta suma como la suma de los coeficientes de la correspondiente forma modular ©p y aplicando la
Proposicion 1.6, se tendria para K suficientemente grande:

Z |ak|2 < K”+n;1 — KVt K3 < K—3 Z |ak|2.
k<K k<K

De aqui se concluiria que para K suficientemente grande se satisface vV K < 1, lo cual es falso. El problema radica
en que la asintotica correcta es B, (k, P) = O(k_(”_3)/4), lo que permitiria probar el Teorema 1.10 solo paran > 7.

Es por ello que en este Capitulo, a través de formas modulares y utilizando las estimaciones adecuadas, se podra
afinar el Teorema 1.10 aplicado al grupo SO(N), siguiendo un método diferente al empleado por Morris y Taheri
y cuyas ideas utilizadas podrian extenderse al resto de grupos.

[4] Para todo espacio vectorial V y endomorfismo f se verifica que dim ker(f) + dimim(f) = dim V. Se emplea esta formula para
f=AyV =P siendo ker(A) = H y im(A) C PS>,

5] Si V L W, se verifica que dim(V + W) = dim V + dim W. Teniendo en cuenta que si V,W C U entonces V + W C U, basta
emplear la formula para V = H%, W = |Z||2PS 2 C (HI)L y U = PL.
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§2. La Ley de Weyl en SO(N) para N > 8

A. Paso 1 - Expresién para N()). Para los grupos de Lie clasicos considerados como variedades Rieman-
nianas, la deduccion de las formulas de los autovalores del operador —A, definido sobre ellos no es una cuestion
sencilla (véase [Chal7] para el fundamento de la deduccion de tales formulas). En el caso del grupo SO(N), de
dimension d = N(N —1)/2 y rango n = N/2 si N es par y n = (N —1)/2 si N es impar, los mismos aparecen
indexados a través de las tuplas b€ 7" tales que by > ... 2 b1 > |bp] >0siN=2nyb >...>b, >0si
N = 2n + 1. Partiendo de la notacion que Morris y Taheri siguen en [MT18|, cada eleccion concreta de b origina
el autovalor Ay con su correspondiente multiplicidad mj:

2
bi + ai)® — (b + a;)*
Zb o). mp—my [ <( L) <;+“J>>7

1<i<j<n

donde:
) . 1 si N =2n,
n—j si N = 2n, b a2
s = My — , 4 .
/ n—j+i siN=2n+1; N H() si N=2n+1.
i=1 i
Las formulas asi presentadas son muy poco manejables, por lo que se introducen unos pequenos cambios que
dardn una mejor caracterizacion a la hora de hacer calculos. Escribiendo z; = b; 4+ a; si N = 2n y x; = 2b; + 2a;
si N = 2n + 1, despejando b; y sustituyendo en cada caso, se obtiene:

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
2 2 2 1 n-1 2 2 2
n— n—
mi= 11 ( ) I I =
b 2 2\ 2 - 72 12 ’
n—14)*—(n— —1
1<i<j<n ( ) ( ‘7) =0 j=i+1 J

" i —2n—1425\ (2, 4+2n+1-2j 1 & ", on 1 n(4n? — 1)
AE: (] ) )(] ) ):4 .%‘?— (]2""_‘7)_7:721;?_(7»
j=1 j j

n 2 x2—$2 2
H<2n+1—2]> 11 ((2n+1—2i)2—(2n+1—2j)2>

i=1 1<i<j<n
2
-1 -1
_ nl—[ Tn—i h x%—j —xp )
22+1 ) (27 +1)2—(2i+1)2 )

donde en las expresiones de my, el producto interior es 1 cuando ¢ = n — 1. Una vez que las féormulas tienen este
aspecto es posible expresar tamblen la funcion A ()) de una forma méas adecuada:

Lema 1.11 Sea my(Z) := my. Tomando xr := XBy., se tiene para ciertas constantes C1 Ny y Ry :

=Ci1n Z mn(Z)Xry (T),
TreAn

donde A=7 si N=2nyA=0=2Z+1si N=2n+1.

Demostracion. Puesto que las expresiones para los autovalores y sus multiplicidades han sido transformadas

en funcion de los vectores Z, se realiza lo mismo para su indexado. Si N = 2n, by > ... > by—1 > |by| > 0y
b € Z" es equivalente a que x1 —(n—1) > ... > o1 —(n—(n—-1)) > |z, —(n—n)] > 0y & € Z". Para
cada ¢ = 1,...,n — 2 se tiene que z; — (n — @) > @41 — (n — (i + 1)), es decir, x; > z;41; mientras que para

i =n —1 se tiene que x,,_1 — 1 > |x,|, es decir, x,,_1 > |x,|. Por tanto, para N = 2n el indexado se transforma
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enxy > ...> Tp_q1 > |T,| > 0 con & € Z". Por otra parte, si N =2n+1,b; > ... > b1 > b, >0y AL
es equivalente a que z1 — (2n+1-2) > ... >z, —(2n+1—-2n) >0y £ € O". Paracadai=1,...,n — 1 se
tiene que x; — (2n+1—20) > x;401 — 2n+ 1 —2(i + 1)), es decir, x; —2 > x;41 y asi x; > 2,41 (ya que z; € Q);
mientras que para i = n se tiene que z, — 1 > 0, es decir, z,, > 0. Por tanto, para N = 2n + 1 el indexado
se transforma en x1 > ... > z, > 0 con £ € O". Los nuevos indexados obtenidos se denotaran por Cj, siendo
Cp={Ze€Z" : 21 >...>2p1>|zn] >0} enelcaso N=2ny Co={F€O" : 1 > ... >z, >0} enel
caso N = 2n + 1. Al margen de los indexados ya transformados, utilizando la nueva expresion calculada para Az,
se verifica directamente que Ay < A si y solo si:

N /\+n(n71)(2n71)

2 _ 2 — 6
> @5 =l < Ry = n(4n® — 1) :
j=1 4)\+? siN=2n+1.

si N = 2n,

Por otra parte, el polinomio que define la multiplicidad my(#) es invariante por construccion bajo cambios de
signo y de orden entre las variables x; y se anula cuando al menos dos de las variables son iguales. Esto posibilita
que tomar los & € C, sea equivalente a tomar todos los ¥ € A™ para evaluar N'()\) dividiendo por los n! posibles
cambios de orden y los 2771 0 2" (segiin el caso) cambios de signo para las variables z;. Tomando las constantes
Cin:=1/2""tn!)si N=2ny Cyn :=1/(2"n!) si N = 2n + 1 y teniendo en cuenta todas las transformaciones,
se concluye:
NN =D 1= > 1= my@xay(@ =Cin Y myXay (@)
Ap<A ZeCy FeCy ZeAn
IZI*<Rn

O

Puesto que el polinomio my (Z) es homogéneo, el siguiente paso es aplicar la Proposicion 1.9. Para ello se calcula
en primer lugar el grado de my (Z). En el caso N = 2n, cada 0 < ¢ < n—1 aporta al grado la cantidad 2-2-(n—i—1),
mientras que en el caso N =2n+ 1, cada 0 < i < n — 1 aporta al grado la cantidad 2-(2-(n —¢ —1) 4+ 1). Por

tanto:
n—1

4y " j=2n(n—-1) si N = 2n;
n—1
2-12) j+n|=2n" siN=2n+1
§=0
Puesto que dim(SO(2n)) = n(2n — 1) y dim(SO(2n + 1)) = n(2n + 1), se puede concluir de manera uniforme que

si d = dim(SO(N)), entonces deg(my(Z)) = d — n y es un ntumero par. Aplicando entonces la Proposicion 1.9:

d

;n
my (&) =Y ||Z]* Pa—n—2().
=0

Si se sustituye esta descomposicién en la formula de N'()\) y se separa la contribucion del polinomio arménico
constante P, se tiene:

d—n

N =Ciy D > I Pacuat(@)x o (2)

ZeA™ =0

d—n _ 4
2
=CinPo D N xan (@) + Cin Y, > E Pacnau(@)xry (2)-

TEA™ ZeAn  1=0

La suma en los polinomios P; es finita, por lo que existe un indice /y que da el maximo de las sumas en todas las
tuplas T € A, es decir, para todo I =0,1,...,(d —n)/2 — 1 se verifica:

Z IZ]|* Pa—n—o1(Z)Xry (F)] <

ZEAm

D NI Pacneony (#)xR (7)) -

TEA™
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Escribiendo v = d — n — 2lp, se concluye que existe 0 < v < d — n tal que N'()\) satisface la expresion:

NQA) =CinPo Y " xay (@) + O <Z [ Pu(f)XRN(f)> :

TEA™ TEA™

B. Paso 2 - Aplicacién de las formas modulares. Realizando el cambio de variable || Z||> = k en la expresion
que se ha obtenido para N'(X), se cumple que {Z € A" : ||Z]|* = k} = 75 (k) y si ¥ € B}, entonces k < R%,. Con
esto es posible deducir que el término principal de N/(\) satisface:

CinPo Z IZ]|™" Xry (&) = CL v Po Z K

TEA™ kSRZ

=1y (k).

En cuanto al término de error, sin embargo, sera donde se apliquen las formas modulares. Para poder hacerlo, hay
que realizar la sumacién en Z, por lo que se debe transformar la suma en O del caso impar. De forma genérica se
tendria, si se toma [E := 2Z:

Z flay,... x,) = Z flzr,. .. zn) — Z Zf(ml,...,xn)—l— Z Z flz, .. xn)

Zeon Trezn 1<i<n ZezZ™ 1<i<j<n ZFeZ™

z;, €EE zi,ij]E
— ...+ (=" Z flz,. ... zn) = Z flzy, .. xn) — Z Z flzr, .., 22, .., 2p)
ZERn Fezr 1<i<n Z€zZn
+ Z Z flza,. .2z, .., 225, .. zn) —. .+ (D) Z fQxy, ..., 2x,).
1<i<j<n ZeZn e

Gracias a esta deduccion, la suma del término de error de N'(\) queda en cada caso N = 2n y N = 2n + 1,
respectivamente:

> sn@ | Ponsn®) X (), > DS @] PATs @) xRy (T7),
TEL™ JCA{1,..., n} FHSYAL

donde, I« es la matriz identidad y T; = diag(1 + 07(J))nxn, siendo d;(j) la funcion que vale 1 si j € J y 0 en

otro caso. Denotando a cada matriz por M y escribiendo k = Q(Z) := || M¥]|?, se verifica:
Mz v z
P,(MZ) =||MZ||"P, ( — ) =k2(P,o M) ()
[ MZ]| vk

Si se toma ahora P, js := P, o M, la suma en las tuplas & € Z™ cumple:

S IME T P (MB) R, (M7 = S KEERE Y PuM( ﬂ> = Y RGP,

zezn k<RZ, | ME|2=k E<RZ,

Para cada una de las matrices M, sean k*/2rQ(k, P, r) los coeficientes de Fourier de la correspondiente funcion
theta:

Op, Zk?r (k, P, nr)e2™ k=,

Segun la formulacion de las funciones theta, al ser %A[m] = Q(m) = | Mm|?* = m* M! M, entonces cada polinomio
P, es esférico con respecto a la correspondiente matriz A = 2M'M = 2M?. En efecto, A = 2I,,x,, en el caso
N =2n o bien A = diag(a;)nxn con a; =2+ 65J( ) para cada J C {1,...,n} en el caso N = 2n + 1. En todos los
casos A es definida positiva y al ser diagonal, A~ = diag(a; a; ) y para NO =4 enelcaso N =2ny Ny =16 en el
caso N = 2n + 1, las matrices NgA~! y A tienen entradas pares. Por otra parte, P, 5; es de grado par v > 0, ya
que provenia de una descomposicion en armonicos que por construcciéon solo contenia grados pares. Basta ver que
siendo P, arménico, entonces P, 5; es esférico sobre A. Realizando el cambio de variable i = M

d R WA NI 1o\ o L1 L
Al g o= 5 (55) 77 L (R010) = 5 (5] 4 (R = AR =0

Aplicando el Teorema 1.8, ©p, ,, es una forma cuspidal de peso v 4 n/2 para I'y(8) en el caso N = 2n y I'y(32) en
el caso N = 2n + 1. De esta manera, se puede utilizar la Proposiciéon 1.5 para llegar a:

N kErQ(k, Ponr) = (’)(RJV\,Jr%logRN).

k<R2
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En consecuencia, el término de error de N'(\) verifica en todos los casos:

<§:I'ﬂd” G MRN()>O Sk

TEA™ E<R2

(k PDM) )

y teniendo en cuenta lo que se acaba de probar a través de las formas modulares, se puede emplear (14) tomando
k= k"/2rQ(k, P, ar) y (k) = k(@"7)/2 para deducir:

> K

k<RZ

. 2 BY 4 . _n
@k, Por) = O (Ry Flog Ry ) + 0 (/ t3—4—1logtdt> — 0 (Ry *log Ry ).
1

En conclusion, la formula asintotica para A (A\) queda, tras todas las modificaciones anteriores:

N =CinF Z k‘%rﬁ(k) +0 ( ~z ]ogRN)
k<RZ,

C. Paso 3 - Férmulas para r2. El siguiente paso en el analisis de A'(A) es descubrir una férmula para 72 (k),
es decir, para el nimero de representaciones de k como suma de n cuadrados en A. Visto de esta forma, una férmula
para los casos Z y O ya se ha probado cuando n = 4 y es conocida como el Teorema de los cuatro cuadrados de
Jacobi. Una prueba clasica de ello puede consultarse en [Car66], donde se hace referencia al comportamiento de
un tipo particular de unas funciones especiales llamadas funciones elipticas. Sin embargo, la notaciéon empleada
hace necesario entender previamente todos los parametros involucrados. A continuaciéon se expone un resultado
previo que evitara apelar a ningin conocimiento profundo sobre funciones elipticas y del que se podra deducir
directamente el Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi. La base de dicho resultado es notar que si f(z) es una
funcion entera y periodica de periodos independientes 1y 7 con Im(7) > 0, entonces por el Teorema de Liouville,
f(2) es constante. Teniendo esto en cuenta, se puede probar:

Lema 1.12 Las funciones holomorfas en |w| < 1:

> 2n — 1 2n—1 > 2
L (2n+1)
Z 1,w4n 2 Gi(w) == Zw )
n=1 n=0
= (2n — 1)w? ! . 2nw?n > 2
FQ(w)zHg( G- Y 2] Gl =12y et
n= n=1 n=1

1
verifican las identidades F;(w*) = (Gi(w))* respectivamente para i = 1,2.

Demostracion. Sea la funcion para 7 tal que Im(7) > 0:

27Tznz . ITT
E q q:=e .

n=—oo

Gracias a que Im(7) > 0, los coeficientes q”2 de la serie tienden a cero exponencialmente y asi la serie define una
funcion entera. A lo largo de la prueba, se convendra en que 6(z,7) = 6(z), dejando 7 (y en consecuencia ¢) como
parametro constante y especificando su variabilidad cuando sea necesario. Por definicion de 6(z) se verifican las
propiedades:

0(z+1) =0(z), 0(z+7) = q te 2™ 0(2).

Puesto que resulta conveniente trabajar con funciones que sean doblemente periddicas (6(z) casi lo es), se toman
los cocientes: ) )
e ™ 0(z 4+ 1/2) e~ T4 (z) 0(z+7/2)
-_ -— By(z) i = ———F—=.

0(z + w) 0(z + w) 0(z + w)
Estos cocientes cumplen en general f(z +1) = £f(2) y f(z +7) = £f(2), por lo que A?(z) y B?(z) son funciones
elipticas, es decir, meromorfas con periodos 1 y 7, pero no son enteras ya que en principio, su denominador puede

anularse. Ademas, modificando ligeramente la serie de 6(z), se ve que las funciones A(z) y B;(z) son impares gracias
a las relaciones:

0(z) = 0(—z2), 0 (z + ;) 0 ( - z) o=+ g) = ¢~ 2mizg (% —2), Bzt w) = —e (W - 2).

A(z) := , Bi(z) :=
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En consecuencia, A%(z) y BZ(z) son funciones pares y de la tltima relacion para z = 0 es posible deducir que
f(w) = 0 y por la periodicidad, todo z = w 4+ n + m7 con n, m € Z verifica #(z) = 0. Por otra parte, las
combinaciones 6%(0)A2(z) — 60%(1/2)B2(z2) y 6%(7/2)A2(z2) — 6%(1/2)e®™** BZ(z) cancelan el polo doble en z = 0 y
por periodicidad y al ser A%(z) y B2(z) pares, cancelan todos los polos posibles. Por tanto, ambas combinaciones
definen funciones enteras y aplicando el Teorema de Liouville:

e~ (02(0)0%(z + 1/2) — 0%(1/2)6%(2)) e =02 (1/2)0 (2 +1/2) — 62(1/2)e*™#0° (2 4 7/2)
62(z + w) = K, = K2,

02(z + w)
donde K7 y K5 son constantes (diferentes para cada eleccion de 7). Tomando respectivamente z = w yz=1 /2 se
sigue que K1 = —q0?(7/2) y K2 = —602(0). Por otra parte, puesto que 0(z), 0(z + 1/2) y L(2) := e™0(z + 7/2)
son funciones pares, en un entorno de z = 0 satisfacen un desarrollo del tipo f(z) = f(0) + f”(0)22/2+ ... De esta
forma, al sustituir f por cada una de ellas y sustituir sus desarrollos en la expresion de cada K, se obtiene cuando
z—0:

0(0)0(1/2) 0(7/2)6(1/2)
(0" (w))? (6" (w))?

Al igualar las dos formulas conseguidas para cada K, se concluyen las identidades:

e"<o>9"(1/2>q(9<7/2>e/<w>)2 9”(1/2>L"<0>< 0(0)0'(w) >
o0) o2 \eape0) ) w2 L) \6r/26(1/2)

Para poder simplificar estas identidades se recurre a una formulacion alternativa para 6(z). Sea el producto infinito:

Ky = (6(0)07(1/2) — 6(1/2)"(0)), K= (6(r/2)0"(1/2) — 6(1/2)L"(0)) .

)
P(Z) — H (1 + q2n71627riz) (1 + q2n71€72ﬂ'iz) )
n=1

Esta funcién también satisface las propiedades P(z + 1) = P(z) y P(z 4+ 7) = ¢ 'e™?™#P(z). Dada la similitud
existente entre 0(z) y P(z), el cociente §(z)/P(z) es una funcion eliptica. Ademas, cada cero de (z) de la forma
z = w+n-+m7 anula un factor de P y cada factor de P se anula en uno de dichos ceros. De nuevo por el Teorema
de Liouville, 0(z)/P(z) = C constante [¢(diferente segin el valor 7). Para hallar C, se sustituye z = 1/2y z = 1/4
respectivamente en su expresion, por lo que:

c (=D q"

2

_ _ (=g
[MTO-¢>) JIa-¢121—¢) [I0+¢"2)1—-¢>)

Si en el denominador de la segunda fraccién se cambia ¢ por ¢* se deduce:

H 8n4 (1_(] :H 1+q4n2H 4n2 1 q8n4 1_q ﬁ1+q4n2 1_q2n)’

ya que todo nimero par puede expresarse sin ambigiiedad como o bien 4n — 2 o bien 8n — 4 o bien 8n. Asi se
recupera el denominador de la tercera fraccion y la segunda fraccion define una funcion f(q) holomorfa en |¢| < 1
que cumple f(q) = f(q*). Al observar su desarrollo de Taylor en ¢ = 0 verifica f(q) = f(0) = 1 y con esto se llega

a:
o0
= 1la-e
Sustituyendo se obtiene la famosa Formula del triple producto de Jacobi:
o0
Z) — H (1 _ q2n) (1 +q2n—1€2ﬂiz) (1 + q2n—1e—27riz) )
=1

Gracias a esta féormula, se pueden realizar grandes simplificaciones en las identidades requeridas tal y como se
buscaba. Derivando la formula se sigue:

I(Z) _ Cz [27”'(127171 (627riz o 6727riz)} H (1 + q2m71627riz) (1 + q2m716727riz) )

n=1 m#n

6] Esto implica que si 0(z) = 0 entonces z = w +n + m7 con n, m € Z, ya que si hubiera otros ceros o alguno fuese doble, entonces
C = 0, lo cual es imposible al ser §(z) no idénticamente nula. Como anteriormente se ha probado la implicacién inversa, se tiene la
equivalencia y los tnicos ceros de 6(z) son de la forma z = w +n + m7 con n, m € Z.
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Con ambas férmulas presentes, se calculan directamente los valores:

o)=cﬁ(1+q2”*1)2, < ) H "), 9(%):2Cﬁ(1+q2")2, 0'(w) = 2miC".
n=1

= n=1

Con estos valores se deduce:

=1

w10(0 12 7'2 O 2 on 0 1 — g4n—2)2(1 — g4n)2
DL ] (1 gy 1 = [ 02

Utilizando convenientemente este cociente, el segundo miembro de cada una de las identidades referidas queda,
dividendo entre —72 en la primera y entre 72 en la segunda:

= (W) =t (3) = (Z g ) (2;(1(”*1/2)4) — 16 (G (w))*,

4
1/ 000)0(w) \°
7 (i) =* (nzooq ) (Gaw)’,

donde w = ¢'/*. Para finalizar, considerando ¢ como variable y derivando las series de 6(z) y L(z) tanto respecto
de z como de g, se verifican las relaciones:

0
0// _ 2 Z n q 627r7,nz 47T2qaa(qZ)a

n—=—oo

L'(z) = —n? Z (2n + 1)2qn2+n6(2n+1)7riz _ 74?2(1%82(1 (q%L(z)> ’

n=—oo

por lo que al emplearlas para los valores correspondientes en el primer miembro de cada una de las identidades
referidas queda, de nuevo dividiendo entre —72 la primera y entre 72 la segunda:

1 /070)  6"(1/2)\ . 0 00) \ 9 % (] | g1y
s ( 0(0)  0(1/2) > =% (log 9(1/2)> =g, (l"g 11 (1_(12—1)2>

n=1

e bl 1+q2n 1)2 & (2n_1)q2n—1 4
Za( — 212 :162 1 gin—2 = 16F1 (w"),

1 (0"(1/2) L"(0)\ _ ) 0(1/2) B 1 (1—¢g?>1)2
w?(om) B L(O))““qaq (logql/%(m) Mg (log<2 VL T g ))

e o N (1 _ q2n—1)2 (2n _ 1)q2n—1 e anQn 4
:—4qzaq(—log (2q4)+10g7(1+q2n)2 :1—1—82717(]2”71 +821+q2n = Fy(w?),
n=1 n=1

de nuevo con w = ¢'/*. Igualando ambos miembros analizados para cada identidad, se concluye el enunciado. [

Este Lema permite probar directamente el resultado buscado:

Teorema 1.13 (Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi) Para k € Z, sea r4(k) el nimero de representaciones

de k como suma de cuatro cuadrados en A. Entonces:

8o (k) st k es impar, 160 (k/4) si 4|k,
ri(k) = , , ry (k) =
24og(k) sik es par; 0 en otro caso.

donde op(k) es la funcion aritmética o(k) contando inicamente los divisores impares.
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Demostracion. Para concluir cada identidad basta desarrollar cada uno de los miembros de las identidades
Fi(w*) = (G4(w))* dadas por el Lema 1.12 tomando w = ¢*/%. Utilizando sumas de progresiones aritméticas se
sigue:

ne0 ne0 €0
oo oo oo oo
_ nm __ k d= k k
=) n) "= ¢ =) o(k)q
n=1 m=1 k=1 d|k k=1
ne® me0 ke keO

De modo similar:

Fy(w') = Fy(q) =

szl”j” —1-163 0 Y (2 +83 n Z_

n=1 qn n=1 m=1 n=1
ne0 ne0
O EIII) 3 o
k=1 dlk k=1 dlk
de0
Sea f(k) = — Zdlk(fl)k/dd. f(k) es una funcion multiplicativa por (2) ya que los sumandos son funciones multi-

plicativas. Para calcular su valor, basta ver que si k = 2"k’ con k" € O entonces f(k) = f(k') = }_ g, d = o(m’) =
oo(k') = op(k) si v = 0, mientras que f(k) = f(2")f(K') = —-(1+2+ ... +2"" 1 = 2")og(k') = oo(k') = oo(k) si
v > 0. Por tanto, en ambos casos f(k) = op(k), por lo que:

Fy(w) =1+16 Y oo(k)g™ + 8> oo(k)d"
k=1 k=1

Por otra parte, expresando explicitamente G:

4
oo

4 o
(Gl (w))4 — (Z q(n+1/2)2> _ Z qn2/4 _ Z q(n%+n§+n§+ni)/4
=

n=0 ni,n2,n3z,ns€0
n;>1
55 SPD SEER E S LT 3
e — e — r e — r
16 21 16 £~ 4T = 1
k=1 n?+n§+n§+ni:4k} k=1 :®
njE@

siendo cierta la tltima igualdad debido a que si n = n? 4+ n3 + n% + nj con n; € O, entonces n puede expresarse
como 4k con k € Q. De igual forma ocurre con Gag:

o0 4 oo oo oo
2 2 2 2 2
(Ga(w))" = ( > " ) = ) gutmimimi SN g > 1= ri(k)g" =1+ ri(k)d*
n=-—oo ni,n2,n3,n4EL k=0 n%+n§+n§+ni:k k=0 k=1

Al establecer las identidades Fj;(w*) = (G;(w))?* se deduce:

Zr4 (4k)q 2160 g, Y o rik)gt = 1600(k q2k+820@ => f(k)

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ko 0

donde f(k) = 80 (k) = 8 (k) se k es impar y f(k) = 1600(k/2) + 80a(k) = 2400(k) si k es par. Al restar ambas

series en cada caso, se obtiene una serie de potencias nula en ¢ = ™" con Im(7) > 0, por lo que los coeficientes de la
serie de potencias deben ser cero, y asi r? (4k) = 160 (k) y r%(k) = f(k), concluyendo las dos partes del enunciado.(]

Gracias al Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi, es posible obtener la media de las funciones 74 (k) de la
siguiente formas:
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Proposicion 1.14 Se tienen:

2
an = —x + O(zlog ), Z r2(k) = T2+ O(zlogz).

12
k<z k<z

Demostracion. Para el caso r%(k), es posible agrupar la casuistica dada por el Teorema de los cuatro cuadrados

de Jacobi (Teorema 1.13) de manera que:

ri(k) =8 (2+ (=1)*) oo (k).

Sustituyendo k = dn y aplicando (21):

Srik)=8) @2+ (-1)") > d=8> 2+ (- (D> d-2> d

k<z n<lxz dn<zx n<x a<¥ d<z%
d impar
n > 2 2 2 +
=83 @+ (-1)") 4—2+o( ) = 40(2 +2x2 n2 —23:2 +O(zlogz).
n<zx n>x

La primera suma puede expresarse en funcion de ((s) y la segunda se acota directamente por la integral:

>

n=1 n=1 n=1

n

Agrupando los resultados obtenidos se concluye:

ZQ )z? + O(x )—i—O(mlogx):%xQ—&—(’)(xloga:).
k<x

Por otra parte, para el caso r?(k) se procede de forma completamente analoga, obteniendo:

SN2y =Y Pn) = Y 160(n —IGZZd—IGZZd 82L—< 1)

k<z An<z n<z n<Z dln n< d< £

 a? 10 1_:32201 Ozl 201
_EZE"F xz; =5 ¢(2) + 2" (zlogw) = ECU‘F (xlog ).

n<g n<g
O

Con este resultado se podria deducir la Ley de Weyl para los grupos SO(8) y SO(9), pero la intencion es
emplearlo para construir los resultados analogos en los casos superiores (para n > 4). Para probar el paso del caso
n = 4 a los casos superiores se necesitaran tres resultados de [Fri82|. Para comenzar, se establece una relacion
sencilla entre los casos n — 1 y n:

Lema 1.15 Se tiene:

Sorntey=> Y (k)

k< [l<vE k<z—I2
leA

Demostracion. Se deduce directamente:

Dok =) > k=)= >

k<z k<z |2<k l<vz k<z—I1?
leA leA

A continuacion se expresa una formula de recurrencia acerca del volumen de las bolas n-dimensionales:
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Lema 1.16 Siw,(t) = |BY| se verifica:

Z Wn(m) =wn1 (V) + O (x%) ) Z wn(m) %w”“(\[) +0 (x%l) '

<z l1<vz
leZ 1e0

Demostracion. Se tiene por definicion:

wn+1 / / duy - -- dun+1
ud+. . HuZ <t}

Vit
:/ // du1~~dundu:/ wn(Vt —u?) du.
{lul<Vt} {uf+.. +uZ <t-u?} -V

Aplicando (16):

Z wn(Va —12) =w,(Vz) + 2 Z wn(Vr —12)

1<z 0<i<yz
leZ

N
= (V) + 2 (60N (V) ~ 0V (0)) 42 [ (/=) du+2 / By (Va — ) du

=wn1 (VT / P(u T 7u2)du.
Basta ver que la integral que queda es O(:v("_l)/ 2). Para ello se recurre a la formula explicita de w, (t) dada por el
Lema 1.2:
d 3 n n
wy (Ve —u?) = 0 <(7T2+1)-(x—u2)2> = —nw, (Du(z —u?)2 7L
Por tanto:

/ P(u x—uQ) du = —2nwy, (1 / Y(u)u(z — u?) 2! du.
En el intervalo [0, /], la funcion f(u) = u es positiva y creciente mientras que la funcion f(u) = (x — u?)"/?71 es

positiva y decreciente para n > 2, por lo que es posible emplear el Seqgundo Teorema del Valor Medio para deducir
que existen &, € (0,+/7) tales que:

/Oﬁw(u) (x —u?)? 1du—\f/ V) (z—u?)2 Vdu = V(e — ¢ 7_1/1#

La integral de la funcion ¢ (u) es O(1) ya que en cada intervalo de extremos enteros [n,n + 1] es cero, por lo que:

a _
/ D(w)w!, (VT — u2) du = —2nw, (1)Va(z — £2)3710(1) = 0 (x*) .
,\/5
Con esto se concluye la identidad para el caso Z. Para probar el caso O se recurre al anterior de la siguiente forma:

Z wn(Vr —12) = Z wn(Vo —12) — Z wn(\/m—lg):wn_ﬂ(ﬁ)—i—(’)(x%)— Z wn (Vo — 412).

l<vz <y [<v=z 12l <vz
€O IEZ IEE
La suma que aparece restando puede tratarse analogamente al caso Z. Aplicando de nuevo (16) y tomando v := 2u:

Z wn(Vao —412) = w,(Vx) + 2 Z wn(Va —41?)

2l <VE 0<i<
vz Vz

= wn (V) +2 <1/J(O>Wn(\/5> - (?) wn(0)> + 2/0 ’ wn(Vr — 4u2) du + 2/0 ’ P(u)w! (Vo —4u?) du

= %wnﬂ(\/@ + ;/_\/;w (g) wh(Vo —v2)dv
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La integral que queda en este caso es esencialmente la misma que en el caso Z salvo constantes, por lo que también
es O(x("~1/2), Incorporando esta estimacion se concluye la identidad para el caso Q. 0

El dltimo resultado previo para pasar del caso n = 4 a los casos superiores consiste en expresar de forma especial
la media de 4 (k), ligeramente distinta a las formulas calculadas en la Proposicién 1.14:

Lema 1.17 Se cumple:

LAN Og) = L
> o) = eV + 82 (9 (5) —9@) + 0@, 319 = cwa(va) — dag (T) + O
k<z k<z
donde: ) .
()
= k" \k
Demostracion. Empezando por el caso Z, gracias al Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi (Teorema 1.13)
se tiene:
Sorik) =1+ rF )+ rh k) =1+8> o(k)+24 ) oolk)
k<zx k<z k<zx k<zx k<%
keO keE keO

Sabiendo que:

DX @ =YY fd)

n<z 2d|n n<% dln

a través de esta identidad es posible estudiar cada una de las sumas anteriores por separado tomando como funcién
auxiliar:
h(t) = o(k).

El resultado para cada suma es:

Yook =3 Y d-Y 2| = k) -23" 3 d= h() (k):h(g)—%(z),

k<Z K<z \ dlk 24|k gg E<Z 2d|k K<z

STok) =Y o(k) = > o(2j) = h(z) - d 2+ d

k<z k<z 2j<x i<\ 2d|2j d|2j
keO deO
x x
-2 ) S o <-4 (5) 1 (5).
oo(j) = h(z) — 3h 5 +2h 1
i<3 i<3

Sustituyendo estos célculos se llega a:

S" (k) = 14 8h(x) — 32h (z) .

k<zx

El siguiente paso es encontrar una relacién entre g y h. Més concretamente:
En efecto, por (23):

~Eri-E s [(e () -1 ST T e () s ( (5)- )

k<t d|k J<t d<" J<t
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Puesto que se cumplen las desigualdades —1 < {t/j}? — {t/j} < 1, la suma que queda es O(t), y sustituyendo se
obtiene la relacion esperada entre g y h. Usando dicha relacion y el Lema 1.2, se puede concluir:

ér%( =1+8 <2x —zg(z )—l—(’)(x)) — 32 (1; (Z)2 - %g (z) —l—O(ac))
= wi(Va) +82 (g () —9@) + O).

Con esta deduccion se prueba el caso Z. Para finalizar, el caso O se obtiene directamente aplicando de nuevo el
Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi (Teorema 1.13), el caso Z y la relacion entre g y h:

S k) = 3 rP4k) =16 S o(k) = 16k (g)

k<z 4k<z k<%
w2 N2 x sz x T
=16 <12 (1) -39(3) +0(4)> = GV — azg (§) + O@).
O

Esta nueva formulacién del caso n = 4 supone el punto de partida para obtener una estimaciéon mas fina en los
casos superiores. El objetivo concreto es intentar eliminar el factor logx que aparece en los desarrollos asintoticos
de la Proposiciéon 1.14, que es lo que se ha obtenido para n = 4. Para poder hacerlo, se comienza estudiando si es
posible para el caso n = 5 y de ahf se extiende al resto por induccién:

Proposicion 1.18 Se cumple para todo n > 5:
1 n_q
Zr VZ)+ 0 (2271, Zr = 5o ———wn (V) + O (22 1.
k<x k<x

Demostracion. Empezando como se ha dicho por el caso n = 5, se aplican los Lemas 1.15, 1.16 y 1.17 obteniendo
en cada caso:

S =Y Y = Y (e s (g<x—z2>—g(””j2))+0<x—l2>)

k<o i< ya k<z—I2 < vE
leZ leZ

= (f)+o(%)—8(sl( + Y 0@ -,
[<vz

Stw= Y W= Y (geVemm -t -t (S0 ) o)

k<x [l|<Vx k<z—I2? N<vz
€0 le0

= Sws(V) + 0 (o) +0(S:@) + 0 [ 3 0 -) |
[<vez

donde:

x—1?
S = Y w-Plgle-B) s = Y - (T50).

H<vz <V

Por una parte, la suma de los términos de error verifica por (19):
> Ow-13) =0z 2lva] +1)) =0 (a}).
ll<v=
Por otra parte, antes de estudiar las sumas Sy (z) y Sa2(x) se consideran las sumas auxiliares:

l z—1 min{l,v/z—m}

Ai(le) =3 g(x = °) Z__jl; ; ¥ (l’mﬂ),

Jj=1
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1 " _] r—1 1 min{l,v/x—4m} " —j2
mia=3a(R) -2 1Y (5.

m=1 j=1

Tomando f(I) = (z —1?)/m, a = 1y b = min{l,/r —m} en la suma interior de A;(x) y f(I) = (x —[?)/(4m),
a =1y b=min{l,/z —4m} en la suma interior de As(x) es posible aplicar la siguiente estimacién de van der
Corput [GK91]:

ST (G <) = @A A2, 0<A<1, f(z) > Xo f’(x) < X para todo x € [a,D].

a<j<b

De aqui se deduce para todo | < y/x:

r—1 _2 _1
1 2a  2b 2 3 2 2
Al”’x)<<2m<m‘m <m) +(m) )

m=1

A
M
| —
£
B
+
I/\
/—\
Nl
S
+
M

;1)_;) < Z__: % (m*%\/%jt\/ﬁ) < V7.

W
7 N
1

b 1) ¢
5(1, e 7 =
7)< Z ( 2m  2m <2m> +
Teniendo en cuenta que por (21) se cumple directamente que g(t) = O(logt), se puede proceder a estimar Sy (z) y
Sa(x) utilizando (13):

2) =2 (z—1)glx—1%) +2g(x)

I<Vz
vz -1
=2 Z (=13 = (z— (1+1)?) A(l,2) + 2 (z — [Vz]?) A1 (|[Vz], 2) + O(zlog z)
Ve
=2 Z (20+1)0 )—l—(’)( %>+(9(xlogx):(’)(x%>,

Sa(z) =23 (z— 1)y (lep) tag (%)

I<VE
=2 Z (=1 = (x—(1+1)%) A2(l,2) + 2 (z — [Vz]?) A2(|V],2) + O(z log x)

lvz]-1
=2 Z (20+1)0 )+(9( )JrO(a:logx):O(:c%).

Sustituyendo todas las estimaciones obtenidas y agrupando los términos de error se concluye:

er) )+O( )7 er) *ws(\/ﬂf)-l-(’)(ac%).

k<zx
kEz kE(U)

Una vez establecido el caso n = 5 basta suponer ciertas las identidades del enunciado hasta n—1 y utilizar inducciéon
para n recurriendo de nuevo a los Lemas 1.15 y 1.16 y a (19). El resultado es:

SrEm = Y =Y (v (Ve- )+ 0 (@-2)"7))

k<a l<yz k<12 l<yE
LEZL leZ

—wn(VE) +0(@E )+ 3 0 ((0-13)") =wa(Va) + 0 (a8,
<V
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ng(k): Z Z Tg—l(k): Z (Ma%wn—l(m)+0<(azlz)n23)>

ksz i<z k<o—12 i<y
I€0 lc0
1 n_ n—3 1 w_
= (VD) T O @) O > (9((55,12) 2 ) = (VD) + O (@#71).

H<vz

D. Paso 4 - Conclusion. Con todos los requisitos anteriores es posible probar el resultado principal:

Teorema 1.19 (Chamizo-G.) Para todo n > 4 se cumple:

logA sin =4,

N =Carf+0 ()\%_1@”()\)) ’ Pu(}) = {1 sin > 4.

donde d = dim(SO(N)) y Cq es la constante que proporciona la Ley de Weyl.

Demostracion. Si se reagrupan los desarrollos asintéticos estudiados en el apartado anterior para z = R3;, se
verifican las formulas:

1 si N = 2n,

o=t SiN=2n+1.

Z i (k) = Conwy(Ry) + O (R 2@, (Ry)), Con = {

E<RZ,

Utilizando ahora (14) para ay = r2(k) y f(k) = k(¢=™)/2 la suma del término principal de N'(\) se traduce en lo
siguiente:

> kTR

E<RZ,
-1 d— d—n R?V n_q d—n _q
= (Coven(Ra) + O (R, (Bx))) RE™ +0(1) — / (Conwon(t) + O (310, (1))) 5 dt
1
n _
— ECQ,NR% + O (R 2@, (Ry)) -
Con esta deduccién es posible expresar A/(A\) tomando Cy = C1,n - Co,n agrupando los términos de error en

términos de Ry de la siguiente forma:

N = gPOCNWn(l)R;iV +0 (R 2®,(Ry)) .

Si se toma ky :=1si N =2ny sy :=2si N = 2n+ 1, entonces Ry = iy AY2(1 + O(A™1)). Sustituyendo y
empleando el desarrollo de Taylor (1 +t)* =14 O(t) para todo « > 0y [t| < 1, se concluye:
n d 4 —1 -1 -1 i -1
N = ZRCxun (AT 1+ 00)) + 0 (M1 + 02, (knAb 1+ 00 ))) )
- %POCan(l)njlv)\% +0O (A%*lcbn(A)) .

Puesto que la Ley de Weyl se debe satisfacer, la constante del término principal de A/(\) es para todo n > 4:

Vol(SO(IV))

n
Cy = = P\Cnwp (1) = ——22_.

Con esto se concluye la prueba. O

E. Precision del término de error. Una de las cuestiones que surgen tras este anélisis de la Ley de Weyl es
si realmente el término de error que se obtiene tras emplear los métodos descritos anteriormente es 6ptimo o bien
puede reducirse en algin orden de magnitud. Observando el resultado general enunciado en [DG75|, parece sugerir
que en efecto dicho término es éptimo. Sin embargo, es posible sacar provecho de la interpretacion aritmética con la
que se ha realizado el analisis para comprobar la precision del término de error sin apelar a este resultado general.
Para poder llegar a ello, se parte de lo siguiente:
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Lema 1.20 Para todo k y para n > 4 se cumple que r2(k) > C,,k2 1, siempre que 4 | k —n en el caso A = Q.
Demostracion. Recuperando de nuevo el Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi(Teorema 1.13) se tiene:
ri(k) =82+ (-1 oo(k);  r(k) =160 (k/4) (si4|k).

Si n > 4 puede escribirse k = 2 4+ 23 + 2% + 2% +1, donde [ := 22 + ...+ 22. El nimero [ serd en general un ntimero
arbitrario, por lo que los sumandos que lo componen cumpliran que 0 < |z5|,. .., |z,| < \/l/(n —4). En el caso en
que los x; sean enteros sin restriccion, el caso en que menos representaciones de k — [ existen como suma de cuatro
cuadrados es el caso en que k — [ sea impar y se tendria r%(k —[) > 8(k — ). Puesto que k no tiene condiciones
de congruencia, siempre se puede acotar inferiormente dependiendo de los z; extrayendo un subconjunto de los
mismos que garantice que k — [ sea impar. Asi se deduce:

r%(k:):Zr%(k—l)z Z i (k—a2—...—a}) > Z 8(k—a—...—a2)
I<k T5,...,8n<y/k/(2n—8) T5,...,8n</k/(2n—8)

2+k_175;2‘$5;‘-'7wn 2+k_$572|w67~~;$n

k n—4 n
>8 k—(n—4)- — ) >k 1>, k-kz =k2"1
SR (Tl -~ ) LD VI

Z5,..0sTn<r/k/(2n—8) Tyenny zn<+/k/(2n—8)
2tk—xs5, 2|x6,...,Tn 2tk—xs5, 2|x6,...,Tn
2
j
solo se tienen representaciones de k — I si 4|k — I, y en ese caso, 7y (k —1) = 160 ((k —1)/4) > 4(k — ). Teniendo en
cuenta esta condicién de congruencia se tendria de forma similar al caso anterior:

SIORID SRS ERD SRS J(RP )
<k
4|k—1, z;€0 %’“}’LT/:—Sn\/:-/e(f)T&
k
2 2
D DR (R EY S (’f—<"—4>'2<n—4>>
R s ot SV

Por otra parte, si z; es impar, entonces 22 = 1 (mod 4) y asi k = 27 + ...+ 22 = n(mod4). Esto quiere decir que

4|k:7n,wi€© 4|k77l,$i€@
n—4 n_q
>k E 1>, k-k 7 =k27".
T5,...,xn <A/ k/(2n—8)
4|k—n,z;€0

Volviendo atras en la expresion para A (), tnicamente habiendo sustituido los calculos para los términos de
error se obtendria en general tanto para n = 4 como para n > 4:

NN =C >k

k<RZ

=N rﬁ(/ﬁ) +0 (R(Ji\f% logRN> )

Con esta expresion se puede deducir lo siguiente:
Proposicion 1.21 Sea la expresion de N'(X\) en la forma anterior.

(A) Paran > 4 no es posible sustituir el término de error O(AY?>=1) por o(AY?>~1) ni extraer un sequndo término
principal.

(B) Para n =4 no es posible sustituir el término de error O(A*?~1log \) por o(A%?>~"loglog \).
Demostracion.
(A) Gracias al Lema 1.20, cada vez que R% alcanza un entero, la funcion N ()) incrementa una cantidad com-

parable a (R2,)(@~™/2pA(R2) < RERYM?*™Y = RI-2 Esto imposibilita sustituir el término de error
O(AY271) por 0o(A¥?71) o extraer un segundo término principal para A'(\).
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(B) En el caso N = 8, sea k = paps3 -+ pm €l producto de los primeros primos impares. Por el Teorema de los
cuatro cuadrados de Jacobi (Teorema 1.13) se tiene:

Tglgk):8(2+£_1)k)2d:82d_1:8 Sat) o Y a!

d|k d|k d|p2 dlpm
de0
SIS0+ IO - ) SIT.(—p°)  8/¢(2)  _ 48¢ o»
Tt —p; ") M, —p;)  e/logpy a2 =7

El Teorema de los Nimeros Primos sostiene que para x > 2:

0(x) := Z logp ~ x,

p<z

de donde k = elosk = ¢2j=2108Pi — (O(pm)=-log2 — e?®m) /2~ ePm /2. Al tomar logaritmos, loglogk ~
loglog(eP™ /2) = log(pm — log?2) ~ logpm, y asi se deduce que r%(k) ~ 48¢7/mw? - kloglogk. Para k =
R3% se tendria que R% loglog Ry ~ Aloglog A\ y cuando R% alcanza un entero, de nuevo gracias al Lema
1.20 la funcion A/()\) incrementa una cantidad comparable a (R3,)%?~2r%(R%) =< R% *R% loglog R} =
R?ifz loglog R%,. Esto imposibilita sustituir el término de error O(A%?~1log\) por o(A%?~1loglog\) en
N(N). El caso N =9 se deduce igual tomando k = 4psps - - - D, ya que en este caso el Teorema de los cuatro
cuadrados de Jacobi (Teorema 1.13) implica:

O
k)16 247
r‘*li):?Zd:ALZd‘lw log pm,
dlk/4 dlk/4 g

de donde Y (k) ~ 24¢7 /2 - kloglog k. Esto impide otra vez cambiar O(A%2~1log A) por o(A%2~1loglog \)
en N'(\). O

Para el caso n = 4, siguiendo técnicas de [HI89] es posible afinar un poco maés la estimacion del término de error
(’)(l:i;i\fn/2 log Ry) de N(\) para conseguir O(R%“) para ag > 2. Por otra parte, al estimar el término principal,
es posible rebajar un factor log Ry a (log Ry)%/® a través de métodos avanzados propios de Korobov y Vinogradov
[Wal63], lo cual produce al final el término O(A%2~1(log A)?/3). Como se puede observar, hay un salto entre el

factor (log )\)2/ 3 y el factor loglog A que se ha obtenido anteriormente en ciertos casos, lo cual sigue siendo hoy en
dia un problema abierto [IKKNOG].

§3. La Ley de Weyl en SO(V) para N < 8

Los casos contemplados en el Teorema 1.19 corresponden como se ha visto a N > 8 (n > 4), debido a que el
procedimiento que se ha seguido durante todo el Capitulo excluye los seis casos inferiores N = 2,3,4,5,6,7. Para
ver un desarrollo asintético que describa la Ley de Weyl en cada uno estos casos se utilizaran otros procedimientos,
de forma que se pueden obtener los siguientes resultados:

Proposicion 1.22 (Chamizo-G.) Para n =1 existen constantes positivas C1 y Cs tales que:
(A) EnSO(2): N(\) = C1 A2 +0(1).
(B) En SO(3): N(\) = C3\%/2 + O(N).

Demostracion.

(A) Se tiene la isometria SO(2) = S*, ya que SO(2) viene determinado por el 4ngulo de rotacion. Por ello, la Ley
de Weyl se puede establecer resolviendo el problema:

-y’ =Xy
y(0) =y(2m) (A>0)
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La solucién de la ecuacién diferencial viene dada por y(z) = eV ¢ imponiendo la condicion y(0) = y(27),

entonces 1 = eﬂ’”‘f para lo cual, v/ € N. De esta forma, los autovalores son de la forma A = k2 con k € Z,

cuya multiplicidad es 2, y las autofunciones corresponden a {e***%}, .y = {e?**}; <. Por tanto:

N =D 1=2[VA|+1=2)7 + O(1).

12<)
El término de error es preciso, pues cada vez que A alcanza un cuadrado, A'(A) aumenta en 1.

(B) En el caso SO(3) los autovalores son de la forma I(I + 1), correspondientes al operador momento angular en
fisica cuantica, cuya multiplicidad es (21 + 1)2. Asf, puesto que Z;n:l(% —1)2=(2m —1)2m(2m + 1)/6, se
deduce:

[VA+:—3] 3 3
N= S @+1i= Y @t1P—n A+1 o= (1LY Lo,
3 3 4\

1(14+1)<x 1=0

Si 1/(4)) < 1, el factor residual (14 1/(4)))%/2 es 14+ O(A™1) por el desarrollo de Taylor, y si 0 < A < 1/4,
entonces directamente /A + 1/4 —1/2 = O(1). En conclusion:

M) = 34+ 0.

De nuevo, el término de error es preciso, ya que cuando A alcanza un [(I+1), A/(\) aumenta en algo comparable
al?~ M\ O

Proposicion 1.23 (Chamizo-G.) Para n = 2, existen constantes positivas Cg y Cyo tales que:
(A) En SO(4): N(N\) = CgA\3 + O(N\*+27/82),
(B) En SO(5): N(\) = CioA® + O(\4+27/82),
Demostracion.

2

(A) El polinomio que define la multiplicidad de los autovalores es my(z,y) = (2% — y?)2. Por tanto, siendo

R? = )\ + 1 y suponiendo y > x, se tiene por las simetrias de m4(Z):

N =1 E mlene@=2 ¥ Smea) L= (oy/m-a

TEL? R4 yel,
0<z Sﬁy

donde la prima ’ indica que el término = 0 aparece multiplicado por 1/2. Aplicando (16) a la suma interior

se obtiene:
S ma(w,y) = 6 <\/Ri - x?) ma <x - x?) [T meay+ [ G
yel, T T

y sustituyendo en N'(X) se tiene la expresion N'(A\) = N7 + Ny + N3, donde:

T RN
N =2 Z / (z,y) dy, Ny =2 Z / Mlﬂ@) dy,
0<s x

0
o< 4 0<e<H Y
!
Ny =2 1/1<\/Ri—x2>m4< R4—x2)
ogmg%

Para el término N7, se separa la contribucién de x = 0 y se aplica de nuevo (16), consiguiendo:

2/}}/\/@ (2,y) dvd 2/1} 2 ( R? 2>¢()d
= my(x,y) dx dy — —my | z, —x z)dx.
0o S I SN - i !
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Aprovechando como en otras ocasiones que la integral de t(x) es O(1) por el Sequndo Teorema del Valor
Medio, en dos puntos intermedios £ y 7, la segunda de las integrales de N7 puede acotarse ast:

x . x(R? —22?) 4
e — T RQ—m2>w(JU)dm < maxi ‘/ ¥(z)dr| < Ry.
VRI —a? < * [0,24] V R? — x?
De esta forma, volviendo a tener en cuenta las simetrias de my se satisface:
1 _, N g
Ni= 7| ma(@)xr,(7)dT + O(R;).
]RQ
Por otra parte, para el término N> se procede de forma similar:
/R2—z? ,
No =2 Z / dy(y? —a?)(y) dy < Rj / Uy dy‘ < Rj.
0<z< e 7" 0<e<

Por tltimo, para el término N3 es posible aprovechar otro aspecto de la funcién v(z). Més concretamente, la
existencia de dos series de Fourier finitas [Mon94] para cada M entero positivo:

§ ai 2mimae

|m|<M

tales que af = O(M~1), af = O(m™1) y Q () < () < QT (x). Situando esta acotacion en el término N

se tiene:
23 aSm) <N <2 Y ansim),
=M ml<M
donde
/
S(m) = my (.17, m) eQ'frzm R2 2
ogzg%

1 : )
_ §R362‘“mR4 + Z Z (Ri _ 21‘2)2 e27r1m\ /R3—x2

1<2”< <r<—7=%

% <t g

En la suma interior de S es posible aplicar (26) al término exponencial tomando f(x) = my/R3 — z2, de

forma que |f'(z)| = |m|z/\/R3 — 22 < |m|/v/22/F1 — 1 en el intervalo Ry/v/2- (27%71,27¥] y escogiendo un
par de exponentes (k,£) se tiene:
Vsl < (lag | + lag |) R}

_ 1\’ | F Ry ¢
+ E (Jah| + lay|) Ry |1+ E <1— ) ( ) < )
m m 22u+2 2v0+1 v+1
et V2 1 v+1y/2

1<|m|<M

SL

1 \? 1 F 1\
~1p5 (44 k-1 _
KM "R} + Ry Z |m| <Z< (1 22u+2) (2\/m> (2y+1\/§>

1<|m|<M

S\»

< MR + M*R{T.

Al optimizar la estimacién obtenida igualando los sumandos se tiene M = RS%)

BA3B(0,1) = (11/30,16/30), se obtiene:

Ny =0 (Rffﬁﬁ) =0 (R%) .

Reuniendo las estimaciones de A7, N3 y N3, se concluye:

/4R, Asi, usando el par

N =g [ ma@xn, (@) dz+0 (R%) — N+ 0 (AQ%) .
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(B) El polinomio que define la multiplicidad de los autovalores es ms(z,y) = x%y*(z? — y*)?/576. Por tanto,
siendo RZ = 4\ + 10 y suponiendo y > z, se tiene por las simetrias de ms(Z) parax =2u—1ey = 2v — 1:

1

. VRE—(2u—-1)2+1
N = S Z ms(x,y)X R, (Z) = Z Z m(2u —1,2v — 1), I, := (u, il 5 ) ;
70?2 1<u< R5?ﬁ vel,
- = 2v2

Aplicando (16) a la suma interior se obtiene:

> ms(2u-1,20-1) =9 ( VIS - (2;‘_1)2“) ms <2u— 1,1/R2 — (2u—1)2>
vel,

\/ RE-(2u—1)2+1 / RE-(2u—1)2+1
z 2 oms(2u —1,2v — 1)
+ ms(2u —1,2v — 1) dv + 3 Y(v) dv,
u u v

y sustituyendo en A'()) se tiene la expresion N'(\) = N7 + N3 + N3, donde:
\/R2—(2u—1)241

Ni = Z / ’ ms(2u — 1,2v — 1) dv,

1<u< Batv2 “
=4=""

\/ RE-(2u—1)2+1

2u—1,20— 1
Ne= ) T O L2 ),
u v
1§ug%ﬁﬁ

Ns= Y w(VRg_Qg_l)QH)mg) <2u—1,\/R§—(2u—1)2>.

R5+2
1§ug;T
Para el término N se aplica de nuevo (16), consiguiendo:
Retv3 A/ EE-(Gu-DZ41
2v2 2
M = ms(2u — 1,20 — 1) dudv
1 u

R5+V2

- /1 b R2 2“(;: 1)2m5 (2u —h m) vl du
2 (2u—

Aprovechando una vez méas que la integral de 1 (x) es O(1) por el Segundo Teorema del Valor Medio, la
segunda de las integrales de N puede acotarse as:

R5+Vv2
2v2 2u—1

I Rg_4zu..1p7”5(2“'—1’w/R%-Cht—ru2)¢4u>du

2u —1)3(R2 — (2u — 1)?)(R2 — 2(2u — 1)2)? K
& i QHo DU 0 VOR300 P 17
[1732%\/5] R — (2u —1)2 13
De esta forma, volviendo a tener en cuenta las simetrias de ms se satisface para @ := (u,v):
1 1
Ni== [ ms(2u—1,20—1)xrst1 (@) dit + O(RE) = —/ ms(2,y)xr, (Z) dZ + O(RS).
8 R2 2 32 R2
Por otra parte, para el término N> se procede de forma similar:
\/ RE—(2u—1)241
_ : A 20 12 (90 112 12 12
N= Y £rg 2= 1220 = 1)((2u—1) = (20 = 1)) ((2u—1)* = 3(20 ~ 1)) (v) dv
e g
n
< Z RI / Y(v)dv| < RE.
3

R5+V2
1§u§72\/§
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Por tltimo, para el término N3 se vuelve a recurrir a las series de Fourier Q*(z) utilizadas en (A) para

obtener:
Z a,S(m) <Nz < Z anS(m),

|m|<M |m|<M

donde, deshaciendo el cambio x = 2u — 1:

S(m) = Z ms <2u —1,4/R% — (2u-— 1)2) orim(1+y/RE—(2u—1)2)

R5+V?2
lsus 22

1 . 3
_ 2 2 2 2 2\2 _mim(1++/R2—x2
= > > 22(R2 — 2%)(R? — 222)%emim ItV Fs—2?)
v< Bs Rs Rs
182" 75 Ao iT << 5aw
ze0

La suma interior de S(m), tomada con € O puede acotarse por la misma suma pero con =z € Z, y a
esta se le puede volver a aplicar (26) tomando en este caso f(z) = m(1 + \/RZ —x2)/2, de forma que

|f'(u)| = |m|z/(2¢/R2 — 22) < |m|/(2v/22"F1 — 1) en el intervalo R5/v/2 - (27V~1,27%] y escogiendo un par
de exponentes (k,¢) se tiene:

INs| < (lag | + lag |) RS

1 1 \? 1 m) "1 Rs \
+ - 8
+ Z (lah | + la,,|) RS ZR S <122V+2> <122u+3) (2\/m> <2y+1\/§
s

1<|m|<M 1<2v< 8
<M 'R}
2 k ¢
1 1 1 1 1
048 k-1 _ _
+ R; Z Im| Z 92v+1 <1 22u+2> (1 22u+3> (2\/W> (2y+1\/§>
1<|Im|<M 1<2v<fs

< M7'RY + M*RETS.

Al optimizar la estimaciéon obtenida igualando los sumandos se tiene M = Rél_e)/ (1+k), Asi, usando una vez
més el par BA>B(0,1) = (11/30,16/30), se obtiene:
515) .

143

g1 -1
Ny=0 (Ré”ﬂ) :0(3

Oty

Reuniendo las estimaciones de N1, Ao y N3, se concluye:

1

N(A):3—2 .

ms(Z)Xrs (2) AT + O (R*) = CLN + O (W%) .

Antes de proseguir con el caso n = 3, es posible probar una formula para 7% (k) [HW54]:

Lema 1.24 Se tiene:

ry(k) =46(k):=4 > 1-4 Y L
dlk dlk
d=1 (mod 4) d=3 (mod 4)

Demostracion. Sea k = 2%k ks, donde para p y ¢ primos:

k1= H pa7 ks = H qb-

p=1(mod 4) g=3 (mod 4)

Entonces §(k) = 6(k1ks). Los divisores de kiks vendran dados por:

[Ta+p+. ..+ ][O +a+...+ ),
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y seré de la forma 4m+1 si contiene un nimero par de factores ¢ y 4m+3 en caso contrario. Por tanto, sustituyendo
cada p por 1 y cada g por —1 se obtiene:

s = [Ja+ D] @

De aqui se deduce que si b es impar, entonces k3 no es un cuadrado y §(k) = 0, mientras que si b es par, entonces
ks es un cuadrado y (k) = d(k;). Por tanto, para probar el enunciado hay que probar que r5(k) = 4d(k;) cuando
k3 es un cuadrado y 0 en otro caso. Para ello, se descompone k utilizando los elementos de Z[i], llamados enteros
de Gauss. Notando que 2 = —i(1 + )% = i3(1 +1)2, k puede escribirse como:

k=% (1+0)* [[(pr + p2i)* (01 —p2i)* [ [ ¢*s (01 # p2. p =17 +13).

Esta factorizacion es tnica salvo producto por unidades y asociados de Z[i] ya que los enteros de Gauss forman un
dominio euclideo (cuyas unidades son u = £1, +4) y sus elementos primos corresponden a 1 + ¢ y sus asociados,
p1Epai divisores de p = 1 (mod 4) y los primos g = 3 (mod 4). El objetivo es encontrar el niimero de descomposiciones
de k como k = A% + B? = (A + Bi)(A — Bi), donde cada factor satisface:

A+ Bi=u(l+ ) [[1 +p20)" (01 —p2)= [[ ", A= Bi=a(t =) [[( —p2i)* (01 + p2i)™ [ ¢
Puesto que |A + Bi| = |A — Bi| = A? + B?, al igualar ambos se llega a que a; + az = a y 20’ = b. Con esto
se observa que una condicién necesaria para que k = A% 4+ B? es que todos los exponentes b sean pares. Por

otra parte, se tendran a + 1 elecciones de los exponentes a; y cuatro posibles elecciones de la unidad u. Por tan-
to, 7%(k) = 4d (k1) si todos los b son pares y 0 en caso contrario, lo que es equivalente a lo que se queria demostrar.[]

Este resultado se puede emplear para probar los siguientes pasos previos [Cha98| a la demostracion del caso
n=3:

Lema 1.25 Sean las cantidades para N = 6,7:

M(Ry) :

Z 1, S(RN) = M(RN) -

AEBY  NAS
donde A=Z siN=6,A=0siN=7rs=1yry=1/8.

(A) En cada caso, dado 6 = Ry° con 0 < ¢ < 1 existe Ry € (Ry — 2, Ry + 2) tal que:

el) = =0 52 ) i) cos (i Vi) + 0 (015),

siendon’ =n st N =6,n =n/d si N="T7,e>0yn e C¥(-1,1) una funcion par con n(0) = 1 y
Fin(d|IZ])] > 0 para todo .

(B) &(Ry) =0 (R?;J/ZE’“).
Demostracion.

(A) Sean 0 < £ < 1 arbitrariamente pequeno y ¢5(-) := F[n(d] - ||)]. Como n € C§°, para & — oo se cumple para
m grande que F[n](&) = O(|¢|~™). Por tanto, realizando el cambio ¥ = /¢:

0s(@) = [ aolae = Eaz =57t [ aiae =9 ag = 5710 (571,

lo que implica para k := me — 1, teniendo en cuenta que F[¢ps](0) =n(0) =1y n € C§°:

[ 806 =0 (52-00-0) 0

/4 ¢5(5)ng/ os@de— [ o df=1+0(").
[[€]|<ot—= R3
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Sea X r, la funcién caracteristica de B%N ysean Ry 1 = Ry —251—¢cy Rygo= Ry +2617¢. Puesto que Ry <
RNy < Ry, sus funciones caracteristicas respectivas verifican que xr, , (¥ — &) < xry (@) < XRy o (T — 13

para todo & siempre que H{H < §'~¢. Esto implica que para j = 1,2:

+

= L= - = < Xgy(T)+0O(5F) sij=1
/|E|§615 ¢5(£)XRN'J ($ ) /|£|>51 e ¢5(£)XRN'J (x 5) g {Z XRy (f) + (9(5’“) sij=2

Uniendo ambos casos, se deduce que O(6%)+ (5% Xy, ) (7) < Xry () < (95 % X Ry ) (7T) + O(6F) para it € A3,
luego existe Ry con |R)y, — Ry| < 26'7¢ tal que usando la estimacion de ¢s se llega a:

MEBy) = > xen@ = D (Gsrxm)@+ D, 0@

3 ros 3 3 = 3 3
nA AEB oo 5, N AEBS 0, NA

[
s
=

*
=
=
e

)+O | D0 (Gsxxmy)(@) | + OB RY) = D (95 % xay, )(i0) + O(*RY),

REA3 |17[|>100R N REAS

> Goom)M) = 3 /M, o= di =0 (" 'Ry 3 A" | = O (" RY).

7] >100 Ry 7] >100R 17]|>100R

El objetivo es aplicar (17) a la suma de M(Ry). Para poder hacerlo, en el caso particular N = 7 es necesario
expresar la suma en O como una suma en Z3. Por tanto, si i = (n1,n2,n3) y n:= n? +n3 + n2 = ||7i]|?, se
puede deducir agrupando los casos N =6y N =T:

> (G5 xXry )(7) = in Y Flos % xay, (i)™t tmIN — o N (—)NP(8)17 ) Flx g (7)),
neEAS nEL3 nezZs

donde 7’ =7isi N =6y n' =1/2si N =7. A continuacion, se evaltia la transformada de Fourier de x g/ (77').
En general, si f es una funcion radial, es decir, f(Z) = g (||Z]]), entonces su transformada de Fourier verifica
que F[f](§) = F[f1(0,0,[]]). Puesto que x g, es una funcién radial por definicién, se deduce para 71’ # 0:

Ry 27 g i
Flxig ) = FixagJO.0 170 = [ [ [ eamnimien,2 engar g
0 6=0

1 2 / / / 1
=_,-( Ry cos(2m Ry ||7'|]) + sen(7rRW||)> fty cos(2m Ry |7’ )+(’)(| )

il 2| | 2 ®

Por otra parte:
R 47
— N A7 — 3 _ / \3
Flxry,](0) = /]RS Xry (T) dT = By, | = 5 (Ry)”.

Sustituyendo estas expresiones en M(Ry) se obtiene:

ATk N kN R 2 (0|7
M) = T2 P = 205 )N O cosCani )
A€Z3\{0}

()l ) kg3
+o| Y R ) O (6" R%).
neZ3\{0}

Asi, transformando las sumas con 7 en funcion de sus modulos, la expresion de E(Ry) queda:

E(RN):47T;;N ((Ry)® - KVNR Z Nnr?’ )(5\F)cos(2ﬂ'RN\F)

+0<OO ri(n) (5\F)>+0(5k1~2§v).
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A partir de aqui pueden hacerse algunas simpliﬁcaciones En primer lugar, dado que § = R™“ con 0 < ¢ < 1,
es posible deducir empleando la identidad a® — b® = (a — b)(a? + ab + b?):

ATk N

3 ((Ry)? = RY) < (Rn +26'7°)% — RY, =26"7° (3R}, + 6RN6'° +46°7%%) < §' R < SRY™.

Por otra parte, gracias al Lema 1.24 se cumple que 75(n) < d(n) = O(n?), por lo que:
r?(n)zZrQ n—m Z(’)(n— )zO(n%JrE).
m2<n m2<n

Teniendo esto en cuenta y que n € C§°(—1,1), entonces los términos de las sumas en £(Ry) contribuiran a
la misma siempre que dv/n’ < 1. En particular, para la suma del término de error se tendra:

= rZ(n rZ
Z(;IgS/)Qn((S\/T?) < Z 33/2 < Z

n<§—2 n<d—2

< 6%,

Al sustituir estas simplificaciones en £(Ry), su expresion queda con los términos de error O(§R3 ), O(5*RY;)
y O(672). Puesto que k = me — 1, el mayor de ellos es el primero tomando m suficientemente grande y asi
se concluye el enunciado.

(B) Para n =n? +n3 + n? con 0 < n3 < ny < nq, sea la suma trigonométrica:
Sy = Z r%(n)e%m;\’m < M? Z e2mi Ry /(n])2+(n})?+(n})?
n<M? M/\/3<n1<M

La idea es aplicar (26) para lograr la estimacion del enunciado. Fijando los parametros ny y ns, sea f(ny) =
v/ (]2 + (nh)2 + (nf)2. Entonces su derivada verifica:

. ol o
) = e e e~

Aplicando el par de exponentes A2B(0,1) = (1/14,11/14), se deduce que Sy < M2T11/14(RY )14 E] ltimo
paso es expresar £(Ry) en términos de Sy y aplicar su estimacion junto con (14):

Z o, .
E(Rn) < Rl Z r5() o (sz;V\/ﬁ) +ORY =Ry Re | > T?)T(”)JMRNW +8R%te

n<§—?2 n<d—2

5~ 2
1

Al optimizar la cota igualando ambos sumandos se obtiene § = (R/y )3/5]%7(2“)14/25 y al sustituir, teniendo
en cuenta que Rjy < RN, se concluye que E(Ry) < RY/PT17e/25 < pT/25%e O

Con este resultado, el caso n = 3 se vuelve un célculo directo:

Proposicion 1.26 (Chamizo-G.) Paran = 3, existen constantes positivas C15 y Co1 tales que en SO(6) y SO(7)
se verifica respectivamente:

N = CisA2 £ ONP/273 4 0g ), N(N) = O A2/2 + O(N2/273/410g \).

Demostracion. Recuperando la formula del final del Paso 2 de la Seccion 2, valida en general, para n = 3:

N() CINPOZk ()+O( %].OgRN>.

k<R2

Gracias al Lema 1.25, se ha probado que existe un nimero o < 3/2 tal que:

4Tk
> ri(k) = =Ry + O(RY).

E<RZ,
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Por tanto, basta aplicar (14) para obtener:

d—3 [B% - _3
NA)=CinPy Z 7”:3;&(/?) Ril\;_g — ?/ Zr?(kz) 4 +0 (R}i\, : logRN)
k<R3 ! k<t
_ 4K N

=4 CinPoR% + O (R ?)+ 0 (Rf\,_% log RN) .

Puesto que o < 3/2, el segundo término de error es mayor que el primero y al ser Ry ~ A/2 se concluye el
enunciado. 0
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Capitulo 2

Una prueba simple del Teorema de los
Numeros Primos en Progresiones
Aritmeéticas

§1. El Teorema de los Niimeros Primos, sus diferentes pruebas y su
extension a las progresiones aritméticas

De entre los resultados clasicos mas importantes de la Teoria de Numeros, el llamado Teorema de los Numeros
Primos ha supuesto todo un hito en cuanto a la influencia que ha tenido en gran cantidad de resultados posteriores
y un gran desafio dentro del mundo matematico para encontrar una prueba que lo sustentara. Todo ello se origino
en un intento por describir una ley que explicara la aparentemente aleatoria distribucién de los niimeros primos
dentro de los nimeros naturales, una vez que Euclides (300 a.C.) probara la existencia de infinitos [Euc02]. A partir
de aqui, se ha intentado describir tal comportamiento de dos formas: o bien a través de una férmula que originara
una infinidad de ellos o bien a través de leyes que describieran el comportamiento general de los mismos. En esta
ultima linea, se podria decir que el primer Teorema de los Nimeros Primos fue enunciado de forma conjetural por
Legendre en 1798 en base a una tabla de valores. De forma general, tanto Legendre como matematicos posteriores
sostuvieron que si () es la funcion contadora de primos hasta un nimero real x, se tenia para cierta constante A

(diferente segun los autores):
x

w(x) ~ ———
(z) logx — A’
siempre que x recorriera un rango especifico. De hecho, lo que ocurre es que para cualquier constante A, este
enunciado es equivalente al Teorema de los Numeros Primos, que afirma:

()

xT

~ logz”

Como se ha comentado, no ha existido un tinico enunciado para el Teorema de los Numeros Primos y se ha buscado
establecer equivalencias entre ellos con el fin de tener varias opciones para investigar una prueba o para deducir otros
resultados concernientes a las funciones involucradas. Dichas equivalencias han sido constatadas por matematicos
como Tchebychev o Landau. De entre ellas, las mas clésicas y que seran tutiles en este Capitulo son las siguientes:

m(x) & YPx) = Z An)~z & M(z):= Z u(n) = o(x).

n<x n<x

- log

No fue hasta 1896 cuando el teorema fue probado de forma independiente por los matematicos Hadamard [Had96]
y de la Vallée-Poussin [VP96]. El fundamento de dicha prueba esta intimamente ligado a la mundialmente conocida
y atn no demostrada o refutada Hipdtesis de Riemann. Presentada por Riemann en su famosa memoria [Rie75],
sostiene que la funcion:
1

(s) == s

n=1

posee sus ceros no triviales como funcion de la variable compleja s en la recta Im(s) = 1/2. En la prueba de
Hadamard y de la Vallée-Poussin se utiliza, entre otros aspectos, el hecho de que ((s) # 0 para todo s = 1 + it con
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|t| > 0. Esto unido a técnicas de integracion de contorno en regiones que rodean ceros triviales de {(s) y la region
de convergencia absoluta de la propia funcién deriva en una prueba de caracter analitico que supuso un triunfo ya
que por primera vez existia una explicacién fundamentada del comportamiento de los primos.

Una vez que se tuvo el comportamiento asintético, el siguiente paso consisti6 en mejorar el término de error
que se produce al comparar w(x) con z/logx, para lo cual de la Vallée-Poussin pudo deducir casi al mismo tiempo
un término de error més preciso y reducido llegando a concluir que para una constante absoluta C' > 0 se tiene:

Y(x)=2+0 (xefc‘/@) .

El poder afinar de forma progresiva el término de error supone aplicar integracién de contorno en diferentes
dominios, en los cuales la dificultad radica en ver que no contengan ceros de ¢(s). En el periodo comprendido entre
1958 y 1965, los matemaéticos Vinogradov [Vin58| y Korobov [Kor58| probaron la mejor estimacion conocida hasta
el momento, que corresponde a la asintotica:

b)) =z+0 <x601og§ w(loglogw)é> 7

para x > 3y C' > 0 otra constante absoluta. El fundamento de la prueba de esta versiéon radica en cotas mas finas
para ((s) en torno a la recta Re(s) = 1 gracias a un resultado propio de Vinogradov [Vin35], [Vin36] acerca de la
estimaciéon de sumas exponenciales.

Paralelamente a todo este desarrollo histérico, durante un periodo de tiempo surgié una corriente que, dada
la complejidad de las pruebas que se han mencionado anteriormente, de caricter analitico, busco el ver si existian
pruebas llamadas elementales, las cuales se fundamentaran en una manipulacion de las propias sumas involucradas,
sin recurrir al uso de técnicas propias de otros campos como la variable compleja, reduciéndose a utilizar aspectos
vy propiedades muy basicos. En este sentido, a pesar del escepticismo que habia en torno a dicha existencia de
pruebas elementales para grandes resultados como este, en 1949 Erdds [Erd49] y Selberg [Sel49] publicaron la
primera prueba elemental del Teorema de los Numeros Primos en su forma v (z) ~ x, cuya demostracion parte de
la idea fundamental dada por una identidad que demostrd Selberg:

Zlog2p+ Z logplog g = 2z logx + O(x).

p<z pPq<z

La apariciéon de una prueba de estas caracteristicas hizo despertar todo un interés por la persecucién de mas
pruebas elementales para otros resultados. Desafortunadamente, el precio que hay que pagar en cada una de estas
pruebas es que los argumentos elementales hacen que las demostraciones sean mucho mas largas e incluso tediosas
en comparacion al uso de otros métodos més analiticos. Es por ello que esta tendencia no gozé de una popularidad
duradera en el tiempo.

A partir de la identidad de Selberg es posible deducir la desigualdad:

|M(z)|logx < Z ‘M (%)‘ + O (zloglog3z),

n<zx

algo que permitié en 1955 a Postnikov y Romanov [PR55] probar igualmente de forma elemental que M (x) = o(z).
A partir de estas pruebas, se refinaron los métodos utilizados por Erdés y Selberg, v asi, tomandolos como referencia,
surgieron otras pruebas algo menos elementales como la de Bombieri [Bom62] y Wirsing [Wir64] en 1962-64:

Y(x)=2+0 (m log~* x) ,
para A > 0 constante arbitraria; o la de Diamond y Steinig [DS70] en 1970:

W)(z) - :C‘ < xeflog% z(log log z) ™2

)

100 .
para todo x > e¢ . Aunque, como se ha comentado, en todas estas pruebas posteriores el argumento se vuelve
menos elemental si se compara con pruebas como la de Selberg, como contrapartida ofrecen mas informacién acerca
del término de error.
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Como alternativa a las pruebas elementales, existe una via intermedia entre ellas y las pruebas analiticas. Méas
concretamente, ;existiria una forma de encontrar una prueba analitica pero lo suficientemente simple como para
que pudiera ser considerada en cierto sentido elemental? Iwaniec publico en su libro Analitic Number Theory, en
coautoria con Kowalski, una version de la prueba del Teorema de los Numeros Primos en su forma:

M(z)=2+0 (xlog_Ax).

En dicha prueba, Iwaniec parte de eliminar el polo que tiene la funcion ((s) en s = 1 para buscar una serie de
acotaciones superiores e inferiores de tal manera que al usar una férmula estandar del calculo diferencial y un resul-
tado de integracion compleja en una regién muy sencilla, logra probar dicho enunciado. Asi se logra una extension
mas corta y un argumento mas simple en comparaciéon con otras demostraciones tanto analiticas como elementales.
Aunque el punto de partida de Iwaniec sea eliminar el polo de ((s), este paso inicial no es algo crucial (de hecho,
Cohen escribe una version de la prueba sin hacerlo [Coh07]) aunque facilita la construccion de las acotaciones
posteriores. Si se observa la prueba de en si, la conclusion a la que se llega es un comportamiento asintético que da
lugar a un término de error que obviamente no corresponde a la mejor cota que se conoce hoy en dia, pero ofrece
un grado de simplificacion tal que podria ser considerada una prueba elemental. Este seré el punto de referencia
para el desarrollo de este Capitulo.

Una vez que se conoce el comportamiento asintético en los primos, el siguiente objetivo es considerar qué ocurre
si en lugar de seleccionarlos todos, se toman tnicamente aquellos que estén en cierta progresiéon aritmética dada,
es decir, aquellos que cumplan p = a (mod q), siendo a y ¢ enteros positivos cualesquiera. El resultado, una vez
que se aplican ideas analogas a las que han conducido hacia el Teorema de los Numeros Primos tanto en sus
argumentos analiticos como elementales, es el Teorema de los Nimeros Primos en Progresiones Aritméticas. Mas
concretamente, es posible deducir que cantidades como:

Z 1, Z A(n);

p<lzx n<x
p=a (mod q) n=a (mod q)

tienen para cada a y ¢ fijados y coprimos desarrollos asintéticos equivalentes como

Li(z) Lo (xe_c\/@> {Li(w) _ /j dt } 7 4o <x6—0@> .

©(q) logt ©(q)

Los desarrollos pueden afinarse introduciendo nuevos conceptos para obtener estimaciones analiticas mas complejas
[TK04].

A priori, el comportamiento asintético de los primos en progresiones aritméticas puede no ser similar, ya que
se esta considerando un subconjunto muy concreto del conjunto de todos los primos. Ademas, el hecho de que
se seleccione tal subconjunto debe verse intuitivamente reflejado en dicho comportamiento. Por tanto, de aqui es
posible plantearse las siguientes cuestiones:

= ;De qué manera pueden seleccionarse los primos que cumplan la correspondiente condiciéon p = amod ¢?

= Dados cualesquiera a y ¢, jes posible encontrar una infinidad de primos sobre los que se pueda estudiar un
comportamiento asintotico?

= Una vez hallados tales primos, jcual es el comportamiento asintotico?

A lo largo de este Capitulo se recorreran todos los requisitos y herramientas necesarios para dar respuesta a
cada una de las cuestiones planteadas, llegdndose a probar una version del Teorema de los Numeros Primos en
Progresiones Aritméticas acorde con las ideas de Iwaniec en su prueba del Teorema de los Numeros Primos.
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§2. Los caracteres y funciones L de Dirichlet y el Teorema de Dirichlet

Para poder seleccionar aquellos primos p que verifican la condicién p = amod ¢, se introducen las siguientes
herramientas:

Definicion 2.1 Un cardcter de Dirichlet mddulo q es una funcion aritmética x : Z — C que satisface las siguientes
propiedades:

(4) x(n) = x(n+ q) para todo entero n.
(B) x(n) =0 siy solo si med(n,q) > 1.
(C) x(mn) = x(m)x(n) para cualesquiera enteros m y n.

El Teorema de Euler-Fermat [Apo76] sostiene que a?@ =1 (mod q) siempre que a sea coprimo con ¢. Gracias
a esto y a la condicion (C), se deduce que 1 = x(1) = x(a¥@) = x(a)?? para todo caracter x. Entonces x(a) es
una raiz ¢(q)-ésima de la unidad. Ademas, dada una raiz primitiva de (Z/qZ)*, es posible asociarle cada una de
las ¢(q)-ésimas raices de la unidad, por lo que existen ¢(q) caracteres de Dirichlet modulo ¢. De entre ellos, uno
poseeré especial importancia. Asociando a la raiz primitiva de (Z/qZ)* la raiz de la unidad 1, se obtiene el llamado
cardcter principal xo, que verifica xo(n) = 1 para todo n coprimo con q.

De la definicién pueden deducirse nuevas propiedades de los caracteres de Dirichlet médulo ¢:

Proposicion 2.2 (Relaciones de ortogonalidad) Se tiene:

a(mod q) 57 X 7& XO'

(B) SiX es el caracter conjugado de x, se verifica:

1 Z X(n)X(a)Z{l sin = a(modq),

0 en otro caso.

En particular:

0 en otro caso.

T X(n):{w(q) sin =1 (modg),

Demostracion.

(A) Denotamos por S a la suma en cuestion. Si x = xo, entonces x(a) = 1 para todo a coprimo con g y x(a) =0
en cualquier otro caso, por lo que:

S= > 1=¢.
1<a<q
mcd(a,q)=1

Si x # Xxo, entonces existe a’ coprimo con ¢ tal que x(a’) # 1. Como a recorre los valores de 1 a g, asi lo hace
también b = aa’ reduciendo modulo ¢. Por tanto:

x@)S= > xl@x@)= >  xle)= Y xb)=S5
1<a<q 1<a<q 1<b<gq
mced(a,q)=1 mcd(a,q)=1 mcd(a,q)=1

Como x(a’) # 1, se concluye que S = 0.

(B) Si a no es coprimo con ¢, entonces x(a) = 0. Por tanto, se pueden tomar tnicamente y sin pérdida de
generalidad los (¢) nameros a coprimos con g. Considerando también los ¢(q) caracteres de Dirichlet modulo

q, sea A = (aij)p(q)xe(q) 12 matriz tal que a;; = x;(a;). Entonces al aplicar (A4), la matriz B = AA' cumple:

! — Rt ¢(g) st XX = Xo
bi' = \a i\akg) = iXq)lag) = A ’
i gzo Xi(ak) X5 (a) g:o (xix7) (ax) {0 o Otr0 caso.
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Puesto que x;X; = Xo si y solo si i = j, entonces b;; = ¢(q) si ¢ = j y 0 en otro caso. Esto implica que
AA' = ©(¢)!. Utilizando el hecho de que A conmuta con su matriz inversa, entonces C = A'A=AA = w(g)I
y cada entrada de C verifica:

p(q)—1 (p(q) S = a;

— P = a;,
= Z Xe(axn(az) = {O en otro cJaso
k=0 ’

Teniendo en cuenta que si a = b (mod ¢) entonces x(a) = x(b) para todo Y, se verifica la primera identidad
del enunciado y aplicando la misma para a = 1 se concluye la segunda identidad. 0

Las relaciones de ortogonalidad que se acaban de probar muestran la forma en la que se pueden seleccionar los
primos p = a (mod q). Esto resuelve la primera cuestion planteada al final de la Secciéon 1. El objetivo siguiente es
probar la existencia de infinitos primos en una progresion aritmética a +ngq con n € N. Para lograrlo, los caracteres
de Dirichlet apareceran en ciertas series cuyo comportamiento se analiza a continuacion:

Proposicion 2.3 (Sumas que involucran caracteres de Dirichlet) Sea x un caracter de Dirichlet no principal y sea
f(z) una funcidn no negativa tal que f'(x) es negativa y continua para x > xo. Entonces paray > x > xg se tiene:

> x(n)f(n) = O(f(x)).
z<n<y
Si ademds lim f(z) = 0, la serie total es convergente y su suma parcial verifica el siguiente comportamiento
x oo
asintotico: .
D o x(m)f(n) = x(n)f(n) +O(f(x)).
n<lz n=1

En particular, se verifican las siguientes identidades:

Z;XE? :7;><§:L)+O (i) > X(n)vjogn :; x(n);ogn Lo (bix) |
£ 8eo()

y de la definicion de x se deduce que para todo k natural, A(kq) = 0. Por tanto |A(x)| < |A(q)] = ¢(q) v asi,
A(z) = O(1). Como por hipotesis f(y) < f(z), empleando ahora (14) se verifica:

S xwi() = AW — AW — [ ADF @ de = 0 () + O() + O ( [ 1o dt) — O(f(x).

z<n<y

Si ademés lim f(x) = 0, entonces para todo € > 0 existe una constante M > 0 tal que para todo > M es
Tr—r00

|f(z)] < e. Luego para Ny > Ny > M se tiene aplicando lo que se acaba de probar:

S x(m)f(n)| < Ol < Ce.

Ni<n<Ns

Aplicando el criterio de convergencia de Cauchy, la serie:

> x(n)f(n)
n=1
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es convergente y se concluye:
D ox(m)f(n) =" x(n)f(n) + Jm > x()f(n) =Y x(n)f(n) + O(f(x)).
n=1 n<x r<n<ly n<z

Finalmente, tomando respectivamente f(z) = 1/z, f(x) = log(x)/z y f(x) = 1/y/x para & > 1, se deducen de
forma inmediata las tres identidades. 0

De las tres identidades que han podido deducirse del resultado anterior, tomando las series infinitas que aparecen
en las dos primeras, éstas seran las méas importantes para el objetivo buscado:

Definicion 2.4 Sea x un caracter de Dirichlet modulo q y s € C. Se define la funcion L de Dirichlet como la serie

infinita:
o0
=>
n=1

Como funcion de la variable compleja s, L(s, x) se define para Re(s) > 1, donde la serie converge absolutamente.
Ademas, admite una derivada respecto de s que corresponde a la serie infinita:

Z x(n logn

En el limite de la regiéon de convergencia absoluta, cuando s — 17, se dan los valores especiales L(1,x) y L'(1,x),
que gracias a la Proposicion 2.3 definen series convergentes siempre que Y # Xg, por lo que en ese caso quedan
también bien definidos. De hecho, puede precisarse un poco mas sobre ellos:

Proposicion 2.5 (Propiedad de no anulacion) L(1,x) # 0 para todo caracter x real no principal.

=> x(d)
d|n

X (n) es una funcion multiplicativa por (3) ya que x es multiplicativa. Véase que para todo n se verifica que
X(n) >0y si ademés n es un cuadrado, X (n) > 1. En efecto, para n = p* se tiene:

k
=Y X)) =1+> ¥

Jj=0 Jj=1

Demostracion. Sea la funcion

Al ser y real, inicamente toma los valores 0, £1, por lo que X (p*) toma los valores 0 (si x(p) = —1 y k es impar),
1 (si x(p) =00 x(p) =—1ykespar) ok+1 (si x(p) = 1). De todo esto se deduce que X (p¥) > 1 si k es par. Sea
ahora n =py"--- pffT. Por multiplicatividad se tiene:

n) = [1xw;)

Cada factor es no negativo, por lo que X(n) > 0. Por otra parte, si n es un cuadrado, k; es par para todo j y se
concluye que X (n) > 1. Una vez visto esto, sea ahora la funcion:

La serie total asociada es divergente, ya que:

A(z) > Z \f Z — +00, cuando z — +o0.
. m<\f

n<z
n=m

Véase ahora que A(x) = 2\/xL(1,x) + O(1) para todo z > 1. Para ello, se efectiia el siguiente desarrollo:

d
Alw) = Y =3 -y 2

n<z d|n dd'<z
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Aplicando (7) a la suma interior con z1 = z2 = \/z, f(n) = x(n)/v/n y g(n) = 1/4/n se obtiene:
x(d) x(n) ,( 1z
Alw) = ddzﬁ = n;ﬁﬁG (%) +n<zﬁ =F (5) - Fva)G(va),
donde, gracias a (24) y a la Proposicion 2.3:
o) Sk (L Do L L
Flz)=>_ NG _; v +o<ﬁ>, G(x) Z;\/ﬁ 2f+c+o<\/5>.

n<z

Sustituyendo ambas expresiones en la identidad anterior, denotando S a la serie infinita que aparece en F(x) y
volviendo a aplicar los resultados mencionados, se verifica:

Awy=2v5 3 MWpo v MWy g L asdio LS il vo 52 3 1] von
N wevs VY \Clow: \Clow:

NS M0 | o(1) = 2/FL(L ) + 0.

Como A(z) — +o0, se concluye que necesariamente L(1, x) # 0. O

La propiedad L(1,x) # 0 no es exclusiva de los caracteres reales y ademas se muestra de forma mucho maés
sencilla si x es complejo. Si fuera L(1,x) = 0 para x complejo, entonces L(1,%) = 0 y el producto:

IT
x (mod q)

tendria un cero en s = 1, lo cual contradice el hecho de que el producto sea en realidad una serie de Dirichlet cuyo
término general a,,/n® verifica a, > 0y a3 = [[x(1) = 1. Esta propiedad de no anulacién implica directamente
que el cociente L'(s,x)/L(s,x) no tiene un polo en s = 1 para x # Xxo, lo cual sera utilizado en la prueba de la
infinitud de primos en progresiones aritméticas que se busca.

Respecto al caso x = xo, notese que la funcion L(s, xo) es similar a la funcion zeta de Riemann ((s):
Lema 2.6 (Relacion entre ((s) y L(s, xo0)) Se tiene:
L(s,x0) = ¢(s) [J(1 = p™).
plq
Demostracion. Como se muestra en (12), ¢(s) y L(s, xo0) admiten sendos productos de Euler:
1 1
C(S):Hl_i L(s,x0) =] |
p

p’ 1= xo(p)p~*

Comparando ambos productos, se obtiene la identidad buscada. En realidad se puede observar que la funciéon
L(s, xo0) es similar a la funcion zeta de Riemann ((s) salvo por aquellos primos que dividen a g, los cuales no
contribuyen a la suma. O

Sea el conjunto A = {1} U{p1---p, : pil¢g para todo i, p; # p; para todo i # j}. Entonces el producto finito
que relaciona ((s) con L(s, xo) puede expresarse como:

—1)w(n)
o= Y S

plg neA

Esta nueva forma del producto permitira derivarlo con mayor facilidad. Ademas, para aprovechar convenientemente
la relacion entre ((s) y L(s, xo), se utilizara el siguiente resultado conocido:

Proposicion 2.7 (Férmula de Mertens) Se cumple para todo x > 1:

1
Z L logz + O(1).

p<z
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Demostracion. Partiendo de la segunda identidad de (5) aplicada a la funcion A(n) se tiene utilizando (11) y

(20):
)= ZA(n) L%J = ZZA(C[) = Zlogn =zlogx + O(x).

n<z n<z d|n n<z

Sea t/2 <n <t. Entonces 1 <t/n <2y asi |t/n] = 1. Esto permite deducir por (20):
S A=Y Am) L] <rw—2f (L) =trogt—2- Liog L + 0(t) = Ot).
n| 2 2 2
L<n<t L<n<t
En consecuencia:

Yam= Y Yo am= Y @(;n)—@<xi;n>—0(x)-

n<x 1<2m <z 2m?+1 <n<sm 1<2m <z m=0

De aqui se sigue que es posible eliminar la parte entera en f(z) y como la parte fraccionaria siempre es O(1), se

obtiene:
zlogz + O(x ZA L%J :ZA(n)%+O ZA(n) :x2#+0(x).

n<zx n<x n<lz n<x

a+1

Por ltimo, basta observar que por definicion de A(n), si « es el menor exponente tal que p > x para todo p,

como logt = O(t°) para todo € > 0, entonces:

A(n lo lo lo lo
P Ayl Sy ke gk o (53l ) -y o)

n<z p<z p k=2pk<zx p<z k=2n=1 p<z

Sustituyendo este resultado se concluye el enunciado. O

Al tomar limite cuando  — oo en la Formula de Mertens, se obtiene:

Zloﬂ:Jroo,

P

que refleja obviamente la infinitud de los primos. Este hecho implica que el cociente ¢’(s)/((s) tiene un polo en
s =1, ya que recurriendo a (8) para las series de Dirichlet de ¢'(s) y 1/¢(s) dadas por (10) y (9) respectivamente
y bien definidas para Re(s) > 1, se deduce por (11):

. d(s) (,u*log = logp logp
s]igl‘*' C(S) B 51~1>D1f1+ng1 ng ; ;22

Con esto se puede proceder a probar el resultado que responde a la segunda cuestion planteada en la Seccion 1:

Teorema 2.8 (Teorema de Dirichlet de primos en progresiones aritméticas) Existen infinitos primos en la progre-
ston a +nq conn > 1.

Demostracion. En primer lugar, gracias a la convolucion 1 x p = id utilizada para probar (9) y a que los
caracteres de Dirichlet son funciones completamente multiplicativas, se deduce que 1x * pux = (1% u)x = id- x. Por

tanto, recurriendo a (8):
x(n x(n)id(n
Loy 35 M) _ $° X0H) _

Por esto y por la definicion de L'(s, x), multiplicando ambas series y empleando (8) y (11) una vez mas, se tiene

para X # Xo:
L’ (s x

Mx

Por otra parte, recuperando la relaciéon entre ¢ ) ( (Lema 2.6) se obtiene:

» X0
L'(s,xo0) ()L, —p7%) +C(s )ZnGA( )w(n)+1logn ¢'(s)
L(s,x0) (S) [, —p°) ¢(s)
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Usando ahora las relaciones de ortogonalidad de los caracteres de Dirichlet (Proposicion 2.2.(B)) se deduce por las
Proposiciones 2.5 y 2.7 y sus desarrollos posteriores:

An) o~ X(MA(n) _

1/ — L. .

dmoel Y, o= lmo > ) ST X
n=a (mod q) X (mod ¢) n=1

=1m (- 7L<S’X) 3@ -9 o)) = o) + .

s—1t

Con esto se concluye el enunciado, ya que al ser logp/p < 1 para todo primo p:

po= 3 AWy ey oy e

n=a (mod q) p=a (mod q) k=2 pk=a (mod q)
log p e 1 log p
- Y Mro(yy L)y Mo
p=a (mod q) k=2n=1 p=a (mod q)
de donde: :
ogp
+oo = Z < Z 1=#{p=a(modq)}.
_ p _
p=a (mod q) p=a (mod q)

O

§3. Extension de la prueba de Iwaniec para el Teorema de los Numeros
Primos en Progresiones Aritméticas

El objetivo que se persigue es intentar reproducir y extender la prueba que Iwaniec dedujo para el Teorema de
los Nimeros Primos al caso del Teorema de los Numeros Primos en Progresiones Aritméticas, y asi dar respuesta
a la dltima cuestion que se planteo al final de la Seccién 1. Podria parecer que la extension es inmediata, y de hecho
en cierta forma es asi, pero si establecemos la analogia en que en el caso de las progresiones aritméticas haya que
utilizar las funciones L de Dirichlet L(s, x) en lugar de ((s), existen varios detalles que cambian ciertas partes del
argumento de Iwaniec, ya que el comportamiento de L(s, x) cuando x # Xo no es igual al de {(s) especialmente en
el entorno del punto s = 1, hecho que es clave en la demostraciéon de Iwaniec. Sin embargo, como se vera, esto no
supone un obstéaculo insalvable para poder reproducir el argumento de dicha demostracion.

A. Enunciados equivalentes del Teorema de los Numeros Primos en Progresiones Aritméticas.
Gracias al Teorema de Dirichlet, cobra sentido el estudiar un comportamiento asintético para los primos que per-
tenecen a una cierta progresion aritmética. Analogamente a como sucedia en el caso del Teorema de los Numeros
Primos, no existe una forma tnica de establecer un enunciado para el resultado y en la literatura se han originado
pruebas tanto analiticas como elementales para varios de ellos. En esta seccion se van a recordar las equivalencias
entre los tres enunciados més clasicos del Teorema de los Numeros Primos en Progresiones Aritméticas para poste-
riormente proceder a demostrar el tercero de ellos siguiendo el argumento de Iwaniec para el caso sin progresiones
aritméticas.

Teorema 2.9 Los siguientes enunciados del Teorema de los Niumeros Primos en Progresiones Aritméticas son
equivalentes:

(A) Taglz) = Y 1o —

= ¢(q)logx”

p=a (mod q)

_ VAl o T 8% X = X0,
(B) ¥x(z): ZX( JA(n) {o(aj) st X # Xo-

n<x

(C) My(x) =Y x(n)u(n) = o(x).

n<x
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Demostracion (A) < (B). Sea la funciéon auxiliar:
Z x(p) log p.
p<zx
Se tiene la siguiente relacion entre ¥, (z) y 6, (z):

r)=Y > X™MAp Z > ox)mMogp= Y. Y x(@)"logp= > Oy (7).

m=1pm<zx m= 1p§w1/m mglzggg—r pgzl/”’ m<iz§;

Tomando la diferencia entre ambas funciones se llega a:

0 < |y (x) — Oy (2)] = Z zw logam | < Z zw logz <

2<m< sz 2<m< los 2
=" =Tog2 —""=log2

Dividiendo por x y tomando limite, se tiene:

Ux(z) _ Ox(x)

T T

lim
r——+00

Esto quiere decir que ¢y (z)/z = 0, (z)/x + o(1), por lo que los limites de ambos cocientes, si existen, coinciden.
Por otra parte, se busca ahora una relaciéon entre 6, (x) y mq,4(). Si a no es coprimo con ¢ se sabe que x(a) = 0.

Por tanto:
=> x(plogp= > x(@ > logp.

p<z a=1 p<x
mcd(a,q)=1 p=a (mod q)

Sea a, =1sin=p=a(modq)y a, =0 en otro caso. Aplicando (14) a la expresion de 6, (x) y dividiendo por z
se deduce:

PO DY @ enosn= Y (o) (TS Teale2 L [T edD ),

=1 n<x a=1
mcd(a,q)=1 mcd(a,q)=1

Para analizar el término integral que aparece se utiliza la hipotesis (A), por lo que 74 4(t)/t ~ 1/(¢(q) logt). Esto

de nuevo quiere decir que 7, 4(t)/t = 1/(¢(¢)logt) +0(1/logt) = O(1/logt). De esta manera, la expresion integral

que quedaria dentro del término en O puede acotarse subdividiendo en los intervalos [2, /2] y [/, z], obteniendo:
1 [* dt 1 -y

z )y logt =~z @ zlogx
Al tomar limite cuando © — 400 y aplicar (A) se concluye:

lim Oy(z) S x(a) lim Taq(x)logz 1) Y - {1 s? X = Xo,

T p z— 400 T (g — 0 six#Xo.
mcd(a,q)=1 mcd(a,q)=1

Con esto se tendria que (A) = (B). Empleando de nuevo (14) para la expresion de 7, 4(2z) y dividiendo entre
x/log z se deduce:

Ta,q(2) log _ logx Z o, logn -

T T logn
1<n<z

1 1 ¥ dt
= o8t Z anlogn —aglog?2 | + ng/2 Z anlogn 5

)
T
Vonta Vot tlog=t

donde gracias a las relaciones de ortogonalidad de los caracteres de Dirichlet (Proposicion 2.2.(B)), se verifica:

> adogn= Y lmp= o 3 X)X r@)oer =~ 30 Ta)h(a)

1<n<lz p<x x mod g p<zx g@(q x mod q
p=a (mod q)
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Sustituyendo esta expresion se llega a:

Taq(x) logz 1

log = 1 £ dt
= Z X(a)by(x) + i —CL210g2—i-(P(q)/2 Z X(a)by(t)

() a2
z (,D(Q)m x mod q x mod g thg t

Por la hipotesis (B), se puede deducir que para cualquier x, siempre 0, (z) = O(x). Aplicando esto, el término inte-
gral del miembro derecho puede acotarse subdividiendo una vez mas en los intervalos [2,/z] y [/z, ], obteniendo:

logaz:/z dt 1og:v+x—\/5
z Jy log?t VT zlogz

Al tomar limite cuando 2 — +o0o y aplicar (B) se concluye:

lim ’/Ta,q(x)logx _ 1) Z y(a) lim QX(:E) :%(a) _ 1

x mod g

Demostracion (A) = (C). Como punto de partida, por (5) y (11) se tiene:

> Xy (5) = Y xmnm) Y- xm)Am) = 3 S x@u@x (3)A(5)

n<z n<z m< 2 n<z din

Gracias a la equivalencia entre (A) y (B) se cumple:

S () (o (5) =0 [2]) = Yo (2), 5X:{(1) i X = o,

ot el si X # Xo-

En general, para una funcion g : [1,00) — R tal que g(y) = o(y), dado € > 0 existe cierto T' > 0 tal que si y > T
entonces |g(y)| < ey. En consecuencia:

SlE=Z I 2 (e T rmuona(1-7).

Aplicando (21) y dividendo entre xlog z, se deduce tomando limite superior:

1 1
lim sup Z‘g <£>’§h’msup <5+(9( )> =€
z—4o0o Tlogx =~ n T—+00 log x
y para € — 0 se obtiene:

Z ‘g (%)‘ = o(zlogx).

Por otra parte, por definicion de p(n):

y utilizando (5) para f = ypu, se cumple para n = p;* - --p** por multiplicatividad:

> xmu) [ =] = 3 x(u@) = 3 [T - x().

n<x n<z dln n<z j=1
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Teniendo en cuenta todo lo anterior, para g(y) = ¢, (y) — d,y se deduce:

> xmuln)logn| < | S xmum)g ()] + |3 xmutm)i, | =]

n<zx n<zx n<z

<SG+ X Hl—XOp] < o(zlogz) + |z.

n<x n<9c

"_Pl P7

Con esto se puede concluir:

Z x(n)u(n)logn = o(xlog x).

n<x

Si se emplea por tltimo (14), el resultado es:

_ logn  o(zlogx) v dt _ v 1
Z x(n)p(n) = Z x(n)p(n) - ogn —  loga —/2 o(tlogt)tloth +0O(1) = o(x) +/2 0 (logt) dt + O(1).

n<z n<z

El término integral que queda se trata de la siguiente forma: si f(¢) = o(1/logt), entonces f(t)logt — 0 cuando
t — +oo. Se separa la integral como en otras ocasiones en dos partes segtn los intervalos [2,1/z] y [\/z,z]. En
el primero basta utilizar que o(1/logt) = o(1) = O(1), por lo que al acotar de esta forma, la primera integral es
O(y/z). En el segundo intervalo, si f(t) = o(1/logt), esto significa que |f(t)| < &(t)/logt, con £(t) tan pequeno
como se quiera cuando z > 0, ya que en caso contrario no se cumpliria que f(t)logt — 0. Por tanto, la segunda
integral es O(ex/logz). Al unir ambas integrales y dividir entre z/logx, se obtiene cuando x — +o0:

logz [* 1 log =
dt € —= 0.
- /2 0(logt> < Nz +e—

/“" 1 x
ol — | dt=o .
9 logt log x

Sustituyendo esta dltima estimacion y dividiendo entre x, se concluye:

=3 xaln) = o(1) +0 (10;%) e

n<z

Con esto se puede deducir:

Demostracion (C') = (A). Sea x # xo. Para comenzar, se recurre a (5) y (11) para deducir:

Y xmAm) =3 x( Zlogdu() sz() (5) x(@) 105
_ —ZZ x(n)logn =" x(n)logn Y x(d)u(d)

n<zm< 2 n<x <

=) x(n)logn > x( + > x(m)logn > x(d)u(d).

n<N <z N<n<z d<z

Para la primera suma, se recurre a la hipotesis (C):

S x(d)uld) = oft)

d<t

para t = x/n implica que para ¢t > T se cumple:

S x(d)ud)| <.

d<t
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Puesto que N es un numero fijo, para > TN se tiene 2/n > /N > T, por lo que es posible aplicar la hipotesis
y por la Proposicién 2.3 se llega a:

> x(n)logn > x(d)p(d)| <ex | x(n)logn IOgn -

n<N < n<N

N

logn ) (logN)|.

Esto quiere decir que la primera suma es o(z). Para la segunda suma, se intercambia el orden de sumacion y se
utiliza (14) teniendo en cuenta que para x # xo, se tiene:

N<n<2

De esta manera recurriendo ademas a la sumacion de términos O en (19) y la division en intervalos diddicos se
obtiene:

o =y wg)-o(iNE) o)

1<on< L

2"+1N

Uniendo las estimaciones, el resultado es:

Al tomar limite superior y N — +00, se concluye:

Py (@)

X

lim sup
r—+o0

of3) s

Con estol!lse ha probado (B), que es equivalente a (A) como se vio anteriormente. Para continuar, se analiza ahora
el caso x = xo, tomando como referencia las equivalencias existentes en los enunciados analogos para el Teorema
de los Numeros Primos. Si ¢ = p primo, por la multiplicatividad de p(n) se cumple:

> un) =" pn)+up) Y umn) =Y xom)un) + ulp) > xo(n)u(n)

n<z n<wz ”S% n<z nS%

pin pin
donde el caracter xo se toma modulo p. Por (C), ambas sumas interiores son o(x), por lo que:
3 u(n) = of).
n<z

Tomando ahora ¢ = p{*---p?, de nuevo por la multiplicatividad de p(n) el desarrollo anterior se cumple para
cada primo p;. Sumando las r identidades correspondientes a p; se deduce:

T

> pun) = %Z > xog(mun) + ;) > xo.i(n)un)

n<x n<zx n<o-
Pj

Aplicado a cada primo pj, todas las sumas interiores son o(x), por lo que:

> u(n) =

n<z

[ Aunque no se ha especificado, en la asintética Py (z) = o(z) para x # xo se sabe que el término de error depende de g pero de una
forma que de momento es desconocida, algo que tiene que ver con ciertos valores especiales de las funciones L llamados ceros de Siegel
[IKO4], cuya existencia no se ha probado ni refutado.
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Este enunciado es equivalente al Teorema de los Nimeros Primos, que como se ha dicho se supone conocido. Esto
implica en particular que 9(x) ~ z y de aqui faltaria deducir que ¢, (x) ~ =. Para probarlo se procede asi:

Uo(@) = (@)= Y An).

mcd(n,q)>1

Bastaria ver que el termino restante es o(x). La funcién A(n) se anula en todos los enteros salvo en los casos n = p*

para o > 1. Por tanto, si med(p®,q) > 1y ¢ = p{* ---pfr, entonces p® = pj para algin 1 < j < r. De aqui se
deduce:

T

T T
n)= ogp = ogp; = 0g pj 1< 0gpj - - =w(q)log .
oAm= Y lep=) Ylean=Yloen 3 12 loar e = ()]
j=1

n<w p* <z j=1p§<z a<lose j=1
med(n,q)>1 med(p®,q)>1 =Togpj

Dividiendo entre x y tomando limite se concluye:

1
lim — A(n) =0.
M 2 Am=0

mcd(n,q)>1

Esto implica que 1y, (x) ~ x, y por la equivalencia entre (B) y (A) previamente probada, se tiene la implicacion
buscada. O

B. Integracién compleja - Formula de Faa di Bruno. Antes de entrar en la extension de la prueba
de Iwaniec propiamente dicha, se presentan a continuacion los resultados técnicos previos fundamentales que se
aplicaran en la misma. El primero de ellos es una aplicaciéon de la conocida Férmula Integral de Cauchy de la teoria
de Variable Compleja:

Proposicion 2.10 Sea la funcion:

(logy)s — logy siy>1,
s9+=0 si0<y<l.

Sis=oc+ite€C, paraoc >0 ey >0 se tiene:

1 S
v ds.

1 -
(logy)+ = 5— heo)s 57

Demostracion. En primer lugar, sea y > 1. Dado R > 0 se toma I' = v; U y3 U3 U 4 la regién del plano
complejo cuya frontera (recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj) esta delimitada por los caminos:

m={oc+it|te[-R,R]}, ~v2={-7+iR|T€[-0,R]},

vs={-R—it|te[-R,R]}, na={r+iR|7€[-R,0]}.

La Férmula Integral de Cauchy sostiene que si f(z) es holomorfa en una region Q que incluye a una region T’
delimitada por un camino cerrado, entonces para todo a € I" se tiene:

af, . _ nl f(z)
dz—n(a) = %jg ooy dz.

Por tanto, tomando z = s, f(s) =y®, a =0y n =1, se obtiene:

j{ y—2d8 = 2rilogy.
rs

Si se subdivide la integral circular en la suma de las integrales de los caminos que conforman I', se pueden estimar
tres de ellas directamente por definicién de los v; de la siguiente forma:

/y—zds
v S

J

_ long(fyj) . méx yR;('Yj (s)) , Ri))o 0.
Re(v;(s))? + Im(vy;(s))

yS
< lon ) - max | =
= g(VJ ) ’YjX 82
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Tomando ahora y = 1, entonces log1 = 0 y se tiene:

1 ds 1/+°° idt 1 R dt 1 R _,

B S Pt e 2 _
oo (o+it)2 2w R _plc+it)2 =« Rieo 02 + R?

97 Jreeyos 2 Zmi

Para finalizar, sea 0 < y < 1. Dado de nuevo R > 0 se toma IV = v, U~4 U~5 U~} la region del plano complejo
cuya frontera (recorrida en el sentido de las agujas del reloj) esta delimitada por 7, y los caminos siguientes:

vo={r+iR|T €o,0+R]}, ~y={c+R—it|te|[-R,R]}, ~,={-T—iR|T€[-0—R,—0]}.

En este caso, la funcién f(s) = y®s~2 es holomorfa en toda la region I, por lo que por el Teorema de Cauchy:

Subdividiendo de nuevo la integral circular en la suma de las integrales de los caminos que conforman I, se vuelven
a estimar tres de ellas de la misma forma:

S
/y—st
v S

J

yRe((5)) e

= long(7}) - méx Re(v/(5))? + Im(7}(s))2 — 0

s
s2

< long(v}) - max Y
’Y.

J

Reuniendo todos los resultados en los tres casos se obtiene:
yS
/ — ds = (logy)+.
s
71

Por otra parte, se verifica la siguiente acotacién por una funciéon integrable:

g

Y

o? + 2’

- o+it
ty

luego por el Teorema de la Convergencia Dominada el limite y la integral pueden intercambiarse y se concluye:

(logy)+ = li Y gs— 1t iy (t)dt =i / oyt / Y g
o = lim “~ds = lim — Y =1 ——dt = - ds.
RGO ey Roo Jy (0 1 it)2 XI- B o (0 +it)? Re(s)—o 52

O

El segundo resultado que se va a presentar es una version de una férmula del calculo diferencial conocida como

Formula de Faa di Bruno que expresa en su forma mas general la derivada n-ésima de una composicién de funciones

en funcién de las derivadas de orden inferior. Para poder llegar a ella, se introduce en primer lugar una férmula
auxiliar:

Proposicion 2.11 (Identidad multinomial) Si y1,...,Ym son elementos conmutativos de un anillo (y;y; = y;yi
para cualesquiera 1 < i < j < m), entonces para todo n > 0 se cumple:

n!
(14 +ym)" = Z my§”~-~yf,{”.
a1~+...+am=n
Demostracion. Se verifica directamente a través del desarrollo de Taylor en el punto (0,...,0) de la funcion
(y1 + ..+ ym)™ O

A partir de aqui es posible deducir el resultado buscado [Spi05]:
Proposicion 2.12 Se tiene:

(A) (Formula de Faa di Bruno) Si f y g son derivables hasta el orden n > 1 u holomorfas, entonces:

n

(fop™@=% 3 #’an, (19 09) @) 1 <g<k;!(x)>ak

j=1  ait+..tan=j k=1
a14+2a2+...4+na,=n

63



(B) En particular,

1\ ™ 1 (=1)@tFa)pl(ay + ..+ an)! o (9D (2)\ Y
) @ % T gl _1<g<x>) |

ai+...+nap,=n 7

Demostracion.

(A) Se parte de la identidad:

n
g9)™ —Z(f(”og) (g’7~.-,g(”)),
7=0
donde los P, ; corresponden a ciertos polinomios definidos por recurrencia. Para comprobarla, es claro que
(fo g)(o) = (fog)- Poo siendo Pyo = 1. Por tanto, suponiendo la identidad cierta hasta el orden n — 1 de
derivacion, se concluye procediendo por induccion:

’
n—1

o= (oY = (£ (190) 2y o)

Jj=0

n—1

n ) ) 8Pn7 . /7._.7 (n—1)
= Jz::o <<f<a+1> og) g Pu1, <g/7._.,g<n—1>) i <f<a> .g) L3 g Lj (gg(k) g )>

k=1

_Z(fmog) » (g/’_”’gm))’

donde:

n—1 _
_ a]anl,' g/v“'vg(n b
P (909™) =g Pacayon (000 ) 4 D0 g0t ’ (ag<k> )
=1

OS] Sna Pn,1771 :O:Pnflﬂr

Como consecuencia de esta identidad, se puede observar que si se aplica a un punto z, particular, (fog)™ (z)
solo depende los valores gU) (zo) y fU)(g(xo)) para todo j. Por tanto, la validez de (A) se tendria no solo para
f ¥y g, sino para cualesquiera funciones F' y G que en z( tengan las mismas derivadas hasta el orden n que
f v g. Esto permite suponer sin pérdida de generalidad que f y g son polinomios (de hecho, F' y G pueden
ser aproximadas por sus respectivos polinomios de Taylor de grado n). Por otra parte, ya que las traslaciones
x—x0y g(x) — g(xo) no alteran la expresion de (A), es posible suponer de nuevo sin pérdida de generalidad
que zg = 0y g(xg) = 0. Asi se puede escribir f(z) = fo+ fix + ...+ fuz™ y g(x) = g1z + ...+ gpz", donde
fi= f90)/5y gj = gY(0)/4! para todo j. Aplicando directamente la Identidad Multinomial (Proposicion
2.11) para yp, := gpz"® se llega a:

n

n ) !
=D _filgw+. g =3 i Y ﬁg?l S gt At nan,
=0 "

. . ap:
7=0 ai+...+an=j

Dado n se tendra en algin momento a; + 2as + ... + na, = n y el coeficiente de z™ en (f o g)(z) vendria
dado entonces por:

n ]' a An
(fo () 0)/n! = ny Z m911' "n -

ar+...4an=j
ai1+2a2+...4+na,=n

Esta identidad demuestra que se tiene (A) en 2o = 0 y por consiguiente se cumple para todo x.

(B) Basta aplicar directamente lo anterior al caso en que f(z) = 1/x, teniendo en cuenta que f(j)(a:) —
(—1)74!/27 L. De esta forma:

n

<1><n> (z) = g’(i) S Y PRI 1 TS jﬁl (95&;:)) |

9 j=0 ai+...+an,=j
ai1+...+na,=n

que es equivalente al enunciado. O
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C. Cotas para L(s,x) y sus derivadas. Aparte de los aspectos mencionados en el apartado anterior, en la
prueba de Iwaniec es importante y delicada la utilizacion del comportamiento de la funcion ((s) cerca de s =1 en
beneficio propio, probando las siguientes estimaciones [IK04] para k > 0 y o cerca de 1:

B0 (g 2s)) = O =0 (sl ), )

(_1)k<-(k:) (S) = (S — 1)

¢ (5)] > (0 = 1)¥[s|log ™% (2]s]), (2.2)

donde (*(s) := (s — 1){(s). Estableciendo una analogia para las funciones L de Dirichlet, hay que tener en cuenta
que aunque no se especificara explicitamente para no complicar la notacion, las constantes en todas las acotaciones
dependeréan de ¢, lo cual puede intuirse siguiendo el argumento de cada demostracion de este apartado. Asimismo,
va que lo interesante es trabajar cerca de s = 1, se tomard 1 < o < 2, lo que sera suficiente para todo lo que se
busca. Antes de probar las acotaciones se presenta un pequeno resultado auxiliar:

Lema 2.13 Para todo k >0, x>2 ys=oc+1i1 con 1 < o <2 se verifican:

> Joght log" x
dt <« .
/$ to+1 k T

Demostracion. Se emplea directamente la regla de L’Hopital:

o0 k —o—1
loght-t=°o~"dt -1 1
lim J2 18 = Ifm ——— = = < o0,
xr—ro0 log xT - :L'_O' T—r00 logz — 0 g
ya que 1 < o < 2. Por tanto, existe una constante (no dependiente de o) tal que la desigualdad es valida. O

Con este resultado es posible comenzar a probar las acotaciones que se necesitan, reescribiendo en parte el
procedimiento de Iwaniec para ((s) aplicado a las funciones L(s, x):

Proposicion 2.14 (Cotas superiores para L™*)(s,x)) Sea 1 < o < 2.

(A) Para x = xo, sea L*(s,x0) := (s — 1)L(s, x0). Entonces:
(L) B (s, x0) = O (IslTog" " (2]s]))

(B) Para x # xo:
195, x) = O (log"*'21s)))
Demostracion.

(A) Recuperando la identidad vista tras la prueba del Lema 2.6:

_1)e
[[Ta-p=> %

plg neA

se deduce al aplicar el Lema 2.6 y la Regla de Leibniz para la derivada k-ésima del producto de dos funciones:

O (k=3)

LB sx0) = [CHT[a-r) =3 (j) )9 [T] =)
plg Jj=0 plg
k -J
= Z (k) (¢*)9)(s) <Z(_1)kj+w(n)logksn> )
j=0 J neA n

La suma interior es O(1) al ser finita y se concluye de (2.1):

(L9 (s, x0)| < |(€) B (5)] < [s]10g" " (21s])
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(B) Sea la serie que define la derivada k-ésima de L(s, x) subdividida en dos intervalos:

(- )kL(k) i logn ZX logn ZX logn

n<z n>x

Para la primera suma se aplica una acotaciéon basica:

nS

log® 1
3 ()" s/ 98U 4y < 10 ().
1 ue

n<lz

Para la segunda suma se utiliza directamente (14) y la Proposiciéon 2.2 para deducir:

log n , logkn
S xm)2E2 ~ jim x(n)

N—o00 ns

n>x z<n<N
logh N log x k: log" 't — sloght
=0(1)- ( e / o(1 prs dt.

Analizando los términos que dependen de N, por una parte:

log® N
lim O(1) - =0.
Nm O)- =
Por otra parte, usando que logt = O(t¢) para todo € > 0 y teniendo en cuenta que o > 1, se satisface:

1 klogk_1 t— slogk t

. < N—o+(2k—1) Ni)w 0

dt

b

por lo que se puede tomar limite en N y la integral resultante es convergente. Asimismo, para > e se cumple
que log’“_1 t < logk t. En consecuencia, el término integral obtenido puede acotarse usando el Lema 2.13:

oo k k
|s|log™ ¢ log" x
——dt <Ly |s .
/x tott bl x

k logk*1 t—s logk t
’ ts+1

dt| <,

También se tiene directamente para o > 1:

log" log"
g < g .

xs T

’(9(1) :

Uniendo todas las acotaciones y sustituyendo en la expresion de (—1)’€L(k)(s7 X), el resultado es:

log®
(=) L™ (s,x) = O (log’““ :c) + Oy (W) :
Por ultimo, tomando = = e - |s|, se concluye:

(—1)*L®) (s, y) = Oy, <logk+1(e|s|)) N (1ogk+1(2|s|)) .

Proposicion 2.15 (Cota inferior para L(s,x)) Sea 1 < o < 2.
(A) Para x = xo:
27 (5, X0)| > (0= 1) ]| log ™4 (2Is]).

(B) Para x # xo: o
IL(s, )] > (0 — 1) log ™ (2]3]).
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Demostracion.

(A) Aplicando el Lema 2.6, el producto en los primos divisores de ¢ puede acotarse inferiormente mediante la
desigualdad triangular |1 — p~°~2%| > 1 — p~7 obteniendo:

N0 )02 -5 ()

De esta forma, se puede deducir directamente multiplicando por s — 1 y empleando (2.2):
IL*(s5,x0)] 3 (¢ ()] > (0 = 1) ¥ s log ™% (2]3])-
(B) Véase que para s = o + it y para todo x # xo se tiene:
1 < ¢(0)?|L(o +it, x)|*|L(o + 2it, x*)|.

Utilizando el producto de Euler de (12) bastaria ver que para cada primo p:

3 4

1
1—p—°

1
1—x(p)p—o—

1
1L=x*(p)p=o—2"

1<’

)

o lo que es equivalente al tomar logaritmos:

o< ) e o) (o )

1

=Y ~-Re (3p‘j" +4x7 (p)p ™ 4 X (p)p “’*””) :
=1

<

Esta desigualdad es cierta, expresando x(p) = e para cierto 6, que cada sumando p~77(3 + 4cos(j(0 —
t)log p) + cos(25(0 — t) logp)) es no negativo, lo cual se cumple aplicando la identidad trigonométrica 2(1 +
cos(j(0—t)logp))? = 3+4 cos(j(0 —t) logp) +cos(25 (8 —t) log p). Con esto, se tiene la desigualdad de partida
y basta despejar el factor |L(s, x)| habiendo acotado superiormente los otros dos factores. Para el factor {(o)
se utiliza (2.1) para k = 0 obteniendo:
1 1
¢(o) = T+ O (log(20)) <« ——

o — o—1

Por otra parte, para el factor L(o + 2it, x?) hay que distinguir dos casos posibles. Si x? # X0, simplemente
utilizando la Proposicion 2.14.(B), se puede deducir:

|L(0 + 2it, x?)| < log(2|o + 2it|) < log(2]s]),
y sustituyendo estas acotaciones y despejando |L(s, x)|, el resultado seria:
[L(s, 01 > (0 = 1) ¥ log™ % (2]s]).

Si por el contrario x? = xo (lo que implica que x es real no principal), en este caso vuelve a aparecer la
funcion ((s) involucrada. Por el Lema 2.6, se tendria:

1
L(o + 2it, xo) = ((o +2it) [ | (1 - p”“’“) .
la

El producto en los primos divisores de ¢ puede acotarse superiormente asf:

(o) =T ( ) <I1(5) - ()

plq plq
En consecuencia, empleando (2.2) y tomando [t| > § > 0 para 0 fijo, se obtiene:

1
|L(o + 2it, x0)| < 20 + Clog(2]s]) <5 log(2]s]).
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Sustituyendo las acotaciones y despejando |L(s, x)|, se llegaria a que existe una constante dependiente de &
tal que:

[L(s, 301 5 (0 = 1)F log ™% (2]s]).
Aqui es posible eliminar la dependencia de 8. La funcion f(s) = (o — 1)3/4log™'/4(2]s|) es continua (aunque
no holomorfa) en la regién compacta Q = {s € C|1 <o <2, [t| < ¢}. Por tanto, f(s) alcanza un méaximo. Al
mismo tiempo, |L(s, x)| alcanza un minimo no nulo también por continuidad en 2, ya que por la Proposicion

2.5 L(1,x) # 0y L(s,x) no se anula para ¢ > 1. Por tanto, puede ajustarse d de forma que la constante de
acotacion sea absoluta y asi, para 1 < o < 2 se concluye:

IL(s.x)| > (0 — 1) 7 log ™7 (2]s]).
O

D. Demostracion del Teorema de los Nameros Primos en Progresiones Aritméticas. Una vez cons-
tatados los requisitos técnicos previos y las acotaciones para las funciones L(s, x), ya es posible probar el resultado
central de este Capitulo, el cual respondera a la tltima cuestién planteada al final de la Seccién 1. En el argumento
que siguié Iwaniec en su prueba del Teorema de los Nimeros Primos en la forma M (z) = o(x), aunque la asintética
((s) ~ (s —1)~! aparece de una forma u otra en todas las acotaciones y como se ha dicho es importante, lo crucial
e ingenioso en la idea de Iwaniec es el hecho de que al tomar derivadas sucesivas consigue una mejora creciente en
el orden de derivaciéon k para las sumas regularizadas:

Z 1(n) log® nlog z
n

n<z

si se compara con una cota trivial que corresponderia a O(z logk x). Cuando la mejora es suficientemente buena
es posible eliminar la regularizacion log(z/n), de tal forma que obtener la funcion M (x) es solo sumar por partes.
Extender esta idea a las funciones L(s, x) se traduce en lo siguiente:

Teorema 2.16 (G.,2018) (Version del Teorema de los Nimeros Primos en Progresiones Aritméticas) Sea x un
caracter de Dirichlet mddulo q. Entonces:

Jin =3 x(matn) = o.

n<lz

Mas concretamente,
M, (z)=0 (x log =™ x) ,

donde la constante implicita depende de q.

Demostracion. Sea la funcion:

G, (s) tiene la siguiente expresion en forma de serie:

o) = (-1 (ZX )z o

Sea también la funcién:

Fy(x) =) x(n)u(n)log" nlog %

n<x

La estrategia de la prueba es estimar F), a través de G, de forma suficientemente adecuada y de ahi obtener la
estimacion para la suma del enunciado. El primer objetivo es encontrar una relacién entre Fy y Gy. Como primer
paso, se tiene la siguiente acotacion:

T logkn log n
? ZX(”)#(”) ns = 0_2 2 Z .
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La serie que mayora converge uniformemente en compactos, por lo que al tomar limite en N es posible intercambiar
la serie y la integral y haciendo uso de la Proposiciéon 2.10, se deduce:

1 x® 1 = logk n xf
— Gy(s) = ds = — x(n)u(n) —ds
210 JRe(s)=0 52 270 JRe(s)=c ; ns  s?

:Z n)log®n - % . (xf ZX n) log” n(log ) = F,(z).

Una vez se ha establecido la relacion entre F, y Gy, se aplica la Formula de Faa di Bruno (Teorema 2.12.(B)) a
las funciones L(s, x) para x # xo v L*(s, xo0). Para las primeras, se utilizan las cotas superiores de sus derivadas
(Proposicion 2.14.(B)) y la cota inferior de la propia funcién (Proposicion 2.15.(B)). Mas concretamente:

- Lot
L(s,x) L(s, x)

De esta forma, G, (s) para x # xo se puede estimar de la siguiente forma:

L<wnh%%m$, \«Aanimyﬁ@wm 1<ji<h

1)k kL) (s,
Gl =1t X QWWMLELQ“?

a1+...+kap=~k

2}
< (0= 1) 1T EEw pogithHE R e (9)5)) < (o — 1) D 1og " (23],

Se procede ahora de forma analoga para L*(s, xo), utilizando las cotas superiores de sus derivadas (Proposicion
2.14.(A)) y la cota inferior de la propia funcion (Proposicion 2.15.(A)). Més concretamente:

‘1 (L) (s, x0)
L*(vao) L*(57X0)

Empleando de nuevo la Formula de Faa di Bruno (Teorema 2.12.(B)) se llega a:
( 1 )(k)
L* (87 XO)

Una vez hecho esto, es posible utilizar la definicion de L*(s, xo), la Regla de Leibniz y el que |1/s| < 1 cuando
o > 1 para que Gy, (s) se puede estimar de la siguiente forma:

(i) o)

< (0 —1)"Tlog/*i(2s]), 1<j<k.

< (0 = 1)~ H[s] " Togh (23], ]

1 9
- L*(s,x0) Z Cal’m’akH L*(s, x0)

a1+...+kar==k j=1

&g (0= 1) 11D g M ogiHEHEZai(9)]) < (0 — 1)~ TFHD 5| "L log ™5 (2s]).

|(=1)" G, (5)] =

<Lk

‘@1>ﬂ“”mg4%2>+kwl> s M og " T (2s])

<(c—-1)"1 (kH)log 41(2\s|)(2+k(0—1)%log_%(2|s|)>
< (0 — 1)~ 1D 106" (25)).

La conclusiéon a la que se llega es que independientemente de quien sea Yy, es posible obtener la misma acotacién
para G, (s), por lo que a partir de aqui se volvera a considerar un caracter x general. El siguiente paso es hacer
uso de la estimacion de Gy (s) y la relacion entre Fy (z) y Gy(s) para poder realizar la estimacion correspondiente
de F\ (z). Asi:

1 x® ds
F = — G (s)—d G i
| X(z)| 2mi /Re(s)—o- X(S) 52 i <</Re(s)—ox ‘ X(S)| 52
: d
<a;x“<a-—1>‘3<k+”t/j log ™ (2s) | %
Re(s)=c S

(2] Para simplificar los exponentes se tiene en cuenta que Y a; < k y si 0 <z < 1, entonces =" < 2~ para m >n > 0.
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Para la integral que se ha obtenido se sigue lo siguiente:

ok41
k41 ds T log 1 (202 + 12
/ log™+ (2]s]) | :/ (2 5 )dt
Re(s)=0c S — 0 o- 4+t
20 Jog "3 (1 + [t]) ° gt
—————=dt ——=0(1).
< /_Do 1+1¢2 <</0 (1+ %)= 1)

Esto quiere decir que para 1 < o < 2:
Py(a) = Oy (27(0 — 1)~ 16+0).

Eligiendo ahora ¢ = 1+ 1/logx entonces 1 < ¢ < 2 implica que = > e. Esta eleccién no implica pérdida de
informacion, ya que si « < e la estimacion de vuelve trivial (de hecho, F\ (z) = 0 para x < 2). Asi, sustituyendo el

valor de o se verifica: ) . )
FX(:C) = O (‘TH_m IOgZ(k“) 17) = O (:17 logz(k—’_l) x) .

Para finalizar la demostracion, se recupera la suma del enunciado a través de otra funciéon auxiliar. Sea:
k
Hy () = Y x(m)u(m)log"m.
m<x

Para y < x se cumple:

r+y T
Fo+9) = B(w)= 3 xtm)u(m)log" mlog ==Y — 3™ x(m)pu(m) log" m1log =
m<z+y m<zx
k Tty x k Tty
= > x(m)u(m)log"m (log —= —log— )+ x(m)u(m)log" mlog —
m<x z<m<z+y
T+y T +y
= H,(z)log - + Z x(m)u(m) log® mlog .
z<m<z+y
Se tiene log(xz + y) < log x, por lo que la segunda suma verifica:
T+y

Z x(m)p(m) log" mlog TrYy < Z log® mlog < ylog® zlog T Y
m x

r<m<z+y r<m<z+y

m

En consecuencia:

Fy(z+y) — Fy(z) = Hy(z)log Tty +0 <y10gkm10g x—;—y) ,

x

y puesto que log((z 4+ y)/x) > y/z, recurriendo a la estimacion de F) (z), se deduce:
k T 3 (k+1) 3 (k+1) k ? 3 (k+1)
H,(z) < ylog"z + — ((x+y)log4 (x+y) + xlog? :17) =ylog” x + — log* T.
) )

Optimizando esta cota igualando ambos sumandos y despejando y, la estimacion final de H, () es:

k—3
H, (z) = O (xlogk_A ;v) , A= 5

De aqui se obtiene el Teorema de los Numeros Primos en Progresiones Aritméticas simplemente empleando (14) y
la estimacion de H, (z):

1 Hy(z) H(2) o, [7 H()
k+1t

> x(mu(n) = > x(n)u(n) log" -

e e logk T logk x logk 2 2 tlog
<k atlog*A x4+ k:/ longf1 tdt <y, xlong x.
2

Dividiendo entre z y tomando limite se concluye:

> x(m)p(n) =0,

n<z

, 1
lim —
rx——+o0 I

va que al ser k un namero arbitrario, A es arbitrario y basta tomar k > 3 para que A sea positivo y produzca una
buena estimacion. O
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Capitulo 3

Una de las tltimas conjeturas de Javier
Cilleruelo

§1. Planteamiento de la conjetura de Javier Cilleruelo

A. Introduccién. El problema que se va a tratar en este Capitulo parte de un planteamiento muy sencillo.
Dado un entero positivo n, cada divisor d | n puede ser sumado con su correspondiente divisor complementario
n/d y haciendo esto con todos los divisores se obtiene el conjunto de nimeros:

S(n):={d+n/d: d|n}.

Aunque este conjunto a primera vista puede parecer completamente aleatorio e irrelevante, observando los ntimeros
que aparecen es posible apreciar que para algunos n ocurre un fenémeno aritmético curioso en sus respectivos S(n):
la presencia de numeros consecutivos. Observando diversos ejemplos, no parece haber a simple vista un patrén o
una formula para los n de partida, y aparte de ello, la cantidad de niimeros consecutivos que se aprecian es variable,
teniéndose por ejemplo:

S(4) ={4,5},  S(144) = {24, 25,26, 30, 40,51, 74, 145},
5(15120) = {246,247, 248,249, 258, 264, 269, 282, 286, 303, 312, 326, 334, 363,
381,402, 418, 456, 467, 534, 568, 587, 654, 741, 776, 858, 961, 1023,

1094, 1272, 1522, 1689, 1898, 2167, 2526, 3029, 3784, 5043, 7562, 15121 }.

A pesar de esta incertidumbre, en este Capitulo se dara respuesta a los interrogantes anteriores en un intento de
aclarar y formalizar el porqué de este fendémeno aritmético. Mas concretamente, dado K > 2 entero positivo, se
considera el conjunto:

Sk ={n € Z" : S(n) contiene K enteros consecutivos} .

En este sentido, el profesor Javier Cilleruelo enuncié la que es la conjetura principal de este Capitulo:
Conjetura 3.1 (Cilleruelo) El conjunto Sk es infinito para 2 < K < 4 y es vacio para K > 5.

La motivacién de este problema no surge de la nada. En [ER97], Erd6s y Rosenfeld enunciaron una conjetura
concerniente a un conjunto diferente a S(n):

Conjetura 3.2 (Erdds, Rosenfeld) Sea el conjunto de diferencias de divisores complementarios:
D(n):={|n/d—d| : d|n}.

Entonces para cada K € 7T existen enteros positivos N1 < ... < N tales que

K
(1 DWV,)| > K.
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Independientemente de la analogia de los conjuntos S(n) y D(n), Javier Cilleruelo seguramente expuso la Con-
jetura 3.1 mas motivado por sus trabajos sobre puntos del reticulo (de coordenadas enteras) y divisores [CG07],
[CJU00] que por la Conjetura 3.2. Un indicio de ello podria ser que ambas conjeturas no tienen mucho que ver
en el sentido de que la segunda pide elementos coincidentes en muchos D(n), mientras que la primera habla de
infinitos S(n) no relacionados que satisfagan una propiedad comin. Al margen de esto, es posible ofrecer una vision
geométrica de la Conjetura 3.1 como el problema consistente esencialmente en encontrar el maximo ntimero de
rectas x +y = k con k € ZT que cortan a la hipérbola xy = n en puntos del reticulo. Sin embargo, no ha quedado
claro si este enfoque distinto formaba parte o no de la visién de Javier Cilleruelo sobre el problema.

Como se ha senalado anteriormente, el fenomeno de los nimeros consecutivos no ofrece patrones visibles a
simple vista. Buscando evidencia numeérica, si se computa el conjunto S(n) para un rango extenso de n, se puede
apreciar bastante irregularidad, siendo n = 4 el primer elemento de S, n = 144 el primer elemento de S3 y
n = 15120 el primer elemento de S;. Sin embargo, lo tinico que puede percibirse es que puede parecer que los
términos consecutivos corresponden siempre a las sumas més pequenas, originadas por los divisores més cercanos
a y/n. Desafortunadamente, esto no es completamente cierto, ya que por ejemplo, para n = 1024382594995200 se
tiene:

5(1024382594995200) = {64011955, 64011956, 64011966, 64011967,64011968, 64012452,

64013320, 64013612, 64013880, 64015120, 64015905, 64019920, . . .}.

En cuanto a la Conjetura 3.1, la evidencia numérica revela tinicamente como la proporcién de nimeros desciende
notablemente cuando K aumenta y hasta la fecha no se ha encontrado ningin elemento de S5 en un rango aproxi-
mado de n en torno a unas 30 cifras, lo cual solo indica que si los hubiera, el primero de ellos debe ser un niimero
considerablemente grande.

B. Ecuaciones diofanticas. La Conjetura 3.1 esta fuertemente relacionada con la existencia de soluciones de
ciertas ecuaciones cuadraticas diofanticas. Para llegar a establecer dicha relacion, se parte del siguiente resultado:

Lema 3.3 Dado d € Z™, cierto n € Z* wverifica que existen dos divisores positivos dy, ds | n tales que da +mn/ds —
(di +n/dy) =d siy solo sin=abla— f1)(b— f2) con fifo=d ya,b, a—f;, f; € ZT. De hecho, pueden tomarse
dl = (a— fl)b Yy dg = ab.

Demostracion. Cambiando dy por n/dy y de por n/ds si es necesario, se puede suponer sin pérdida de generalidad
que dy > d;. Sea a = mcd(dy,ds) y sean do = ab'y d; = ab’. Entonces:

— no_ "Y_(,- " _y
d=dst o (d1+d1> (a abb,)(b b,

donde ambos factores del producto son positivos, diganse f; y fo. Eliminando b’ en el sistema de ecuaciones
a—n/(abb') = f1 y b=V = fa, se concluye que n = ab(a — f1)(b— f2). Reciprocamente, si se toman dy = b(a — f1)
y do = ab, entonces:

n n
di + dil = b(CL — fl) + a(b — f2> = 2ab — afg — bfh do + de =ab+ (a — f1)<b — fg) = 2ab — an — bfl + f1f2,
y su diferencia satisface do + n/ds — (dy +n/dy) = fifo = d. O

Este resultado permite dar una caracterizaciéon directa para el conjunto Sa:
Corolario 3.4 Sy = {ab(a —1)(b—1) : a, b€ Z>1}.

Demostracion. Basta tomar d = 1 en el Lema 3.3 y observar que sia =1 0 b =1, entonces n = 0. d

La caracterizacion del conjunto S3 proviene también del Lema 3.3 pero no es tan directa como en el caso de Ss:

Proposicion 3.5 Se verifica:

1
S3 = {4(x2—1)(y2—1) s 4yt —1=2% con x7y,z€Z>1}.

Demostracion. Por definicion, n € Sz si y solo si existen divisores positivos dy, da, d3 | n tales que:

n n n n
ds + a5 (dl + d1> ) do + a5 <d1 + d1)
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Aplicando el Lema 3.3 para d = 2 se obtiene n = a(a — 1)b(b — 2) y escribiendo a = (x +1)/2, b = y + 1 con
z,y € Zs1y x € O se deduce que n = (22 — 1)(y*> — 1) /4, siendo d; = (x — 1)(y — 1)/2. Como dy +n/d; = zy — 1,
entonces do +n/dy = zy, por lo que X = dy y X = n/dy son las raices de la ecuaciéon cuadratica X2 —axyX +n = 0
(ya que su suma es xy y su producto es n). Para que la ecuacion posea raices racionales, el discriminante A debe
ser un cuadrado, es decir, A = 2%y? —dn = 2%¢y% — (22 — 1)(y%> — 1) = 2% + y> — 1 = 22. Ademas z € Z~1. De aqui
se deduce la inclusion:

1
S3 C {4(z2—1)(y2—1) s +y* —1=2%con x,y,zEZ>1}.

Para probar la inclusién contraria, si 22 + 3% — 1 = 22, al ser 22 = 0,1 (mod4) para todo z, entonces 2% + y? =
0 (mod 4). Esto implica que forzosamente o bien x es impar o bien y es impar. Si uno de ellos es par y el otro impar,
entonces z es par. Si por el contrario ambos son impares, entonces z es impar. En cualquiera de los dos casos se llega
a que zy + z es par. Despejando de la ecuacion A = 22, dy = (xy + 2)/2 (puede tomarse también dy = (zy — 2)/2).
Con esto se concluye que dy, do y d3 = (z + 1)(y + 1)/2 son enteros positivos divisores de n = (z? — 1)(y? — 1)/4
cuyas sumas d; + n/d; son los nimeros consecutivos zy — 1, zy y xy + 1. O

Una vez formalizado el caso K = 3, el caso general K > 3 consiste esencialmente en una aplicacion repetida de
la dltima parte en la demostraciéon de la Proposicion 3.5:

Proposicion 3.6 Para K > 3, n € Sk si y solo si n = (22 — 1)(y* — 1)/4 para ciertos z,y € Z~1 tales que
22+ 2(k — 2)zy + y? + k? — 4k + 3 son cuadrados para k=2 y3 <k < K.

Demostracion. Por la Proposicién 3.5, el resultado ya se tiene para K = 3, encontrando divisores dj tales
que di + n/dy = zy + k — 2 para 1 < k < 3. Por tanto, basta encontrar condiciones necesarias y suficientes
para que esto se satisfaga para 3 < k < K, lo cual puede establecerse imponiendo que las ecuaciones cuadraticas
X? — (zy + k — 2)X + n = 0 tengan soluciones enteras para 3 < k < K, ya que dichas soluciones proporcionan
elecciones validas para di y n/dy. De hecho, las soluciones seran en efecto enteras si y solo si el discriminante
A = (vy + k — 2)? — 4n es un cuadrado y tiene la misma paridad que zy + k — 2. Esta tltima condicién es
trivial, ya que ambas cantidades son congruentes modulo 2, y la primera condiciéon se cumple al desarrollar A y
sustituir n = (22 —1)(y?—1)/4, obteniendo A = (zy+k—2)2— (22 —1)(y>—1) = 22 +y> +2(k—2)xy + k> —4k+3.0

Como consecuencia de este resultado, las ecuaciones del caso K = 4 corresponden a:
(K4) Py =224, 22 ey +y* =27 -3,
mientras que las del caso K =5 corresponden a:
(K5) 2 y? =22+, x? +dxy +y° = 27 — 3, 22+ 62y +y* = 23 — 8.

En ambos casos, se dird que una solucién de las ecuaciones es no trivial si z?, 32> # 1. De esta forma se obtiene
otra caracterizacion de la Conjetura 3.1, mucho més practica a la hora de trabajar:

Corolario 3.7 La Conjetura 3.1 es cierta si y solo si (K4) tiene infinitas soluciones con x,y € Z=1 y (K5) no
tiene ninguna.

La Proposicion 3.6 exige que x, y € Z~1. Observando a simple vista las ecuaciones (K4), es posible establecer
simetrias como el intercambio de ciertas variables o cambios de signo en las tuplas de soluciones enteras (x, y, 2o, 21)
para generar soluciones no triviales. Sin embargo, existen simetrias mas complejas que también ejercen esta funcion
v que no son observables a simple vista. Como muestra de ello:

Proposicion 3.8 Sean las aplicaciones lineales que actian sobre las tuplas @ = (x,y, 20, 21):
Ll(u_}) = (yvm720a21)7 LQ(U_;) = (_xv_yaZOvzl)v LS(u_j) = (xvyv _ZO,Zl)v L4(U_}) = (xvysza_Zl)v

N 20+ 2 20 — 2
L5(w):<_ 02 17_ 02 17_$_y7_‘r+y>;

y sea G el grupo generado por ellas. Entonces G deja invariante el conjunto de soluciones de (K4) y para cualquier
solucion no trivial w € Z* existe L € G tal que L(W) € (Z=1)*.
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Demostracion. Es obvio que las aplicaciones L; para 1 < j < 4 dejan invariantes las soluciones de (K4).
Aplicando L5, se obtienen las ecuaciones Fy = 0y Fy = 0, siendo:
22+ 22
2

22+ 22
2

F = — (@ +2zy+ 9P+ 1), = + 22 — 27 — (2% — 22y + 9y - 3).

Asi, las ecuaciones (Fy + F3)/2 = 0y (3F) — F3)/2 = 0 dan lugar a (K4). Por otra parte, si @ = (z,v, 20, 21)
es una solucién no trivial, aplicando Ly, L3 y L4 es posible suponer sin pérdida de generalidad que zp, 21 € Z>q
y & € Zsq. Siy € Zsq, entonces w0 € (Zw1)* directamente. Si y = 0, al sustituir en las ecuaciones de K = 4 se
obtiene (z1 — 29)(21 + 20) = 4, de donde o bien z1 — 29 = £1 y 21 + 29 = £4 (lo cual lleva a que zp, 21 ¢ Z) o
bien z; — 29 = 2y 21 + 20 = 2 (lo cual lleva a que 22 = 1). En ambos casos hay contradiccién con que @ sea una
solucién no trivial. Por tltimo, sea y € Z._;. En este caso z2 4+ y2 > 8, por lo que zg > 2 y asi 20 + 21 > 2. Al
restar las ecuaciones se obtiene 4(xy + 1) = 22 — 22. Por tanto, 2 | 20 — 21 y 20 — 21 > 2. De hecho, zg — 21 > 2 ya
que si se tuviera zg — 21 = 2, ello implicaria que zg = 2+ 21 y al sustituir en (K4) se tendria z; = —xy — 2 y de ahi
que 22 + 3% — 1 = 22y lo cual es imposible para = € Z~; e y € Z._1. Una vez que se ha deducido que zg & z; > 2
v 2| zg — 21, entonces:

. z0+2z1 20— %2
(LQOLS)(w):<O2 17 02 17_33—y>_x+y>:(55173//726;21)7

donde ',y € Z~1 y a través de L3 y L4 es posible ajustar el signo de z{; y z] para que se concluya que
(L2 o L5)(U7) S (Z>1)4. O

Con este resultado, el Corolario 3.7 puede precisarse un poco mas:

Corolario 3.9 Si (K4) posee infinitas soluciones no triviales y (K5) no posee ninguna, entonces la Conjetura 3.1
es cierta. Se tiene el reciproco en el caso de (K4).11

El grupo G = (L1, Lo, L3, L4, Ls) es de orden 32 y es isomorfo al producto semidirecto C3 x Co, donde los
factores corresponden a C3 = (L1, Ly, L3, Ly) y Cy = (Ls). Ademas, una vez que se especifica el orden de las dos
primeras coordenadas de L(w) puede comprobarse que L es tnica. En efecto, si para cierto @ soluciéon no trivial y
ciertas L, L' € G se satisficiera L() € (Zs1)" y L'(@) € (Z>1)" pero L # L', entonces denotando @ := L(i) se
seguiria que L'(L~Y(@)) € (Zs1)*, donde L := L'L~" # Id. Sin embargo, esta tltima deduccion, una vez establecido
el orden de las variables (es decir, salvo aplicar L1) no puede ser posible. Para comprobarlo basta ver que toda
L(@) = (&,7, %0, 1) posee al menos una componente negativa cuando @ € (Z>1)4. Gracias a la conmutatividad de
las L; para 1 < j <4y al ser G isomorfo a un producto semidirecto 2 I puede expresarse una vez especificado el
orden las dos primeras componentes como L§?L5? Ly LY con «j,v € {0,1}. Restando las ecuaciones de (K4), se
obtiene la identidad 4zy + 2 = 22 — 22. Por tanto, si todas las componentes de @ son positivas, entonces z; > 2.
Teniendo esto en cuenta y analizando todas las posibilidades para L, se obtiene la siguiente tabla de signos:

(205009 [[ 2|9 [ %[5 [ (0205009 [ 2[5 [ 5[5 ]
(0,0,0,0) +1+1+1+ (0,0,0,1) +1 -7
(1,0,0,0) | ==+ [+ (1,0,0,1) || = |+ |+ |7
(0,1,0,0) [+ |+ |-+ 0,1,0,1) -]+ —1]7
(0,0,1,0) |[+ |+ |+ ]| = 0,0,1,1) |+ |- -17
(171,0,0) - = =1+ (171707 1) — |t + ?
(1,0,1,0) | =1 =1+ = (1,0,1,1) [+ —-]+]7
(0,1,1,0) [+ ]|+ | =] = 0,1,1,1) [[+]| -] =172
(1,1,1,0) | =] =] =1]~= (LLL,L) ||+ ] = +]7?

Las interrogaciones (?) indican que el signo es indeterminado (dependiendo del valor de las componentes de
involucradas, puede ser positivo o negativo). Como puede observarse, salvo para L = Id, el resto de combinaciones
siempre origina al menos una componente negativa. Con esto quedaria probada la unicidad de L en el sentido

(1] Los resultados anteriores exigen z, y € Z>1, pero en (K5) puede darse el caso de que todas las soluciones no triviales siempre
tengan una variable negativa. Como esta situacion no esta recogida en los resultados anteriores, entonces el reciproco en el caso de
(K'5) no tiene por qué ser cierto.

[2]' Al ser G isomorfo a un producto semidirecto G x G, todo elemento g € G puede escribirse como g = g1 g2, donde gj € G; para
7 =1, 2. Una manera efectiva de verlo es que las relaciones L5 L1 = L4Ls, LsLo = L3LaLs, LsL3 = L1LaLs y LsLs = L1 Ls implican
que siempre existen B1, B2 B3 B4 € {0,1} tales que LJ LT L2 L33 Ly* = Llﬁ1 L§2 L§3 Lf“Lg.
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comentado.

A partir de la presencia de Ls, es posible notar que partiendo de una solucion (z,y, 20, 21) € (Z1)* de (K4),
L5 dara una solucion = < 0 < y. Por tanto, Ly establece una simetria entre soluciones validas (con x e y positivas)
y no validas (con z e y de distinto signo). Por tanto, como cambiar el signo de los z; no aporta nada nuevo y Ls
no ofrece nuevas soluciones validas, es natural considerar soluciones salvo simetrias.

§2. Estructura de los conjuntos Si para 2 < K <4

A. Caracterizacion de S; y S3. La caracterizacion dada por el Corolario 3.4 ofrece una férmula para generar
facilmente cuantos ntimeros en Sy se quieran. Por otra parte, la Proposicién 3.5 hace lo mismo con S3 pero en
principio no queda claro cémo generar sus numeros de forma eficiente debido a las restricciones para las variables x,
y, z. La teoria clasica sobre representaciones de formas cuadraticas ternarias tratadas por [Gau86| permite obtener
una parametrizacion en términos de ciertos grupos. Partiendo de:

SL,(Z) ;:{( ¢ Z) :a,b,c,d €7, ad—bc:l},

c
se realiza la identificacién de cada matriz A con su matriz opuesta —A obteniendo el grupo:
PSLy(Z) := SLo(Z)/{£I1d}.

Por otra parte, se consideras:
To(2) := {Ae SLy(Z) : A= ( ; i ) (modZ)}.

El estudio de formas cuadraticas ternarias puede reducirse al de las formas cuadraticas binarias AX?+2BXY +CY?2,
las cuales pueden representarse mediante el vector (A, B,C), su determinante viene dado por D = B? — AC y su
discriminante es A = 4D (ambos pueden ser vistos como una forma ternaria en A, By C'). En el conjunto de todas
las formas cuadraticas binarias de cierto determinante D, es posible establecer una relacién de equivalencia. Mas
concretamente, se dird que (A, B, C) es equivalente a (A’, B',C") si existen («, 3,7, §) enteros tales que ad — fy =1
v una forma se transforma en la otra a través del cambio X' = aX + Y, Y’ = yX + Y, es decir:

A’ = Ac® +2Bay +Cy?, B = AaB + B(ad + y) + Crys, C' = AB? +2BB6 + O

El namero de clases de equivalencia, llamado simplemente nidmero de clases, depende de D de una manera en
general bastante desconocida y ligada a la factorizacion en ideales. Sin embargo, en el caso en que D = d? con d
positivo es muy sencillo calcularlo, dando incluso las clases de equivalencia de forma explicita:

Lema 3.10 (Gauss) Toda forma cuadrdtica binaria de determinante d* es equivalente a una de las formas AX?+
2dXY, con A=0,...,2d — 1, siendo estas no equivalentes entre si.

Demostracion. Al ser d> = B? — AC, se tiene (d — B)/A = —C/(d+ B). Sea 3/J esta razon expresada en forma
irreducible. Entonces por la identidad de Bézout es posible hallar o y - tales que ad — By = 1. De esta manera, si
(A, B',C") es equivalente a (A, B,C), al desarrollar los coeficientes de (A’, B’,C") en funcién de los de (4, B,C),
se obtiene en particular:

B' = AaB + B(ad + By) + Cv6 = (d — B)ad + B(ad + ) — (d + B)By = d(ad — By) = d,

C' = AB* +2BBS + C6* = (d — B)BS + 2BB6 — (d + B)B6 = 0.

Si al hacer la sustitucion, A’ es uno de los ntmeros entre 0 y 2d — 1, entonces (A’, B’,C’) satisface todas las
condiciones requeridas. Por otra parte, si A’ no fuese ninguno de dichos ntimeros, sea A" el residuo positivo minimo
de A’ modulo 2d, de manera que A” — A’ = 2dm. Entonces mediante la transformacion (1,0,m,1) la forma
(A", B’,C") = (A, d,0) sera equivalente a (A”,d,0) y esta satisfard las condiciones requeridas. Ademés, la forma
(A, B, C) puede transformarse mediante (« + Sm, 3,7 + dm, d) en (A”,d,0). Por ultimo, si (A,d,0)y (4’,d,0) no
son idénticas (es decir, A # A’), entonces no pueden ser equivalentes. Si lo fueran, la primera se transformarfa
mediante ciertos («, 3,7,0) en la segunda. Al hacerlo, se obtendrian las ecuaciones:

Ac® 4 2day = A", Aaf+d(ad+py)=d, AB*+2dB5=0, ab—fFy=1.
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Al multiplicar la segunda ecuaciéon por (3, la tercera por «, restar ambas y usar la cuarta se llega a que necesaria-
mente 8 = 0 y de ahi que ad = 1. Asi, a = +1 y empleando la primera ecuacion se deduce que A +2~vd = A’. Ya
que tanto A como A’ estan entre 0 y 2d — 1, esta ecuacion no es consistente a menos que v = 0, es decir, a menos
que A = A’. De ahi se concluye que ambas formas deben ser idénticas. O

En el caso de la ecuacion z2 + y2 — 22 = 1, pueden aplicarse formas cuadraticas para conseguir el siguiente
resultado:

Proposicion 3.11 Sean el grupo y el cogrupo a la izquierda:
1 1
F() = PSLQ(Z), Fl = < 1 0 ) F0(2)/{:|:Id},
y sean las aplicaciones T; : T'; — Z3 para j =0, 1 dadas por:
L. o 2 . L.y 2 a b
T;(g) = cdfabJrij(c fa),fadfbc—jac,ab+cd+§](a + %) con g=1{ . 4]

Entonces Ty y Ty son inyectivas y To(To)UT1(T'1) es una particion del conjunto de soluciones enteras de la ecuacion
2 2 2
i +y-—z¢=1.

Demostracion. Dado que el discriminante de una forma cuadrética A(A, B, C) = 4(B? — AC) puede verse como
una forma cuadratica ternaria, para @ = (z,y, z) se cumple:

-1 0 1
A(MW) = 4(z® +y* —2%) con M = 0 -1 0
1 0 1

Entonces la condicién z2 + 3% — 22 = 1 se traduce en que la forma cuadratica binaria correspondiente a MW tiene
discriminante 4 = 4 - 12, por lo que por el Lema 3.10, es equivalente a 2XY o a X2 +2XY, que pueden asociarse
a los vectores ¢y = (0,1,0) y & = (1,1, 0) respectivamente. La equivalencia de formas binarias, como se ha visto,
corresponde en términos de sus matrices A 2 X 2 a la asociacion A ~ gAg?, con g € I'g. Asimismo, en términos de
los vectores tridimensionales, esta asociacion corresponde a la representacion R : 'y — GL3 dada por:

a? 2ab b? a b
R(g)=1| ac ad+bc bd para ¢ = ( ) eDy.
? 2cd  d? ¢ d

Entonces cada solucion @ = (x,y,2) € Z3 de la ecuacion 22 + y? — 22 = 1 satisface o bien M@ = R(g)c) o bien
M@ = R(g)ci para alguna matriz g € T'g y ambas posibilidades no pueden ocurrir simultdneamente ya que por
el Lema 3.10 las formas 2XY y X2 4+ 2XY no son equivalentes. En consecuencia, el conjunto de soluciones viene
dado por la particion:

1
U {M~'R(g)c; : g e To} NZ>.
=0

Ademas, para j = 0,1 se cumple que M ~'R(g)¢; = Tj;(g). Por tanto, dado el aspecto de las formulas de T} del
enunciado, directamente M ~1R(['g)éy C Z3 y para que se verifique M1 R(g)ci € Z3 es necesario y suficiente que
la primera columna de g tenga entradas impares, es decir, g € I';, ya que todo elemento de I'; se expresa como:

b+d
(a_—&—ac j_b ), con ad—bec=1, 2|¢
por lo que la primera columna tiene forzosamente entradas impares (si no lo fueran, entonces 2 | a, lo que contra-
dirfa que ad — bc = 1). O

A la hora de obtener computacionalmente las tuplas (z,y, z) verificando 22 + 32 — 1 = 22, en principio no esta
claro cémo restringir los parametros a, b, ¢ y d para obtener todas las soluciones con 22, y2, 22 < N de forma
efectiva. Acotando como primera idea el tamano de las entradas a, b, ¢ y d en las matrices y tratando en un rango
amplio las parametrizaciones dadas por la Proposicion 3.11, esta estrategia no resulta adecuada ya que las mismas
dejan fuera muchas de las soluciones fijado un N. Esto es debido a que en muchos casos (y con maés frecuencia
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conforme el tamano de las entradas se va acercando a N) alguna de las entradas es mucho mayor en comparacion
al resto y eso hace que la solucién correspondiente quede fuera. Para solucionar este problema se puede proceder
de la siguiente forma. Quitando las soluciones triviales se tiene 22 = max{x?,y?, 22}. Por tanto, interesa imponer
como punto de partida z2 < N. De las dos parametrizaciones diferentes provenientes de la Proposicién 3.11:

r = —ab+ cd, x:%(b2+c2—a2—d2),
y = —ad — bc, y = bd — ac,
z = ab+ cd; zz%(a2+62—b2—d2);

como 1 = (ad — be)? = ad? + b*c® — 2abed, para la primera parametrizacion se tiene:
2% = (ab+ cd)? = a*d* + b*c? + 2abed = a®V? 4 *d® + a*d* + b*c? — 1 = (a® + A)(b* +d*) — 1.

Por tanto, obtener todas las soluciones con z2, y2, 22 < N correspondientes a la primera parametrizacién es
sinénimo de recorrer los pardmetros a, b, ¢ y d tales que (a® + ¢®)(b?> + d?) < N + 1. Para reducir el niimero de
operaciones es posible aprovechar la simetria que existe entre (a,c) y (b,d) y realizar un bucle en la computadora
que recorra solo a y ¢ con a® 4+ ¢? < /N + 1 y posteriormente para cada a y ¢ hallar todos los b v d a través de la
Identidad de Bézout ad — be = 1 tales que b? + d? < (N +1)/(a® + ¢?). En cuanto a la segunda parametrizacion,
esté relacionada con la primera gracias al cambio:

a—2b bHaer cr—>07d d+—>c+d

Repitiendo el mismo argumento anterior con z? pero a través de este cambio se llega a:
2 Lo oy (2, @ ~ 7 s
z :Z(a +c)(b —|—d)—1 con ad—bc =2,

donde a = a — b, b=c— d,¢=a+b, d = c+d. De esta forma, el bucle que habria que recorrer es el mismo pero
cambiando en la Identidad de Bézout un 1 por un 2.

B. Caracterizacion de S;. La estructura de Sy es algo mas complicada y para precisarla se parte del siguiente
planteamiento. Al observar las ecuaciones (K4), y mas concretamente las formas cuadraticas z2 412 y 22 +4xy + 3>
del primer miembro de cada una de ellas, la primera se distingue por ser mas simple (diagonal) y tener mayor nimero
de simetrias, mientras que en la segunda asi como en el resto de ecuaciones para el resto de los Sk con K > 4 se
incluye un término extra en zy. Sin embargo, es posible diagonalizar simultdneamente todas las formas sobre Q,
adquiriendo de esta manera un aspecto més simple y uniforme. En el caso de Sy, para cada x, y € Z existen unos
tnicos X, Y € Z con X =Y (mod 2) tales que z = (X +Y)/2 e y = (Y — X)/2. Al sustituir en las ecuaciones de
(K4) se obtiene:

X2 4+Y?=2+228, X?-3Y?=6-—2:.

Manipulando las ecuaciones tomando a =2y — Y, b=20+Y,c=X — 21 y d = X + 21 se concluye:
3ab = cd, A+d®—a® - =8,

considerando ademas las condiciones de divisibilidad 2 | a — b, 2 | ¢ —d y 4 | b — a + ¢+ d. Estas condiciones
vienen garantizadas para poder pasar del primer grupo de ecuaciones al segundo, ya que si 2ta—bo 2{c—d,
entonces no se podria despejar la Y o la X en los cambios tomados, y si 4{b— a + ¢+ d, entonces 4 2(X +Y),
lo cual contradice que X e Y se hayan considerado con la misma paridad. Esta reformulacién presenta la ventaja
de la manejabilidad de las ecuaciones resultantes, especialmente la primera de ellas, y su conjunto de soluciones se
corresponde con el conjunto de soluciones de (K4).

Una vez que se ha realizado la diagonalizacién simultanea, la idea que se sigue es que para cualquier m las
soluciones de ¢? + d? — a? — b*> = m pueden parametrizarse sin obviar ninguna a través de SLp(Z) [CRRC13]. Méas
concretamente, la forma cuadratica x;x4 — zox3 (que se asemeja al determinante de una matriz 2 x 2) se diagonaliza
como Y3 +y3 —y3 —y3. De esta forma, las soluciones de (K4) vienen dadas por matrices de SLy(Z) que satisfacen una
condicion de divisibilidad extra (correspondiente a la primera ecuacion resultante de la diagonalizacion simultanea).
Esta condicién permitird construir una llamada ecuacion de Pell generalizada. De esta forma se establecera una
correspondencia biyectiva entre las soluciones de (K4) y las soluciones de las ecuaciones de Pell generalizadas
obtenidas tras la eleccion de cada racional posible. Sin embargo, no se utilizara SLo(Z) en si para establecer la
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biyeccion, ya que apareceran denominadores que solo podran ser simplificados para cierto subconjunto del conjunto
Iy de matrices 2 x 2 enteras de determinante 2, si bien este ultimo se puede interpretar como 3 copias de SLo(Z),
concretamente:

2
2 0 11 10
Ty=(J G  Gr=SLa(Z)gs, 90:(0 1>’ 91:(0 2)’ 92:(0 2)'
k=0

Esta descomposicion es una particion, es decir, los Gy, son disjuntos entre si.
Para poder formalizar todo el planteamiento anterior y describir la familia recién referida, se enuncia el siguiente
resultado:
Teorema 3.12 Sean las tuplas de enteros impares (X, i, u,v) que verifican la ecuacion:
1 si3tu
52(90% —uH)N? — (V2 —uHp? =8 con 6y = ’
o A=A n 7 \1/3 si3u

Sea M el conjunto de tales tuplas mddulo un cambio global de signo. Entonces las formulas:

T = i (w(u +v) + doA(u —3v)), y= i (v — u) 4+ doA(u + 3v)),

1 1
20 =5 (v — dpAu) , a=g (pu + 39pAv)

establecen una biyeccion entre M y el conjunto de soluciones enteras de (K4).

Demostracion. Se considera el conjunto de matrices de determinante 2:

w={(2 ] ) eos4m6-a)=-n6+a.

Toda matriz de G; es de la forma:

a a+2c a b
( . c+2d> con ( . d)GSLg(Z).
Por tanto 2 | @« — 8,2 | v —d y a y v no pueden ser ambos pares. De hecho esta ultima propiedad junto con la
condiciéon ad — By = 2 determina G;. Sea ahora la aplicacion:

1 ( 21— 20 — 2y zozl2y>

(I)(Jf,y720721):§ zo+21—2x 2o+ 21+ 2z

cuyo determinante es —2zy + (22 — 22)/2 y vale 2 para toda tupla (z,v, 20, 21) solucion de (K4). Si ademéas
(z,y, 20, 21) es una tupla de enteros entonces 2 | z; — 29 y ®(z,, 20, 21)g; - tiene entradas enteras y determinante 1.
Con esto se llega a que P es una aplicacion del conjunto de soluciones enteras de (K4) en Gy . En realidad, im(®) C H,
ya que todo elemento de im(®) verifica, imponiendo la condicién de H, la ecuacion 3(zg — 2 — y)(z0 + = +y) =
(=21 +x —y)(21 +x —y), es decir, 42 + dzy + 4y* = 322 + 2}, que es una combinacién lineal de las ecuaciones de
(K4). Por otra parte, sea en H la aplicacion:

ol @ BY_(0—7 a+f —a+B+y+0 a—f+7+4
vy 6 ) 2 2 2 ’ 2 ’

Se cumple im(¥) C Z* yaque 2 |a — By 2 | v — 6. Ademas, (¥ o ®)(x,y, 20,21) = (2,9, 20, 21), por lo que & y ¥
son inversas y as{ ® establece una biyeccion entre el conjunto de soluciones enteras de (K4) y H. A continuacion,
se procede a precisar el aspecto de los elementos de H. Sea p = med(a, §). Entonces ambos pardmetros pueden
expresarse como o = p(u —v)/2, 6 = p(u + v)/2 para ciertos u y v tales que 2 | u — v. Si se excluye el caso
a =40 =0, una vez que se especifica el signo de med(«, §), los valores de p, u y v quedan totalmente determinados
y sustituyendo las formulas de o y ¢ en la condicion de H, se obtiene 5(3v — u) = y(u + 3v). Puesto que (u —v)/2
y (u+ v)/2 son coprimos, para 3t u:

mcd<u+3v 3v—u) :mcd(u+3v 2.u+3v_3v—u) :mcd(g'zﬂ—v u+3v>

2 72 2 2 2 2 72
u+v u—+3v u+v u+v u+3v u+v u—v
—mcd( 5 g )—Hmd( 5 2 5 T 5 )—mcd( 5 3 )—1,
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mientras que para 3 | u:

med u+3073v—u — 3. med u—|—3v’3v—u — 3. med 2.u—|—3v_3v—u73v—u
2 2 6 6 6 6 6

— 3. med u+v’3v7u — 3. med u+v71.u+v7§'3v—u — 3. med u+v7u—v _3
2 6 2 2 2 2 6 2 2

Por tanto, med ((u + 3v)/2, (3v — u)/2) = 85 *. Escribiendo A = mcd(3,7), se puede deducir que 8 = —§o A\ (u+3v)/2
y v = —0pA(u — 3v)/2. El caso = v = 0 no tiene por qué excluirse si se toma med(0,0) = 0 por convenio, ya
que (u+ 3v)/2 y (u— 3v)/2 no son ambos cero (si lo fueran, entonces u = v = 0 y se tendria a = § = 0). De
igual forma, en el caso a = § = 0 se puede tomar p = 0 y utilizar las expresiones de § y v para definir u y v. En
resumen, se ha probado:

1 pwlu —v) —doA(u + 3v) ) ut+v u—v\
H_{2(50/\(u3v) (u + v) )Egl.mcd( 7 >—1}.
Siguiendo en la linea de simplificar la caracterizacion de H, si 2 | p, entonces 2 | «, §. Como las condiciones de
paridad exigidas en G; aseguran que 2 | v — d y a y 7 no son ambos pares, se llega a contradiccion. De forma
andloga, si 2 | A, entonces 2 | 8, 7. En este caso, como las condiciones de paridad aseguran que 2 | a — 8y «
y 7 no son ambos pares, también se llega a contradiccion. Por dltimo, si 2 | uw 0 2 | v, en realidad ambos serian
pares (ya que fueron tomados desde el principio tales que 2 | u — v). Esto implica que el determinante de la matriz

correspondiente en H serfa multiplo de 4 y por tanto no podria ser 2. Ademas, la propia condicion del determinante
implica que u + v y u — v no puedan tener divisores impares comunes. En conclusion, la caracterizacion de H

quedaria:
H = {; < éug\l(tu_ Ué@) _62?1571—';}?0) > con determinante 2 y 214 \, u, u, U} .
—SoMu —

Para finalizar, los parametros A, u, v y v quedan completamente determinados por la matriz salvo por un cambio
de signo en (A, p) = (med(8,v), med(e, §)), lo cual esta relacionado con el correspondiente cambio de signo de u
y v. Imponiendo que el determinante sea 2 se obtiene la ecuaciéon del enunciado y al aplicar W se concluyen las
férmulas respectivas para x, y, 20 y 21- O

La dependencia de x e y con respecto al factor g puede simplificarse en cierta forma, aunque la consecuencia
de esta accién seria perder una biyeccion perfecta, debido a que se permitiria cierta incertidumbre en los signos de
20V %1

Corolario 3.13 Para cada solucion (\, u,u,v) € Z* de la ecuacion:
(P) 902\ — X% — 0 Fup? =8, con wu=v=A=p=1(mod?2),

se obtiene una solucion entera de (K4) dada por:

=7 (uto)+Au=3v),  y=7(v-u)+Aut3v).

| =
-

Reciprocamente, cada solucion entera de (K4) da una solucion entera de (P).

Demostracion. Si 3 1 u, las formulas para x e y vienen dadas directamente por el Teorema 3.12. Si 3 | u, cam-
biando (A, u, u, v) por (—u, A, —v,u/3), se sigue satisfaciendo la ecuaciéon (P) y puesto que u y v son necesariamente
coprimos (si no lo fueran, observando (P) se deducirfa que 8 tendrfa un divisor impar, lo cual es falso), se sigue que
3t v. Reciprocamente, al sustituir directamente las formulas para x, y, 29 y 21 dadas por el Teorema 3.12 tomando
dp = 1 se muestra que satisfacen (K4). O

Recuperando la biyeccion @ establecida en el Teorema 3.12, su utilidad va mucho més alla de la vista en la
demostracién del resultado y posteriores consecuencias. Tal y como se ha estudiado en la Proposicién 3.8, tomando
unicamente la primera ecuacion de (K4), se puede observar como posee 16 simetrias generadas por los cambios de
signo ¢ <» —z, y <> —y, z <> —z y la permutaciéon x < y. Sin embargo, para la segunda ecuacion de (K4), los
cambios de signo (z,y) + (z, —y), (z,y) < (—z,y) no son posibles, por lo que las simetrias se reducen a 8, generadas
por (z,y) < (—x,—y), z > —z y x <> y. Hasta ahi, parece que no hay més que decir acerca de las simetrias, pero
teniendo en cuenta que en cada ecuaciéon los z correspondientes son distintos, al introducir la biyecciéon ® surgen

79



nuevas simetrias ocultas con las que se obtiene un grupo de 32 elementos no conmutativo. Tomando una matriz de
H como en la demostracion del Teorema 3.12, la condicion impuesta 3(8+7)(d —a) = (5—7)(a+3J) queda invariante
por los cambios (o, §) — (—a, =6) v (8,7) — (=B, —v). En particular, el cambio (a, 8,7,0) — (—«, 8,7, —9d) tiene
como matriz s5 = diag(—1,1,1,—1)" y si A es la matriz de la aplicacion lineal dada por ¥ en la demostracion del
Teorema 3.12:

0 0 -1/2 1/2
-1/2 -1/2 0 0
—1/2 172 1/2 172 |°
/2 —-1/2 1/2 1/2

A=

entonces la aplicacion & +— Asz A~1Z lleva soluciones de (K4) a soluciones de (K4) necesariamente. Haciendo los
calculos, la matriz As; A~! no es més que la matriz correspondiente a la simetria Ls de la Proposicién 3.8. El otro
cambio (a, 8,7,0) — (o, —f,—7,d) origina la misma matriz de Ls con un signo — global. Por tanto, la biyeccion
® revela la simetria Ls, que no siendo observable directamente a partir de las ecuaciones de (K4), se convierte en
trivial vista desde . Haciendo lo mismo con el resto de simetrias L; para 1 < i < 4, cada matriz As; A~ actua
sobre un elemento de H pasandolo respectivamente a:
v =0 -6 v
(3) (5 %)

lfa-pB+y-6 —a+pB+y-0 -8 «
2\ a+B+y+0 —a-F+7+45 )’ o v )’

En este sentido, simetrias como L1, que son triviales vistas en las ecuaciones de (K4), se vuelven oscuras vistas

desde H.

C. Ecuaciones de Pell generalizadas. Sea la llamada ecuacion de Pell generalizada AX? — BY? = 1. A
priori, se puede decir que para que esta ecuacion tenga soluciéon no trivial claramente A y B deben ser coprimos y
del mismo signo. Considerando sin pérdida de generalidad A, B > 0 Bl tales que AB no es un cuadrado perfecto
(para evitar casos triviales!*l), no se conocen a ciencia cierta condiciones sencillas para decidir la existencia de
soluciones, aunque es cierto que si existe una, entonces existen infinitas y las que son positivas vienen dadas por la
formula [Nag64]:

2n—1
XVA+YVB= (mo\/Z—l—yO\/E) , nez’;

donde (z0, yo) es una solucion positiva particular con xg e yo minimos llamada solucién fundamental. Incorporando
a esta formula un + en el segundo miembro y permitiendo n € Z se obtienen todas las soluciones enteras de la
ecuacion, positivas y negativas. El problema de la existencia de soluciones de la ecuacién y del tamano de las solu-
ciones fundamentales puede ser atacado de forma computacional, ya que existen algoritmos basados en fracciones
continuas [MCGO02] y otros en métodos maés sofisticados [Len02] para encontrar la solucion fundamental o decidir
que no existe.

Aplicado a la caracterizacion de S4 dada por el Teorema 3.12, dados u y v impares, se construye la ecuacion:

9?2 — u? v2 —u?
AN — Bu? =1 A=§"_" B:.=
/’[’ I 0 8 9 8

Al ser u y v impares, se cumple que A, B € Z. Por tanto, para hallar todas las soluciones de (K4) basta considerar
un racional adecuado u/v, construir su correspondiente ecuacion de Pell generalizada y calcular sus soluciones
(X, u) en el caso de que existan. Para las primeras soluciones de (K4) se tienen las siguientes tuplas:

[z ly A [pfufv] [e]ly [A[ufu]v]
9 [13]3]5]9 |11 183 120 | 1 | 5 | 89 | 109
65 26| 3] 7 [21]23 206 | 127 | 13 | 23 | 21 | %
69 |53 | 7 | 11|15 19 974 | 127 || 9 | 19 | 33 | 37
127 [ 76 | 5| 27 | 11| 13 289 [ 64 | 3 | 11|57 | 59
151 [43 || 1| 9 | 37| 39 104 | 321 | 11| 17 | 57 | 73

8] Si A, B < 0, basta cambiar (A, X,B,Y) por (—B,Y,—A, X), obteniendo una nueva ecuacion de Pell generalizada cuyos coeficientes
son positivos.

[l Si AB = D? entonces AX2 — BY2 = A~}(AX — DY)(AX + DY) y obviamente solo hay un nimero finito de soluciones entras de
AX?2 - BY?=1.
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Al observar tal disparidad en las elecciones de los racionales u/v (0 A/p, ya que la ecuacion es simétrica segin
el cambio (A, p) <> (u,v)), surge la duda acerca de como recorrer tal infinidad de racionales u/v de una forma
que resulte eficiente o bien pensar en si los racionales que se deben escoger estan limitados por alguna condicion.
Apelando a las formulas para z, y, 29 y 21 dadas en el Teorema 3.12 es posible delimitar el rango de recorrido de
u/v de la siguiente forma:

Lema 3.14 Si la tupla (z,y, 20,21) es solucion de (K4) con x >y > 0 y 2, 21 > 0, entonces A, pi, u, v > 0 y

u/v € (2v/3 —3,1).

Demostracion. La ecuacion AN?> — Bu? = 1 tendra soluciéon tnicamente si A y B tienen el mismo signo,
es decir, si sgn(9v? — u?) = sgn(v? — u?). Imponiendo esta condiciéon se concluye que necesariamente u/v €
(=00, —3) U (—1,1) U (3, +00). Suponiendo sin pérdida de generalidad que u +v > 0,°! al tomar las formulas para
x, Y, zo y 21 en funcion de A, p, u y v dadas por el Teorema 3.12 y teniendo en cuenta que si > y > 0 entonces
z1 > zp, se pueden establecer las siguientes equivalencias:

x>0 < plu+v)+doi(u—3v) >0,
y>0 & p(v—u)+dpA(u+3v) >0,
20 >0 < pv—3doAdu >0,
z21>0 < pu+3dpAv >0,
x>y & pu—3div >0,
721 >20 € plu—wv)+ 0w+ 3v) > 0.

Antes de proceder, el caso v = 0 es imposible, porque implicaria por la cuarta o quinta inecuaciones que g > 0y
por la tercera que A < 0, pero esto contradice por la segunda inecuacion que —uu + dgAu > 0, ya que para que
u—+v > 0 sea positivo, forzosamente u > 0 si se toma v = 0. De la misma manera, considerar u+v = 0 también lleva
a contradiccién, ya que de la primera inecuaciéon se deduciria que A y u son o ambos positivos o ambos negativos
y recurriendo a la tercera o a la cuarta inecuaciones respectivamente, forzosamente seria p < 0 y ello produciria
contradiccion en la otra inecuacion. Pasando ya a estudiar el sistema con v # 0, sumando la primera, tercera
y cuarta inecuaciones se deduce que p > 0. Por otra parte, sumando la cuarta y quinta inecuaciones se obtiene
u > 0, mientras que multiplicando por 2 la tercera inecuacién y sumandole la primera y segunda se llega a que
v > 0. Por tanto, el cociente u/v siempre es positivo. Ademaés, en los casos u —v >0y u — v < 0, la segunda y la
ultima inecuaciéon implican respectivamente que A > 0. Con esto se deduce que necesariamente u/v € (0,00) y que
los pardmetros A, u se pueden tomar positivos. Por tltimo, manipulando un poco mas las inecuaciones es posible
reducir el rango para u/v. Despejando A\/u de la quinta y sexta inecuaciones se establece la cadena:

v —u < é < U
50 (u + 3U) 1% 3501}'

Eliminando \/u y operando se sigue (u/v)? + 6u/v — 3 > 0, lo cual implica que u/v > 2v/3 — 3 =~ 0,46410161513
Con esto queda u/v € (2v/3 — 3,1) U (3,00). Por tltimo, para ver que u/v no puede estar en el segundo de los
intervalos se despeja A/u de la segunda y quinta inecuaciones obteniendo:

u-v A v
do(u+3v) ~p  dou

)

y eliminando de nuevo \/u se concluye que u/v < 3. O

Sobre el reciproco de este resultado se pueden precisar algunos aspectos. Fijado u/v proveniente del intervalo
(2v/3 — 3,1), la ecuacion AN?> — Bu? = 1 tiene infinitas soluciones A y p. Si 2 e y son suficientemente grandes,
entonces A y u también lo seran y al despejar A/u se obtendra:

A\ 2 B n 1 B v? —u?
w) A A2 A 53(902 —u?)’
Para que esta cantidad sea comparable con la cota superior para A\/u dada por la quinta inecuacion de la prueba
del Lema 3.14 debe cumplirse:
v? —u? u?

82 (902% — u?) < 962v’

[5] El Teorema 3.12 sostiene que existe una biyeccién salvo un cambio global de signo. Por tanto, cambiando la tupla (A, , u, v) por
(=A, —p, —u, —v) siempre se puede suponer u + v > 0.
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es decir, (u/v)* — 18(u/v)? + 9 < 0. Atendiendo al rango del Lema 3.14, la tnica solucién posible es u/v >

V9 —6v/2 ~ 0,7174389352 . .. Esto reduce el intervalo de partida de forma significativa para las soluciones sufi-
cientemente grandes. De hecho, el tener soluciones grandes es lo més plausible, ya que basta que B/A sea signifi-
cativamente mayor que (Au?)~!, es decir, que B sea significativamente mayor que p~2. Al crecer y, practicamente
la totalidad de los B cumplen el requisito, pudiendo tener excepciones para v? — u? suficientemente pequeiio.

Para finalizar el anélisis sobre la estructura de Sy, a partir de la féormula de las soluciones de la ecuaciéon de Pell
generalizada, AX? — BY? = 1 referida al principio de este apartado, es posible obtener dos transformaciones que
no modifican las soluciones de (K4) dada una tupla (A, pu, u,v):

Proposicion 3.15 Las aplicaciones:

A
(/\nuauvv) = <>‘ + 5.“2(”2 - u2)7 —p+ g)‘Q(gvz - ’LL2),’LL, ’U> )

iy v) = (A o+ 5022 = ON2), =0 + S (4 =A%)
actian sobre (X, p,u,v) preservando (P).

Demostracion. En general, si AX? — BY? = 1, entonces (VAX + vBY)(VAX — /BY) = 1. Al elevar esta
identidad al cubo se obtiene (VAX’' 4+ vBY')(vVAX' — vV/BY') = 1, es decir, A(X')?> — B(Y')? = 1, donde
X'=AX3+3BXY? Y' = BY? +3AXY?. Por tanto, la transformacién X — X', Y > Y preserva soluciones de
AX? — BY? = 1. Aplicandola al par (), u), gracias a la ecuacion (P) la transformacion:

9p2 — 2 v? — u?

A ———— A3 4+3
— 3 +

A
i =\ Spt(0? =),

2 2

2 2
—u” 3 9v* —u
3
s 1T

preserva soluciones de (P). De igual forma, dada la simetria (\, p) <> (u,v), lo anterior puede aplicarse a (u,v) y
cambiando un signo irrelevante para la ecuacion (P) se obtiene andlogamente la otra transformacion del enunciado.O]

v
s

Np=—p+ %)\2(91)2 —u?)

D. Familias polinémicas para S,. Si se aplica directamente el Corolario 3.13 a la tupla (A, p,u,v) =
(1,2k — 1,1,1), Gnicamente se obtiene la familia de soluciones triviales de (K4):

x(k) =k —1, y(k) = 1.

Sin embargo, a través de la segunda transformacion de la Proposicion 3.15 se obtiene una nueva tupla (A, p, u,v) =
(1,2k — 1,2k — 2k — 3,2k* — 2k — 1), tal que al aplicar de nuevo el Corolario 3.13 la familia parametrizada por:

(k) =2K> —4k*> +1,  y(k)=2k* -k -2,

es solucién no trivial de (K4). Esta familia puede ser facilmente observable directamente al computar los pares
(7, 7) soluciones no triviales de (K4) cuyo tamafio no excede cierta cota. Por ejemplo, para 1 <y < x < 5-107, se
obtiene una grafica como la siguiente:
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La familia anterior corresponde a la linea de puntos de la parte inferior de la grafica, que casi parece continua.
Una vez constatada, surge la duda de si esta es la tnica familia polindmica o existen otras més ocultas que
no se aprecien tan facilmente en la grafica. La respuesta a este interrogante es afirmativa, y en realidad, esta
primera familia que se ha encontrado serd el caso N = 1 de una familia infinita de soluciones parametrizadas
polinémicamente (xy(k),yn(k)) cuyo resto de miembros para N > 1, como se ha mencionado, no se detectan
computacionalmente de forma tan sencilla. Para ello, es posible recurrir a una herramienta del Andlisis Numérico
[VA06]:

Definicién 3.16 La aprozimante de Padé de orden [n/n] en oo de una funcion f(x) analitica en oo se define como
el cociente P/Q con P y Q # 0 polinomios de grado a lo sumo n verificando:

f@) = 5oy =0 @),

Al tomar una funcion especifica se llega a la familia buscada:
Teorema 3.17 Sea P/Q la aprozimante de Padé de orden [2N/2N] en oo de la funcion:

(x4+1)(z—2)

1
1@ =5+ 5\ 2m-1n

s
2

normalizada de forma que 2~NQ es mdnico. Entonces P/Q viene dada por Pn/Qx correspondiente al paso N-ésimo
de las ecuaciones de recurrencia:

Po(k) = Qo(k) =
Py (k) = (2K Qk— 1)Py(k) — Qn(k),
Qn+1(k) = 2k(k — 1)Pn (k) — Qn (k);

y las expresiones:
an(k) =kPy(k) = Qn(k),  yn(k)=(1—Fk)Py(k)+kQn(k)
dan una solucion polinémica de (K4) con xn, yn € Z[k] y deg(xn) =1 + deg(yn) = 2N + 1.

Demostracion. Colocando en (P) u = 2x — 1, v = 1, se tiene la ecuacion de Pell generalizada:
9 9 1 1
a(x)p” —b(x)A\* =1, a(z) = 5:17(:17 —-1), blz)= 5(9: + 1)(x—2).

Para todo k € Z, se cumple que a(k), b(k) € Z, ya que siempre al menos uno de los factores de a(z) y b(z) es par.
Dado que a(x) — b(x) = 1, se tiene la solucién minimal obvia A = =1y los polinomios Ay, pny € Q[z] definidos

por:
pn(z)va(z) + An () /b(x) (\/a(x)—i—\/b(sc)) 7, Nezt

resuelven la ecuacion. Ademas, para todo k € Z, se cumple que puy(k), Ay(k) € Z. En otras palabras, se tienen
sucesiones respectivas {un }¥_;, {An}¥-; en Q[z] con po(x) = Ao(z) = 1 verificando la ecuacién de recurrencia:

pn+1(x)Va(x) + Anpr(x)v/b(x ( z)va(r) + An(x \/b ) <\/a x +\/b(x))2
= [un (@) (a(z) + b(z)) + 2AN (2)b(2)] V(@) + [2a(z)un () + An (2) (a(z) + b(2))] Vb(2),

o de forma equivalente:

po(x) = Ao() =1,
i1 () = (22 — 2 — Dpuy(2) + (2 + 1)@ — DAn (@),
Avi1(z) = x(x — Duy(z) + (22 — 2 — D) An(2).

Por induccién, py, Ay € Z[z] y denotando por le(uy), le(Ay) a sus coeficientes principales, estos y los grados de
cada uno corresponden a:

le(pg) = le(Ng) =1 = 2°, le(pny1) = le(Any1) = le(un) +lc(Ay) = 2- 2N = 2N+

deg(po) = deg(Ag) =0=2-0, deg(punt1) = deg(An41) = deg(pn) +2 =deg(An) +2=2N+2 =2(N +1).
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Ademas, también por induccion todos los coeficientes de un(x) + An(z) son pares, ya que:
po(@) +Xo(2) =2, pn+i(@) + vt (z) = (207 = 22) (un (@) + An (@) = (un (@) + An (@) — 228 (2).

Por otra parte, la ecuacién de Pell generalizada del principio verifica al dividirla entre a(z)\%;(x):

PN(Z) ooy fin () 1) = 1L
(ANm 27(@) ”)(AN@)””“ ”) @) @)

por lo que para x grande:

1 1
An(z)/a(z) < xdeg(An) [z (x — 1) <

Esto quiere decir que pun(z)/An(z) es la aproximante de Padé de orden [2N/2N] en oo de 2f(x) — 1 y los poli-
nomios correspondientes a la misma son P = (uy + Ax)/2 vy @ = Any. Més atn, puesto que despejando se tiene
un =2P — Q y Ay = @, al sustituir las ecuaciones de recurrencia de py y Ay se obtiene una recurrencia para P
y @ cuyas ecuaciones corresponden a las del enunciado. De esa manera, P/Q viene expresada de forma recurrente
como Pyn/Qn vy al sustituir (A, p,u,v) = (Qn(k),2Pn(k) — Qn(k),2k — 1,1) con k € Z en el Corolario 3.13 se
concluyen las formulas para zn (k) e yn(k). Para finalizar, justamente la recurrencia de Py y @Qn implica que
QN — Py = Py_1. Por ello, Py (2) ~ Qn(x) ~ 2N2*N y asi, on (k) ~ kyn (k) ~ 2N E2N+L, O

—2N-1

xT

28 or) - 1) <

Es posible escribir los polinomios Py y @ del Teorema 3.17 en términos de polinomios clésicos:

Corolario 3.18 Para k € Zw1 y t:= k> —k — 1, cada par:
(k)= (k—1)Un(t) —Un-1(t),  yn(k) =Un(t) +kUn-1(t);

donde Uy son los llamados polinomios de Chebyshev de segunda especie, proporciona una solucion no trivial de
(K4).

Demostracion. De las ecuaciones de recurrencia para Py y (Qn se obtiene:
Qny1(k) = Py(k) + Pyya(k),  Pnya = (2k* =2k — 1)Pyy1(k) — Qnya(k) = 2Py (k) — Pn(k),

con Py(k) =1, P;(k) = 2t. La recurrencia sobre Py42 no es mas que la recurrencia que define a los polinomios de
Chebyshev de segunda especie Uy, tomando Py (k) = Uy (k* — k — 1) = Un/(t). Como se cumple:

.To(k) = kiPo(k) - Qo(k) =k-— 1, .’El(k) = kPl(k) - Ql(k) = 2(]41 - 1)t —-1= 2k3 - 4k2 + 1,

rn42(k) + 2N (k) = kPni2(k) — Qn2(k) + Py (k) — Qn (k)
=2kt Py (k) — (Pny2(k) + Pyya(k) + Py (k) + Py-1(k))
=2t (kPn11(k) — Qn41(k)) = 2tan 1 (k);

yo(k) = (1 = k)Po(k) + kQo(k) =1,  wi(k) = (1 = k)Pr(k) + kQu(k) = 2t + k = 2k* — k — 2,

yn+2(k) + yn (k) = (1 = k) Pny2(k) + kQn2(k) + (1 — k) Py (k) + kQn (K)
= 2(1 — k)tPy41(k) + k(Py-2(k) + Pyi1(k) + Py (k) + Py_1 (k)
=2t ((1 = k)Pnt1(k) + kQn11(k)) = 2tyn11(k);

tanto xy como yy satisfacen la misma recurrencia que Uy. Asi, sustituyendo Py (k) = Un(t), se concluyen las
formulas para zn (k) e yn (k) en funcion de Uy () del enunciado. O

Volviendo a aplicar las transformaciones de la Proposiciéon 3.15, se puede generar de forma sucesiva una infinidad
de familias polinémicas de soluciones. Sin embargo, es posible evitar la utilizacion de las aproximantes de Padé para
construir una infinidad de familias polindmicas de soluciones si se aprovecha directamente la simetria (A, u) < (u,v)
existente en (P), tal y como muestra el siguiente resultado:
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Proposicion 3.19 Se consideran ™ = 2k — 1 y los polinomios:

A(r) = (TS+T4—5T3—572+4T+2), B(T)Z*T(T475T2+4), C(T)Z*T(T273) .

DN | =

Sean los polinomios Py(k) y Qar(k) definidos por recurrencia como:

Po(k) =2k —1, Qo(k) =k —1,
Parsa(k) = A()Par(k) + B(r)Qur (),
Qa1 (k) = C(r)Px (k) + (A(r) + B(r)Qar (k).

Entonces, para cada M > 0:
ey (k) = 2k(k = 1)Qur(k) — Pu(k),  ynr(k) = (26 — 2k — 1) Par(k) — (4k” — 4k — 3)Qur (k)

son polinomios en Z[k] verificando (K4) para ciertos zo, 21 € Z[k]. Los coeficientes principales de xp € ypr son
positivos y deg(zar) = 1 + deg(yar) = 4M + 3.

Demostracion. Se procede analogamente como en la prueba del Teorema 3.17 pero considerando que se resuelve
una ecuacion de Pell generalizada en términos de v y v en lugar de en A y p. Empezando de nuevo con (A, p, u,v) =
(1,1,1 — 2k, 1) se llega al problema de que A = 1 = 1 produce en (P) la ecuaciéon degenerada v? — 0 - u? = 1. Para
resolver este problema, se considera una posibilidad mas simple, y en este caso, la correspondiente a (A, p, u,v) =
(2k% — 2k — 1,2k% — 2k — 3,1 — 2k, 1). Las dos primeras coordenadas corresponden a \1(k) y (k) en el Teorema
3.17. La nueva ecuacion de Pell generalizada asociada a (P) con esta eleccion de A y u serfa:

c(kw? —d(k)u® =1,  c(k)=4k* =8> + k> +3k, d(k)=k>—k—1;

de la que de antemano se sabe que (ug(k),vo(k)) = (£(2k — 1), £1) es solucion. Tomando el signo + en ug(k) y
vo(k) como solucién minima es posible generar nuevas soluciones a través de la recurrencia:

ong1 (k) \/elk) + unr1(k)/d(k) = (vM (k)\/e(k) + unr (k)\/d(k) ) («/c (%) +n/d(k))2
= [2rd(k)urr (k) + (72d(k) + c(k)) var (k)] Ve(k) + [(T2d(k) + c(k)) unr (k) + 2rc(k)var (k)] /d(k).
Escribiendo los coeficientes en términos de A(7), B(r) y C(7):

2d(k) 4+ c(k) = - (7" = 57% + 2) = % (2A(7) + B(1)),

| =

27c(k) = %T (7'4 —57% + 4) = —%B(T), 27d(k) = %T (72 - 5) = f% (B(1) +4C(7));
se obtienen las ecuaciones de recurrencia:
ug(k) =7, wo(k) =
uny1(k) = %(2/1(7 ( )unt (k) = 5 B(m)om (k)
vars1(k) = —3(B(1) +4C(7))unr (k) + 5(2A(7) + B(7))var (k).
Al efectuar el cambio Pp(k) = up(k), Quar(k) = (unr(k) — var(k))/2, esta recurrencia se convierte en la del

enunciado para Py (k) y Qa (k). Examinando los coeficientes, se cumple directamente que Py, Qs € Z[k]. Para
la eleccion de A y p del principio, las formulas para zas (k) e yas(k) dadas tras aplicar el Corolario 3.13 son:

zp (k) = i ((2k% = 2k — 3)(upr (k) +var (k) + (2k* — 2k — 1) (uar (k) — 3var(k)))
= (k* — k) (unr (k) — var (k) — ung (k) = 2(k* — k)Qnr (k) — Par(k),
yar(k) = (282 = 2k = 3) o () — wuar (k) + (282 — 2k — 1)(uas (k) + Buar (1))

uM(k’) — ’UM(I{?)

5 = (2k? — 2k — 1) Py (k) — (4k* — 4k — 3)Qpr (k).

= (2k? — 2k — D)oy (k) +
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A partir de la recurrencia para wups(k) y var(k), por induccion se sigue que denotando por lt(uar), 1t(vas) a sus
términos principales, estos corresponden respectivamente a 24MH1EAM+L ¢ 9dM EAM “vq ye:

lt(ug) = 2k, lt(uy) = It(7°) = 2°k°,
It(unrg1) =1t (T116(unr) + 01t (var)) =1t (7 - PHMHL g 7 AN = A(MEDFL AL
It(vo) =1, lt(ur) = lt(rh) = 2*K*,
lt(vars1) =1t (Tglt(uM) + T4lt(vM)) =1t (T CpAMAL T4M) = UM+ pA(M+1)
De esta manera, los términos principales de zps(k) e yas (k) son lt(xps) = k2t(ups) = 24MFLEAME3 v 1t (ypy)

2k21t(vpy) = 24M A RAM T2, O

E. Ecuaciones de Pell polinémicas y puntos de torsiéon. Toda soluciéon de la ecuacion de Pell generalizada
AX? — BY? =1 da lugar a una solucién de la ecuacién de Pell clasica X2 — ABY? = 1, ya que:

1= (X\/Z + Y\/E)2 (X\/Z - Y\/§)2 - (AX2 + BY? + 2XY\/E) (AX2 +BY? - 2XY\/E)

y asf basta realizar el cambio X — AX? + BY? Y + 2XY. Por tanto, cualquier solucién polinémica de (K4)
produce una solucién de la ecuacion de Pell polindmica X?(x) — D(x)Y?(z) = 1. La existencia de soluciones
no triviales para este tipo de ecuacion de Pell en general no es claral! y el encontrar condiciones sobre D que
permitan tal existencia es un problema abierto como se muestra en [AZ01]|, [DS04], [GT02], [Haz97], [Sch61],
[Sch62], [vdPT00]. El caso mas relevante aqui es aquél en que deg(D) = 4, ya que la curva asociada y? = D(x)
satisface el siguiente resultado de Avanzi-Zannier [AZ01]:

Teorema 3.20 La ecuacion X? — D(z)Y? = 1 con D(x) polinomio cudrtico mdnico y libre de cuadrados tiene
solucion no trivial si y solo si la diferencia de los puntos del infinito de la curva eliptica y*> = D(x) es un punto de
torsion de la misma.

Sea la ecuacion de Pell polinomica construida a partir de (P):

A2 _ D(U,’U)MQ -1 D(’LL,’U) _ (91}2 _ u2)(v2 _ UQ).

Para que la ecuacién y? = D(u,v) cumpla deg(D) = 4, u y v deben ser a lo sumo polinomios lineales, es decir
U= u1x + uz, v = V12 + va, de tal forma que D(z) sea, tras algtin cambio necesario, moénico y libre de cuadrados.
Una vez se tenga eso, se puede aplicar el Teorema 3.20 para discernir si existen soluciones polinomicas de (P) con
u y v polinomios lineales aparte del par (2k — 1,1) que ya se conoce y se ha estudiado en el apartado anterior.
Una primera observacion al respecto es que no es necesario estudiar toda esta generalidad, ya que con los cambios
adecuados se pueden simplificar los casos que hay que contemplar. Si el objetivo es buscar polinomios A, M € Q[z]
que satisfagan A(x)? — D(u1x + ug, vix + v2)M(z)? = 1, dada la simetria existente entre u y v salvo constantes,
es posible establecer una casuistica respecto de u o respecto de v. Por ejemplo, si v no es constante, con la
sustitucion « = (z' — v2)/v1, el objetivo perseguido es equivalente a encontrar polinomios A’, M’ € Q[z'] tales que
N (2)? — D(ufx + ub,2')M'(z)? = 1 para ciertos v} y uz. Por otra parte, si v fuera constante (v; = 0 y vy # 0),
la sustitucion v = vy hace que el objetivo sea equivalente a que A(z)? — D((uix + uz)/v2, 1)(voM(x))? = 1. En
resumen, basta estudiar sin pérdida de generalidad los caso en que v = x y v = 1, obteniendo las curvas asociadas
siguientes:

(r,1) = e :y*=D(x)= i(xg —1)(x? - 9),
1
el

Una vez hecho esto, solo queda exigir que D(x) sea monico.l”l Posteriormente, la estrategia para calcular los puntos
del infinito seré pasarlos a la parte afin a través del cambio:

(mx+n,2) = ey:y>=D(x)= m? — 9)2? + 2mnax + n?)((m?* — 1)z? + 2mnz + n?).

xn—>a+ﬁ, Y=y

X X2

(61 A priori, puede decirse que D(z) debe tener grado par, ya que en caso contrario en la expresiéon X2 — D(gﬁ)Y2 siempre apareceria
algtin término de grado impar que no puede ser cancelado y por tanto, la expresion jamas podria ser 1.

7 si D(z) no es moénico, los puntos del infinito que se calculen posteriormente no tendran coordenadas racionales, salvo que el
coeficiente principal sea un cuadrado, en cuyo caso se puede realizar un cambio sencillo para convertir D(x) en ménico.
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y de ahi evaluar X = 0. Tras esto, se calculara su diferencia y se comprobara si el resultado es un punto de torsion
de la correspondiente curva.

En el caso de ey, cuyo D(x) es siempre libre de cuadrados, cambiando y +— /8, la curva eliptica e;:
By = (2? = 1)(2* - 9).
A continuacion, con el cambio x + 1 —4/X, y — 8Y/X?2, se obtiene la curva transformada:
Ei: YV =(X-2)(X+2)(X-1)=X* - X?—4X +4.

Uno de los aspectos mas importantes de las curvas elipticas es la existencia de una forma de sumar puntos que
la dota de una estructura de grupo aditivo. Como aspecto particular, sus puntos de torsion seran aquellos que
sumados consigo mismos un cierto nimero de veces n den lugar al elemento neutro O del grupo (que en la forma
de Weierstrass Y? = X3 + AX + B de la curva corresponderd a 0o). Aplicando esto a Ej, al sustituir X = 0y
despejar Y se obtienen los puntos del infinito Py = (0,+2) € Q?. Puesto que los puntos son inversos, se cumple
la relacion Py — P_ = 2P,. En general, para calcular 2P = 2- (X,Y’) se toma la recta tangente a la curva en el
punto P, que es de la forma Y = Y’(0)(X — 0) 4+ Y (0), se interseca con la curva y se comprueba el tercer punto
de corte. Para ver que el tercer punto es de torsion, una forma de hacerlo es ver si el punto corresponde a un
factor de la curva, ya que al ser Y = 0 entonces la tangente a la curva en P seria vertical, o lo que es lo mismo,
2P = oco. Aplicado a Eq, la ecuacién de la recta tangente en Py es Y = —X + 2. Al sustituir en la curva, se obtiene
(X —2) (X?+ X —2) = (X —2)2 De aqui hay dos opciones, o0 X = 2 o (simplificando el factor comtn) X? =0,
por lo que se consiguen los puntos (2,0) y (0,2) doble. Por tanto, P, — P_ = (2,0), que es un punto de torsion de
orden 2 ya que X — 2 es un factor del segundo miembro de E;.

En el caso de ey, dado que el coeficiente de z* es variable, tinicamente se podran estudiar aquellos valores de
m que hagan de dicho coeficiente un cuadrado y aquellos valores de m y n tales que D(x) sea libre de cuadrados
para poder aplicar el Teorema 3.20. Factorizando D(z), la tnica posibilidad de que no sea libre de cuadrados es
que n = 0. Quitando este caso, D(z) siempre seré libre de cuadrados. El estudio se reduce, pues, a comprobar qué
valores de m hacen al coeficiente principal de D(z) un cuadrado, es decir, el estudio se reduce al de los puntos
racionales de E;. Para calcular los puntos racionales de E7, se puede escribir en sagemath el siguiente codigo:

E = EllipticCurve([0,-1,0,-4,4])
print E.rank()
print E.torsion_points()

La salida de este codigo muestra que el rango!®! de Eq es 0, por lo que hay un nimero finito de puntos racionales
que corresponden a los elementos del subgrupo de torsiéon, formado por los puntos proyectivos:

{(-2:0:1),(0: =2:1),(2:0:1),(0:2:1),(4: —6:1),(4:6:1),(1:0:1),(0:1:0)}.
Por tanto, deshaciendo el cambio para volver a E; se concluye que:

El(@) = {(_370)a (_170)a (170)7 (3a 0)7 (07 _3)7 (07 3)a OO} :

Haciendo corresponder estos puntos con los valores m = 41,43 que anulan el coeficiente de z*, estos hacen que
D(x) tenga grado impar, por lo que no producen soluciones de A2 — D(x)M? = 1. Por tltimo, con (0,—3) y (0, 3)
se tiene m = 0 y en ese caso (u,v) = (mx + n,z) = (n,z), que se puede reducir al par (z,1) siempre que n # 0,
que es un caso ya estudiado.

Con esto puede conluirse que en los casos en los que se ha podido aplicar el Teorema 3.20, la tnica familia
polinémica se reduce esencialmente a (x, 1) o bien (1, z), y como u como v eran impares, solo se obtienen las familias
lineales que ya se conocian (2k —1,1) y (1,2k — 1). Lo que ocurra fuera de las condiciones del Teorema 3.20 sigue
siendo desconocido.

§3. El caso S;

Antes de entrar en materia, esta ultima Seccion hace uso de nociones basicas de Geometria Algebraica que
deben tenerse en cuenta para poder entender todo su contenido, dejando detalles mas complejos o que se salen de

8] Véase Seccion 3.
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la intencién de esta Seccion para las referencias bibliograficas.

A modo de introduccion, una curva algebraica C' definida sobre Q (en general sobre C) tiene asociada una
importante caracteristica topoldgica g € Z>( llamada género. El género indica que la llamada caracteristica de
FEuler de C considerada como superficie de Riemann!®! es 2 —2g. Para cada valor de g, el nimero obtenido muestra
una equivalencia topologica (y por tanto una clasificaciéon) entre C' y un objeto de propiedades méas conocidas,
como las esferas o los toros de n asas. Cuando g = 0, la curva C' se puede parametrizar [DT15] y si C' cuenta con
un punto racional, entonces tiene infinitos y la parametrizacién es racional. Cuando g = 1, la curva C serd una
curva eliptica [ST92|, cuyo aspecto mas interesante es, como se ha mencionado en la Seccion anterior, su estructura
de grupo aditivo asociada. De esta forma, si C' cuenta con un punto racional P, entonces sumando P consigo
mismo sucesivamente se iran obteniendo infinitos puntos racionales, a no ser que P sea de torsion. Los puntos de
torsion son sencillos de identificar, pero no ocurre lo mismo con los que no lo son. En este sentido, la teoria de
curvas elipticas da informacién sobre su estructura como suma directa de la parte de torsién y una parte libre Z"
con r un entero no negativo llamado rango (Teorema de Mordell-Weil). Por tultimo, cuando g > 1, el celebrado
Teorema de Faltings [Hin98| afirma que el nimero de puntos racionales existentes en C es finito. Esto permitio
ser aplicado en contextos tan fuertes como el Ultimo Teorema de Fermat, anteriormente a la prueba de Wiles. La
curva " + y™ = 1 tiene género g = (n —1)(n —2)/2. Si n = 1, entonces g = 0 y hay infinitas soluciones racionales.
Sin = 3, entonces g = 1 y la curva define una curva eliptica que podria tener infinitos puntos racionales, aunque
Euler probo que solo contiene los puntos de torsiéon (1,0) y (0,1). Finalmente, para cada n > 3 la deduccion mas
fuerte es que solo habria un ntumero finito de soluciones segin el Teorema de Faltings. Por tanto, para ¢ = X/Z,
y=Y/Z; con X, Y y Z coprimos, la ecuacién de Fermat X™ + Y™ = Z" tiene infinitas soluciones para n = 2
(ternas pitagoricas), las triviales para n = 3 y un ntumero finito de soluciones no triviales para cada n > 3, si bien
Wiles prob6 posteriormente que en realidad no hay ninguna en este ultimo caso.

Cuando el nimero de variables aumenta las cosas se vuelven mucho mas complejas y oscuras. Aunque el hecho
de que el niimero de variables sea grande, haya soluciones reales y no haya problemas al tomar congruencias indica
que la existencia de soluciones racionales podria ser mucho méas plausible, esto no siempre es asi. En el caso de las
superficies algebraicas, para empezar, no es facil establecer una clasificacion. En esta direcciéon, existen conceptos
mas alla del género que da lugar a la conocida como Clasificacion de Enriques-Kodaira [Sha94|, que deja entrever
la existencia de diez tipos de situaciones diferentes que pueden ocurrir en las superficies algebraicas desde el punto
de vista de la Geometria Algebraica. Uno de estos tipos lo conforman las denominadas superficies de tipo general
(mé4s o menos aquellas que no tienen particularidades especiales). Fuera de este grupo se encuentran tipos como las
superficies racionales (las que se parametrizan mediante funciones racionales) y las superficies K3. Para ilustrar la
enorme dificultad que entrafian este tipo de situaciones, Euler conjeturé que la superficie K3 2* 4+ y* 4+ 2% = 1 no
tiene puntos racionales no triviales pero més de dos siglos después se encontr6d [ELk88] no solo un contraejemplo
sino una infinidad de ellos y ademés distribuidos por doquier. Esta tarea no resulté nada facil ni siquiera a través
de una méquina, lo cual resulta algo sorprendente y da idea de la poca fiabilidad que en ocasiones la evidencia
numérica revela. Todo ello obviamente sin decir nada de la extraordinaria dificultad tedrica que subyace detras de
semejantes enunciados.

Sobrevolando todo el contexto anterior, en esta ultima Seccién se presenta un resultado parcial acerca del
conjunto Ss, protagonista de la Conjetura 3.1. La evidencia numérica parece apoyar dicha conjetura, lo cual se
refleja incluso tomando familias polinomicas de la Seccién anterior. Como ejemplo de ello, al tomar la familia de
soluciones de (K4) dada por z(k) = 2k3 — 4k? + 1, y(k) = 2k? — k — 2; y sustituirla en la tercera ecuacion de (K5)
se obtiene una curva de género 2 dada por:

23 = 4k° + 8Kk° — 40k* + 45k — 2k + 1.

Usando el llamado Método de Chabauty [MP12], el profesor X. Xarles prob6 que no existen puntos de coordenadas
enteras sobre esa curva. En consecuencia, para todo k € Z*, el n = (22 — 1)(y? — 1)/4 asociado no esta en Ss.
Para descubrir el tipo de superficie algebraica que describen las ecuaciones de (K5) es posible emplear magma.
Para establecer una relacién entre puntos racionales y puntos enteros en la superficie algebraica resulta conveniente
homogeneizar previamente las ecuaciones considerandolas dentro de un espacio proyectivo:

X2+ Y2 —w?—-2Z3,  XP+4AXY +Y? 43w - 77, XP4+6XY +Y?+8uw? - 73,

(9] Al introducir una parametrizacién en C a través de nameros complejos, C' puede interpretarse como superficie (superficie de
Riemann). Por otra parte, algunos espacios topolégicos poseen un invariante llamado caracteristica de Euler y en el caso de las curvas
algebraicas, se asocia a su superficie de Riemann correspondiente. Este invariante permite establecer criterios de clasificaciéon de espacios
topologicos, un tema central de la Topologia Algebraica.
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De esta forma, para ver su tipo segun la Clasificacion de Enriques-Kodaira, es posible utilizar el siguiente codigo:

P<x,y,20,z1,z2,w> = ProjectiveSpace(Rationals(),5);

X = Surface(P,[x"2 + y°2 - w™2 - 2072, x72 + 4xx*y + y~2 + 3*w~2 - z1"2,
X"2 + 6*x*y + y©2 + 8xw~2 - z272]);

KodairaEnriquesType (X) ;

La salida del codigo es 0 -2 K3 . Ignorando los dos valores numéricos, el tercer valor que aparece como texto
es el tipo de la superficie algebraica. Por tanto, el objeto algebraico definido por (K5) es una superficie K3 y el
ejemplo de z* 4+ y* + z* = 1 hace desconfiar como se ha comentado de la evidencia numérica. El problema de este
tipo de superficies estéd en que no hay una conjetura clara acerca de los puntos racionales y en este caso ademas
habria que pasar a puntos enteros.

Una forma de atajar, aunque no solucionar totalmente, este problema es asociar a (K5) una superficie de tipo
general de modo que la llamada Conjetura de Bombieri-Lang [HS00]| arroje algin resultado. Esta conjetura sostiene
en el caso de superficies sobre Q que en una superficie algebraica suave de tipo general el conjunto de puntos racio-
nales no es Zariski denso, es decir, que los posibles puntos racionales deben estar contenidos en un cierto ntimero de
curvas dentro de la superficie. Si las curvas tienen género 0 o 1, puede haber infinitos puntos pero la gran ventaja
es que los mismos estarian localizados, no distribuidos arbitrariamente como en el caso de z* 4+ y* + 2* = 1 descrito
anteriormente.

Ademas de tener presente la Conjetura de Bombieri-Lang, se asumira otra condicion extra:
Conjetura 3.21 No existen funciones racionales x(t), y(t), z;(t) € Q(t)\Q verificando (K5).
Con las dos conjeturas asumidas, es posible llegar al siguiente resultado parcial:
Teorema 3.22 Bajo la Conjetura de Bombieri-Lang y la Conjetura 3.21, el conjunto Ss es finito.

Demostracion. Por el Corolario 3.13 toda solucion de (K4) procede de una solucion de (P). Imponiendo la
condicion extra de (K5), a través de las formulas de = e y dadas en el mismo Corolario se obtienen las siguientes
ecuaciones:

=202 + pPu? + 9202 — p20? —8 =0,
2022 — /Puz + 10 A puv — IA2? + 2u2v2 +32 = 423.

Estas ecuaciones definen una variedad afin de dimensién 3 (ntumero de variables independientes). Sin embargo, es
posible reducir su dimensién con el siguiente cambio de variables:
A u 22
X:—’ Yzia Z:,U/U, Z2:77
I v o

el cual lleva a una superficie algebraica (variedad algebraica de dimension 2) en A*:

Z2(—X2Y?2 + Y24 9X2—1) =8,
—2X2Y2 +3Y2 4+ 10XY +27X2 — 2 =422,

Es importante notar que cada solucion entera no trivial de (K'5) produce una tupla (X,Y, Z, Zs) con X, Y, Z5 € Q
y Z € Z. Si se homogeneizan las ecuaciones, la variedad V resultante de P* no es irreducible, ya que al comprobar
el tipo de V en magma [BCF113] a través del codigo:

P<x,y,20,z1,z2,w> = ProjectiveSpace(Rationals(),5);
V = Surface(P,[z72 * (- x™2%y~2 + y~2*xw~2 + 9*x~2%w"2 - w™4) - 8*w~6,

- 2%XT2kYT2 + 3xyT2xwT2 + 10*x*kyRkwT2 + 27T*X"2kWT2 - 2xw"4 - 4*z272%xw"2])
KodairaEnriquesType (V) ;

se produce el error Runtime error in ’Surface’: Scheme is not reduced and irreducible . El problema
estd en que V contiene varias superficies (factores irreducibles) en realidad. Por ello, hay que identificarlas y extraer
las que sean importantes. Es posible extraer estos factores irreducibles escribiendo el siguiente codigo en sagemath
[ST17):

P<x,y,z,z2,w> = ProjectiveSpace(4,QQ)

Pl = 272x(-x"2%y 2+y~2%w~2+9%x " 2*w"~2-w"4) -8*w"6

P2 = -2%x7 2%y 2+3%y " 2%y 2+ 104Xk ykw T2+ 27 %X T 2% W T 2-24%W T 4-4% 227 2% W2

V = P.subscheme([P1,P2])

print V.irreducible_components ()

89



La salida del codigo muestra que V' contiene tres trozos, correspondientes a los hiperplanos proyectivos {Y = w = 0}
y {X = w =0}, y al ideal generado por los cuatro polinomios siguientes:

P = 9X2Z2 4+ 10XYZ% +Y?22% —42%72 4 16w,
Py:= 2X?Y? - 27X%w? — 10XYw? — 3Y?w? + 4Z3w? + 2w?,
Py:= 10XY3Z2+Y412?% —4Y22%273 — 90XY Z2?w? + 3622 Z3w? + 16Y 2w* — 9Z7%w* — 216w5,
Py:= YPZ?+A0XY?Z2Z5 —4Y3 2?73 — 90XY? Z%w? — 100Y 3 Z?w? — 360X Z2 Z3w? + 36Y 22 Z3w?
—160XY?w?* 4+ 16Y3w?* + 90X Z2w* 4+ 91Y Z?w?* + 2160X w® + 584Y w®.
Utilizando ahora magma se puede confirmar que P; = P, = P3 = Py = 0 define una superficie S se tipo general en
P* escribiendo el siguiente codigo:

P<x,y,z,z2,w> := ProjectiveSpace(Rationals(),4);
Pl := 9%x72%z72 + 10*x*y*z~2 + y~2%z72 - 4*z"2*%z272 + 16*w"4;

P2 := 2%x72%y~2 - 27*x72%w"2 - 10*x*y*w™2 - 3*kyT2%xw"2 + 4*z272%w"2 + 2%w"4;
P3 := 10*x*y~3*%z~2 + y~4%z"2 - 4kxy~2%z"2%z272 - Q0*x*y*z~2%w"2 + 36%z"2%z272%w"2
+ 16xy~2*%w~4 - 9*z"2xw~4 - 216*w”6;
P4 := y~5%xz~2 + 40%x*xy 2%z"2%z272 - 4xy~3*z"2%z272 - Q0*x*ky 2%z"2xw"2 - 100%y"3*z"2xw"2

- 360*x*z72%z272%y "2 + 36%y*z"2*z272%xw"2 - 160%x*y~2*w~4 + 16%y~3*w~4 + 90*x*z"2*w~4
+ Olxy*xz~2*xw~4 + 2160*x*w”~6 + 584*y*uw~6;

X := Surface(P,[P1, P2, P3, P4]);

KodairaEnriquesType (X) ;

La salida ahora es 2 0 General type , que es lo que se buscaba. Con esto, gracias al Corolario 3.13, que impone
condiciones algebraicas para tener soluciones enteras de (K4), se ha podido transformar la superficie K3 definida
por (K5) en S. Por la Conjetura de Bombieri-Lang y el Teorema de Faltings, si existen puntos racionales en S, estos
deben concentrarse en curvas de género 0 o 1. De entre ambos tipos, las de género 0 admiten una parametrizacién
con funciones racionales y asumiendo la Conjetura 3.21 se evita la infinidad de puntos racionales que podria haber
para producir soluciones no triviales. Faltaria probar que no hay una infinidad de puntos provenientes de soluciones
de (K5) en cualquier curva eliptica embebida en S. Para ello, se atiende al valor de Z. Por una parte, si Z es una
constante fijada, la ecuacion Z2(—X2Y2 +Y?2 +9X? — 1) = 8 define una curva birracionalmente equivalente a una
curva eliptica. Para comprobarlo, el primer paso es cambiar Y + Y /(1 — X?2):

Y2721 - X?) +9(1 — X3)?X?2% — (1 — X?)?Z% =8(1 — X?)2.

Simplificando el factor 1 — X2, despejando Y2Z? y aplicando como en otras ocasiones un cambio del tipo X
a+ B/X se obtiene:

2 2 3 2122 3 4
Y227 = 8—8a”—8 15 — 16 s I ML *3)22.

ap 2 272 2 B o 4
—4+Z*-100" 2 - 10— 2“-20—Z 4—— 4—+ —
X+ Ocv OX2 OX +9(a”+ X+6X2+X3+X4
Si o = 1, varios términos pueden cancelarse entre si, quedando:
2 4 3 2
v2z2 = s 168 (02 156D fuu 162 22,
X2 X + X4 + X3 + X2 + X
Para quitar los denominadores se impone Y +— Y/ X2
Y?Z? =168(1 — Z°)X® + (44B%Z% — 83) X* + 368°Z° X + 93" Z*.

El siguiente paso es tomar 3 = 2/(11Z?) para eliminar el factor con X2 y dividir toda la ecuacién entre Z2:

32(1 — 22) 288 144

2 3

= X X .

1124 * 133126 + 1464178

Por tltimo, se busca la forma de Weierstrass Y2 = X3+ AX + B a través del cambio Y — (32(1 — Z2)/(1124))?Y,

X — 32(1 — Z?)X/(112Z*%), y simplificando se consigue la curva:

Y

976 978
X + .
1024(1 — Z2)3 65536(1 — Z2)4

Y2:X3+

El discriminante del segundo miembro es:

729

AAB 4 oTB2 = )
+ 1204967296

(1322 4+3)Z'%(z% —1)7°.
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Por tanto, la ecuacion de partida define una cuva eliptica para cada Z ¢ {0,1, —1}. Cuando se fija Z, examinando
el cambio de variables del principio de la demostracion se tiene que (z,y) = (ZX, ZY) es un punto de coordenadas
enteras en una curva eliptica fija y por el llamado Teorema de Siegel [Lan83] existe tnicamente un ntmero finito
de posibilidades. El caso Z = 0 lleva a contradiccion ya que carece de sentido en la parte afin de .S, mientras que
si Z = 41, la ecuacion se convierte en (X2 — 1)(Y2 — 9) = 0. Por una parte, si X? = 1, el cambio de variables
del principio implica que \, 4 € {—1,1} y gracias al Corolario 3.13 se concluye que 22 o y? es 1, produciendo
una solucién trivial. Por otra parte, si Y2 = 9, el cambio de variables del principio implica que u € {3,—-3} y
v € {1,—1} y gracias al Corolario 3.13 se concluye que x2 o y? es 1, produciendo de nuevo una solucién trivial. En
resumen, se ha probado que es imposible encontrar infinitas soluciones no triviales de (K5) que originen puntos
sobre S con un Z fijado. Sea ahora el caso en que Z no es constante. Como se ha mencionado anteriormente,
la Conjetura de Bombieri-Lang asegura que las soluciones racionales estan sobre un conjunto finito de curvas de
género 0 o 1. Considerando ahora que Z tiene un polo en el punto O se construyen a partir de este punto base y a
traveés del Teorema de Riemann-Roch [Was08| funciones x e y con polos de orden 2 y 3 en O verificando la forma
de Weierstrass y?> = 23 + ax + b con a, b € Q de una curva eliptica E. Con esta formulacién, se puede probar la
identidad:!°!
2 fag 1(Z2)x 4. +ag(Z2) =0 para algunos a; € Q[Z].

En efecto, si Q(E) es el cuerpo de funciones de E,I"!] existe un polinomio P € Q[z,y] con y* = 2® + ax + b tal que
ZP € Q[z,y] (basta tomar como P(z) un polinomio que se anule con orden suficiente en los polos de Z diferentes
de O). Como y? € Q[z], es posible escribir ZP(x) = By(z) + yBi(z) con By, By € Q[z] de forma que:

(ZP(x) — Bo(2))? — By(2)*(2® 4+ ax +b) = 0.

Obviamente, los grados de B2 y 23B? son de diferente paridad. Entonces, si m es el orden del polo de ZP en O,
se tiene:[!2l
deg(P?) < m = méax{2deg(By), deg(Biz*)} = deg(B; — B?(x® + ax +b)).

Al desarrollar (ZP(z) — Bo(z))? — By(z)%(2® + az + b) = 0 y dividir por el coeficiente principal en = se obtiene
la identidad buscada. Si se quitan ahora los denominadores de los coeficientes a;, se deduce que para Z entero
existe solamente un nimero finito de posibilidades para los denominadores de z e y.[13] De nuevo por el Teorema
de Siegel,['¥ existe solo un nimero finito de puntos racionales que originen valores enteros de Z. O

Como observacion final, el resultado parcial que se ha obtenido da pie a un interrogante. ; Es realmente necesaria
la Conjetura 3.21 o puede rebajarse la condicion? Hasta la fecha no se ha conseguido esclarecer si esta conjetura
resulta tan fuerte como parece en vista de la demostraciéon de este resultado. Queda como problema futuro el
dilucidar algin resultado mas fuerte segtn el cual el conjunto S5 sea finito o vacio.

0] La prueba de esta identidad se sigue de [Lan83] pero su justificaciéon no resulta demasiado convincente. Por ello, la prueba
presentada aqui busca solamente una explicacion sencilla, sin reclamar originalidad.

111 g cuerpo de funciones se define como el cuerpo de fracciones de Q[z,y]/I, donde z e y son variables e I es el ideal generado por
3 +ax+b—9y2.

[12] Cuando una funcién meromorfa f(z) se comporta como a/z™ + ... (términos de grado mayor) cerca del origen se dice que tiene en
él un polo de orden n. Cambiando z por 1/z el origen pasa al infinito y se dice que f(z) tiene un polo de orden n en el infinito si para n
grande es como az™ + ... (términos de grado menor). Con esta nocién, el orden en un mismo punto de la composicién de funciones de
ordenes ni y na es ning. En este caso, P(z) tiene grado n y como esta sustituido en x que tiene orden 2 en O (el infinito en términos
de curvas elipticas) el orden del polo de P(zx) es deg(P?) = 2deg(P). Por otro lado, como Z tiene un polo en O, el orden del polo de
Z P es mayor que deg(PQ) y de ahi la primera desigualdad.

131 Un polinomio agz® +a1z? 1 +-.. € Z|z], si tiene una raiz racional, su denominador divide a ag (Regla de Ruffini). En particular,
solo hay un namero finito de posibilidades para x y por tanto también para y.

14 E] Teorema de Siegel se aplica no solo a puntos de coordenadas enteras como se ha visto previamente sino también a puntos de
coordenadas racionales con denominador acotado.
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