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1. Introducciéon

Este articulo de divulgacién es una version ampliada de la charla del 10 de mayo en el
ICMAT. Al igual que ella, estd dirigida especialmente para los que no han tenido contacto
previo con la formula de traza de Selberg. Se veran algunos analogos euclideos, un poco de la
geometria y el andlisis del plano hiperboélico y finalmente ideas sobre el enunciado y la prueba
de la formula de traza de Selberg. La relacién con la teorfa de ntimeros estara presente en todos
estos puntos.

El lector que quiera profundizar un poco mas sobre el tema sin practicamente conocimientos
previos, seguramente encuentre muy provechosos los articulos [4], [6] y [1, XI], bastante antiguos
pero muy interesantes. Para demostraciones completas, una buena referencia es [5].

En el articulo original de A. Selberg [8] la formula de traza aparece como un ejemplo desta-
cado (jsin demostracion!) de una técnica que se aplica en variedades riemannianas débilmente
simétricas. En esta exposicién no seguiremos este planteamiento general pero a modo de mo-
tivacion introduciremos ciertos analogos en los que los personajes comunes son una variedad
riemanniana homogénea y completa M con una distancia d, un subgrupo discreto de isome-
trias I" y el operador de Laplace-Beltrami —A (un laplaciano invariante por isometrias, no hace
falta saber la definiciéon exacta).

2. Espacio euclideo de dimensién 1

Vamos a dar una prueba complicada, o méas bien pedante, de una férmula bien conocida
que admite una demostraciéon sencilla. La justificacién es que introduciremos las ideas basicas
de la formula de traza de Selberg.

Consideramos R con las isometrias dadas por las las traslaciones enteras:

M=R, dz,y)=|zr—yl, T={z—z+n:neZ}, -—-Af=Ff"

Tomemos f una funcién real. Aqui y en lo sucesivo no nos preocuparemos mucho por la re-
gularidad. Con f € C§°(R™) se elimina cualquier problema al respecto. La expresion f (d(:v, y))



es invariante si se aplica la misma isometria (no necesariamente de I') simultdneamente en x
e y. Ahora forzamos las simetrias de I" en cada variable considerando el nicleo automorfo

(1) K(z,y) =Y fld(yz,y) =Y f(ln+z—yl).

yel’ nez

Es automorfo en el sentido de que K (vx,y) = K(x,y) = K(z,7y) para cualquier v € T.

El espacio de orbitas T'\R es el toro unidimensional T y asi K esta definido en T x T.
Sobre T, el operador —A tiene un espectro discreto con autofunciones {¢n }nez y autovalores
respectivos {\, tnez, donde ¢, (t) = €™ y X\, = 47w2n?.

Es facil comprobar usando la propiedad aditiva ¢, (x + y) = ¢n(x)dn(y), que se verifica la
siguiente propiedad fundamental

2) [;ﬂu—m»%mwm=ﬁm¢Mwa

donde f, es la extension par de fy f(f) =[x/ (x)e~%* dx. A partir de esto, empleando que
M = R es unién de fy([(), 1)) con v € I', se deduce el desarrollo de Fourier de K, que llamaremos
formula de pretraza

(3) K(z,y) = > fo(VA) dn(@)6n(y).

nel

Si ahora calculamos la traza de K en T, esto es, fT K(z,x) dr (aqui es equivalente a algo
tan sencillo como evaluar en cero), se obtiene la fdrmula de traza

(4) STr(nl) =D fo(VAn).

ne”L neZ

Esto es una manera complicada de escribir la féormula de sumacion de Poisson. Notemos que |n|
proviene de d (7(:1:), x) que es la longitud de la geodésica en R que une = con otro punto en su
orbita por I', entonces es la longitud de una geodésica cerrada en T y asi el primer sumatorio
puede entenderse sobre las longitudes de las geodésicas cerradas en T.

En teoria de ntimeros. Aplicando (4) a f(z) = z~*sen?(7mnx/2) se obtiene la ecuacion
funcional para (1 - Z_S)C (s) aunque, siguiendo a Riemann, es mas sencillo deducirla para ((s)
con f(z) = e ** en (4) tomando después transformadas de Mellin en ¢. La ecuacién funcional
de las funciones L de Dirichlet también se obtiene a partir de (4).



3. Espacio euclideo de dimensioén 2

El caso de dimension 2 es muy similar. Ahora consideramos

0?  9?

El nicleo automorfo es

(5) K(z,y) =Y f(li+z—l).

nez?

Ahora I'\M es T? y las autofunciones y autovalores respectivos vienen dados por ¢z(%) =
¥ E v N\ = 4n?||7||? con 7i € Z2.
La propiedad fundamental es méas complicada que antes:

(© [ 117 = )@ da = F(/Xa) o
donde fves una transformada de Hankel

o0 2m
f(z) = 7r/ F(Vt)Jo (x\/i) dt donde Jy(z) = 217r/ cos(x cost) dt.
0 0

Si bien por la propiedad aditiva se obtiene facilmente ¢7(%) en el segundo miembro de (6), no
es obvio que su coeficiente dependa sélo del autovalor. Lo que se estd usando aqui es que la
transformada de Fourier de una funcién radial es radial.

Como antes, M = R? es unién de 7([0,1) x [0,1)) con v € ' y se obtiene la formula de
pretraza

(7) K@ §) =Y F(vV i) oa(@)da(y).

La formula de traza, que otra vez equivale a evaluar en cero, viene de calcular fT K(Z,%) d¥
con (5) y con (7):

(8) Z Flal) = Z F(Vz)-

Esta es la formula de sumacion de Poisson para funciones radiales en R2. De nuevo el primer
sumatorio puede entenderse como una suma sobre las longitudes de las geodésicas cerradas en
T? porque [|7i|| = d(v(Z), Z) es la longitud de la geodésica en R? (la recta) que une &y v(Z).



En teoria de nameros. Es facil reescribir (8) como la siguiente formula de Hardy y Landau
> ra(k) f(VE) =Y ra(k)f(27VE).
k=0 k=0

Tomando como f aproximaciones regulares de la funciéon caracteristica de [0,+/x] se puede

obtener con algin esfuerzo
Z ro(k) = mx + 0(931/3).

n<x

El problema del circulo de Gauss consiste en averiguar por qué nimeros se puede reemplazar el
exponente 1/3. La conjetura de Hardy es que cualquiera mayor que 1/4 es valido. Por otro lado
se sabe que 1/4 no lo es. El mejor exponente probado hasta la fecha, debido a M.N. Huxley, es
131/416 que supone el 22 % del camino entre 1/3 y 1/4.

4. Geometria y analisis en en plano hiperbélico

Fl plano hiperbélico es una variedad de dimensién 2 homogénea y de curvatura constante
K = —1. Uno de los modelos més sencillo para representarlo es el semiplano de Poincaré

H= {x +iy xR, ye R+} con la métrica y 2 (da:2 + dy2).

La distancia d(z,w) correspondiente a esta métrica admite una férmula explicita relativamente
sencilla [5] pero que no mencionaremos aqui, mas alla del caso especial

d(i,pi) = |log p| para p € R*.

Conviene notar para hacerse una idea geométrica que las distancias disminuyen con respecto a
la euclidea segiin subimos y aumentan segun bajamos. De hecho d(z,z + 1) tiende a 0 y a oo,
respectivamente cuando 3z tiende a +oo y a 07. También hay una medida dju. asociada a la
métrica y a la distancia y que por tanto es invariante por isometrias.

Las isometrias directas G del semiplano de Poincaré estan en biyeccion con el grupo SLa(R),
salvo identificar I y —I, considerando que las matrices actiian sobre H como transformaciones
lineales fraccionarias

G ={g(z) =

az+b
cz+d

cabe,d R, ad—bc:l}.

El operador de Laplace-Beltrami es el laplaciano habitual salvo por un factor:

9) A= —y2<62 + 822)



Por definicién, sélo depende de la métrica y por consiguiente es invariante por isometrias, es
decir
(—Af)og=—-A(fog) para cualquier g € G.

La ecuacién g(z) = z con g € G — {I} puede tener dos soluciones en R = R U {oo}, una
solucién en R o ninguna (dos soluciones complejas, una de ellas en H). Respectivamente, se dice
que g es hiperbdlico, parabdlico y eliptico. Siempre conjugando podemos hacer que los puntos
fijos pasen a ser co y 0; 0o; e i. Lo cual corresponde a las siguientes transformaciones:

P(z) = pz, T(z)=z4+wv Y Ggalz) = zeosa—sena
zZsen o + cos «
Geométricamente, los elementos hiperbdlicos corresponden a una traslacion a lo largo de una
geodésica (que en H son las semirrectas verticales y las semicircunferencias ortogonales a R),
mientras que los elementos elipticos son rotaciones alrededor de un punto de H y los parabdlicos
son rotaciones degeneradas con centro en el infinito (de la misma forma que en R? una rotacion
con centro muy alejado aproxima a una traslacion, que también es un movimiento).

Hay muchas posibilidades para subgrupos discretos I' de G pero estamos especialmente
interesados en los que el espacio de 6rbitas I'\H sea compacto o que al menos deje de serlo s6lo
por algunos puntos en el infinito. El subgrupo de G que corresponde a SLy(Z) es un ejemplo de
esto ultimo. Estos subgrupos discretos vélidos se dice que son Fuchsianos de primera especie. Se
puede probar que se caracterizan porque cada punto de R pertenece al cierre de alguna érbita.
Para estos grupos, I'\H siempre contiene un numero finito de puntos fijados por elementos
elipticos, los cuales corresponden a puntos de ramificaciéon. Por otra parte, los puntos fijados
por elementos parabolicos de I' corresponden a los puntos del infinito de I'\H, y también son
un namero finito; asi pues, I'\H es compacto si y solo si I" no contiene elementos parabolicos.

Si I'\H es compacto, —A tendra un conjunto discreto de autovalores con autofunciones que
forman un sistema ortogonal completo. En el caso no compacto (siempre dentro de los grupos
Fuchsianos de primera especie), Selberg obtuvo la resolucion espectral de —A. En resumen,
hay un espectro discreto que es dominante en los casos de interés aritmético (aunque se cree
que genéricamente ocurre lo contrario) y después un espectro continuo relacionado con unas
funciones llamadas series de Eisenstein.

5. La férmula de traza de Selberg

El contexto geométrico de la férmula de traza de Selberg es el que corresponde a la seccion
anterior, esto es, M = H, d(z,w) la distancia inducida por la métrica en el semiplano de
Poincaré, T' un grupo Fuchsiano de primera especie y —A como en (9).

El nicleo automorfo es

(10) K(z,w) = Z k(vz,w) con k(z,w) = f(d(z,w)).

vyel



Los problemas empiezan con la propiedad fundamental. Lo que queremos probar es que si
¢ es una autofuncion de —A en el semiplano de Poincaré con autovalor A, entonces

(11) /H Bz, w)(2) dz = h(\)o(w)

para alguna transformada integral h de k.

Demostracion. Para cualquier v € G, ¢ o~y es también autofuncién con el mismo autovalor.
Entonces con el cambio z — vz y la relacion k(yz,w) = k(2,7 'w) nos podemos restringir al
caso w = i. Por otro lado,

1 27
[ kot = [ e dw@dn  con v = o [ o) da
H H

C2r )
donde g, corresponde a una rotaciéon euclidea de dngulo «, que recordemos que dejaba fijo .
Si uno lo prefiere se esta integrando sobre el estabilizador de i. La igualdad anterior se sigue
de que k(gaz,i) = k(gaz,9at) = k(z,i). Por construccion, ¢ es radial en el sentido de que
¥(z) = F(d(z,7)). Ahora bien, considerando la ecuacion diferencial correspondiente, todas las
soluciones radiales de —Af = A\f son proporcionales a cierta funcion wy(z) con wy(i) = 1.
Entonces 1(z) = ¢(i)wx(2) y se tiene

/ k(2 ) b(2)dps = h(N)6(i)  con h(\) = / k(2. i)ws (2)dpss
H H

que es lo que queriamos probar. ]

En el caso compacto, la formula de pretraza tiene un aspecto similar al del (3) y (7):
(12) K(z,w) =Y h(An)én(2)én(w).
n

En el caso no compacto a la derecha hay que anadir la contribuciéon del espectro continuo.
Consecuentemente el analogo de (4) y (8), de nuevo en el caso compacto, seria la féormula
de traza

(13) S [ K022 die = S hOw)

vyerl’

El primer miembro no parece tener una interpretacion en términos de longitudes de geodé-
sicas. Incluso sin este objetivo, una diferencia bésica es que k(7yz,z) no depende so6lo de 7,
éste fendbmeno es abeliano. No obstante, como veremos a continuacion, Selberg logré salvar la
interpretacién geométrica de este primer miembro.



Dado v € I' hiperbdlico, consideramos su clase de conjugaciéon Cy = {a"Yya : a €T}
entonces la contribucion a (13) de los elementos de C, es

Z /F (z,Bz) dp, = Z /F k(az, yaz) du, :/ k(z,v2) dpus,

BeC, a€Z,\I Zy\H

donde Z, indica el centralizador es decir, los a € I' con o !ya = . Ahora bien, si § € G envia
0 e oo a los puntos fijos por v en ]@, entonces § 17§(z) = P(z) donde P(z) = pz, como en la
seccion anterior. Supongamos con p > 1 (el caso p < 1 es similar).

La teoria de grupos Fuchsianos dice que siempre Z, = <7§> para cierto g tal que 'yg = .
Para fijar ideas, supongamos que v es primitivo, esto es, que 79 = 7. En ese caso la dltima
integral es

D OO
/ k(67 2,07 66" 2) dp. = / k(z, P(2)) du, = / / k(z,pz) du,
(M\H (P)\H 1 —00

donde el dltimo paso viene de que a base de multiplicar o dividir por p siempre conseguiremos
que un punto z € H acabe de manera tnica en la franja 1 < |J(z)| < p.

Sabemos que logp = d(i, pi) = d(i, 5_176(1')) = d(é(i), 75(1’)). Por tanto, log p es la longitud
de la geodésica que une (i) con v6(i) y que se vuelve cerrada al tomar el cociente. Asi pues
tenemos una férmula del tipo

(14) DoF() =D k(M)

donde /,, recorre las longitudes de geodésicas cerradas (correspondientes a los elementos hiper-
bolicos). Incorporar a la discusion los elementos no primitivos, con Z, = (’yé“), k > 1, corres-
ponde a considerar la misma geodésica recorrida varias veces, por tanto podemos entender que
en (14) la suma es sobre las geodésicas cerradas recorridas sélo una vez.

Los puntos suspensivos corresponden a la contribucién de las clases de conjugacion de
la identidad y de los elementos elipticos y parabdlicos si los hay. La clase de la identidad s6lo
contiene a ella misma y su contribucion da el término principal (el que corresponde a la llamada
ley de Weyl) cuando h es una funciéon meseta de soporte grande. Hay un nimero finito de clases
de conjugacién de elementos elipticos que contribuyen como una suma finita de integrales. Los
elementos parabolicos son los que méas complican la prueba porque cuando existen, I'\H no
es compacto y la traza en general jda infinito! Para evitar este problema hay que extraer un
término que diverge en la integral que da la traza y cancelarlo con otro en el lado espectral.

Para dar un enunciado completo de la formula de traza de Selberg, diremos que para grupos
Fuchsianos estrictamente hiperbélicos, es decir, los que no contienen ni elementos elipticos ni
parabdlicos, la formula exacta es

o

(15) Zzseihhlfﬂiﬂ + A /_Oo th(t) tanh(nt) Zh Vo —1/4)



donde h es una funcion par que satisface ciertas condiciones de regularidad (holomorfa en
IS(2)] < 1/24+ €y h(z) = O(]z|727¢) en esa region), A es el area de I'\H y, como antes, £,
indica las longitudes de geodésicas cerradas recorridas una sola vez (la suma en k viene de
considerar k vueltas).

En importantes trabajos posteriores [2], [3] se ha mostrado una relacion entre autovalores y
longitudes de geodésicas cerradas en el contexto de las variedades riemannianas. Sin embargo,
la formula de traza de Selberg mantiene el atractivo de probar una relacién exacta entre estas
cantidades en el caso especial de superficies de Riemann.

En teoria de ntmeros. La formula de la traza de Selberg permite probar la extension
analitica y la ecuacién funcional de una funcién que guarda ciertas analogias con la funcién ¢
de Riemann, sustituyendo los primos por longitudes de geodésicas recorridas una sola vez.
Selberg exploté esta analogia para crear un teorema de las geodésicas primas en superficies de
Riemann. Un hecho bastante sorprendente es que un analogo de la hipdtesis de Riemann se
sigue de que el operador —A es autoadjunto. Curiosamente esto no da el error 6ptimo esperado
en el teorema de las geodésicas primas.

Una aplicaciéon mas genuinamente de teoria de niimeros viene de que a cada forma cuadratica
indefinida Q(x,y) se le puede asociar el elemento hiperbolico de I' = SLa(Z), bien definido
salvo elevar a potencias, que tiene como puntos fijos las soluciones (reales) de Q(z,1) = 0. La
longitud de la geodésicas cerrada en I'\H que le corresponde, esté relacionada con las soluciones
fundamentales de la ecuacion de Pell. De esta forma se pueden obtener |7] formulas como

T gt
23 h(d)logea=a+0(a*) Zh(d)_/2 @+O(x3/4log2w),

63§1’ €3§$

donde h(d) es el ntimero de clases para formas cuadraticas primitivas de discriminante d > 0
v €4 es la solucion fundamental de 2 — dy? = 4. Esto es impresionante teniendo en cuenta que
ambas cantidades son bastante desconocidas. Ni siquiera se conoce la asintotica de ), h(d).

Mas que la propia féormula de traza, lo que ha tenido una gran repercusion en la teoria de
ntmeros actual ha sido el desarrollo de una teoria espectral de formas automorfas, de la que Sel-
berg fue pionero. Dentro de los aspectos méas analiticos, es de destacar la formula de Kuznetsov
que relaciona la distribucién de los inversos cuando el médulo varia, mas concretamente sumas
de sumas de Kloosterman, con ciertos coeficientes asociados a las autofunciones. Sin llegar este
complejo resultado, ya se puede dotar de contenido aritmético a la propia definicién del niicleo
automorfo, que para elecciones adecuadas de I' esta estrechamente ligado a la autocorrelacion
del ntimero de representaciones como suma de dos cuadrados.
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