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Fractales de Riemann: nimeros y figuras
'[)U]'

Fernando Chamizo vy Antonio Cdérdoba

Las FiGuras

Un lugar comin de estos tiempos es la alirmacion de que vivimos en
la enltura de la imagen; otro insiste en el enorme impacto que el uso de
los ordenadores tiene en nuestra vida cotidiana. Comenzamaos este articulo
presentando varios ejemplos de figuras que han sido obtenidas con la ayuda
de un ordenador:

Fiounra 1

Dadas sus formas distintas, puede parecer extrano a simple vista que, sin
embargo, representen curvas cerradas del plano dotadas de una expresion
analitica relativamente simple v parecida:
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dondex > 1y k=2,3,4,..., 0< t< 1.
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Los trazos “rectilineos” que aparecen son, en realidad, un espejismo
producido por las limitaciones del ordenador; por cuanto esas otras mi-
croestructuras que observamos en algunas de ellas, con aspecto de diablillos,
se repiten a distintas escalas y son ubicuas en todo el dibujo.

Resulta también interesante plasmar las graficas de las funciones coor-
denadas:
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FlGuRA 2

Estas curvas que nos sugieren los registros de un sismagrafo en presencia
de un terremoto, o las Huetuaciones de la bolsa de valores, en tiempos
agitados del mercado asidtico, son notables ejemplos de fractales, cuyas
propiedades hemos podido analizar en las referencias [1,2].

LA FUuNCION DE RIEMANN

La historia de nuestros dibujos se remonta, por lo menos, a mediados
del siglo pasado.
Segin Weierstrass [7], Riemann considerd las series (Welerstrass solo
cita ga(f), pero hoy sabemos que los conjuntos de diferenciabilidad de g, v
f» coinciden)
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sin(2w n” t) cos(2m n’ t)
p=) I Y o=y DUITEH
n? n
n=1 n=1
como buenos eandidatos para ser funciones continuas que carecen de deri-
vada en todos los puntos.

En la actualidad los conceptos de funcion, continuidad y derivabilidad
estan definidos con precision y forman parte importante del curriculum de
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la ensenianza secundaria. Sin embargo ese no era el caso a comienzos del
siglo XIX cuando, probablemente, la mayoria de los matematicos creia que
toda funcién continua habia de tener derivadas salvo, quizas, en unos pocos
lugares,

Incluso, Cauchy, a quién se acreditan las primeras definiciones precisas
de continuidad, a veces suponia en sus demostraciones gque las hinciones
continuas son también diferenciables. Si nos restringimos a las que vienen
dadas por las expresiones analiticas habituales, no hay nada que objetar.
Pero, a mediados del siglo pasado, va habia surgido la necesidad de tratar
con funciones mucho mas generales. En particular. el programa esboza-
do por Fourier en su Tratado analitico de la propagacion del calor, exi-
ge que funciones “arbitrarias” puedan ser expresadas por medio de series
trigonomdéticas, e impulsd el estudio de los aspectos mias delicados en las
nociones de continuidad, convergencia, derivacion, integracion y sus mutuas
relaciones.

En un trabajo fundamental [6] B. Riemann intentd encontrar condi-
clones necesarias y suficientes que aseguren la recuperacion de una funcion
a partir de su serie de Fourier. En ese empeno tuvo que generalizar la no-
cion de integral, obteniendo la ahora llamada integral de Riemann, que nos
permite integrar funciones discontinuas siempre que el conjunto de puntos
de discontinuidad sea pequenio o de medida cero. Generalizé también la
nocion de derivada, en el sentido que hov denominamos débil, e inspird a
Cantor el estudio de la Teoria de Conjuntos y de los Cardinales Transfinitos.
Impulso también el analisis de las funciones “patologicas”.

Los primeros ejemplos conocidos de funciones continuas sin derivada en
ningiin punto se deben a Welerstrass 7] y responden a la formula siguiente:

oo

— 1
F(t) = L o cos(2mu" t)

n=]

Para ciertos valores de A y pu.

Claramente estos ejemplos surgieron de los intentos de demostrar las
conjeturas de Riemann sobre las [unciones fo y go.

En 1916 Hardy [4] confirmo parcialmente a Riemann y demostro que fo
(resp. g2) no es derivable en ningin punto ¢ irracional y en varios tipos de
racionales. Sin embargo, ya entrada la década de los sesenta de este siglo,
J. Gerver encontrd infinitos mimeros racionales donde esa derivada existe.
En concreto, Gerver [3] probé que f, v g» son derivables en el punto ¢ si
éste es un racional irreducible de la forma t = a/q, g = 2 mod(4).

Estamos ahora en condiciones de presentar unos resultados recientes
[1, 2] en esta area tan clisica.
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Definamos para cada valor de k = 2,3,4,5,... la funcién:

o Emn ank i k
Fk(t}zz hzmm zzw = filt) +igi(t)
n=1

Teorema 1 Sea a/q una fraccion irreducible y consideremos la suma
q
5. (E) = z ﬂhin"am
q n=1

Entonces la funcion Fy, es derivable en afq si y solo si Si(a/q) = 0. Ademds,
cn este caso, lenemos que:

- 9
q

n=]

El caso particular k = z nos recupera los resultados de Hardy y Gerver.

Corolario. F, es diferenciable en afq, m.cd.(a,q) = 1, si y solo si
g = 2 mod(4). Ademds, en ese caso, tenemos que

[
Fil=)=-mi.
2(11)

El Corolario se deduce del teorema usando que Sa(a/q) = 0 si y sélo si
g =2 mod(4) (véase §4) y que podemos escribir

Fl (3) _ _2ma Z n 2™ 1 an?/q

" fq
ngEy/ 2

donde la suma se anula ya que podemos agrupar sus sumandos de la manera
siguiente:

M21i3n2+(% 1 n) e?ﬂi%{%—u:]z_}_(%_l_n) il ( I-n) +(q ﬂ) 2wl {q—n)z =iD;

para todo n,1 < n < ¢/2.

El Teorema 1 convierte en objetivo deseable el conseguir condiciones
sencillas sobre la fraccion a/q, que sean equivalente a la anulacion de las
sumas Si(a/qg). El lema signiente es una respuesta adecuada.
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Lema 2 a) Si a/q es una fraccion wreducible y g = pi'--- )" es la
] = ¥
descomposicion en foctores primos del denominador. Tenemos que:

Sk (g) = 0 si y sélo si existe § tal que Si (—]:-“-) =0
P

J

b) Sip es un primo que no divide al entero k entonces:

Sk(1/ p") =0 st y solo si k es un divisor de v — 1 y m.e.d(k, p—1) = 1.

Ejemplos de las aplicaciones de este lema son los siguientes: & = 3,
a/y=1/3 y a/q = 3/5. Que dan lugar a las grificas:

0,539 0.55998 6001

-0. 7661

T3 0 o0.an ouf ol

Ficura 3

En estas figuras es posible comprobar cuin diferentes resultan ser los
rangos de precisién que son necesarios para visualizar la diferenciabilidad
enz; = 1/3yxs= 3/5, a pesar de ser dos racionales con denominadores
muy proximos. Podemos observar también la complejidad de los grafos de
fi = Re(FL), gr — Im(F}) que, cuando se magnifican convenientemente,
revelan un comportamiento local-global que es bastante distinto.

CURVAS FRACTALES

Un aspecto digno de resaltar de la matemadtica de este siglo ha sido el
interés generado en torno a las geometrias fractales. El estudio de los sis-
temas dindmicos caoticos y los modelos creados para entender los regimenes
turbulentos en la Mecanica de los fluidos, han puesto de moda conceptos
tales como el de atractor extrano, cascada de Feigenbaunn, conjunto de
Mandelbrot, etc., que estin emparentados con los clasicos conjuntos de
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Cantor, la esponja de Sierpinski o las curvas de von Koch, en su comin
naturaleza fractal.

Existen en la literatura diversas nociones de dimensién. Para los pro-
positos de este articulo vamos a considerar la denominada dimension por
cajas 0 dimension de Minkowski.

Dado I', un conjunto acotado del plano, consideremos, para todo mimero
positivo £, el conjunto I'; de los puntos que distan de I' menos que £, En
otras palabras, I'. = | ), . D(x;£) es la unién de todos los discos de radio
£ centrados en un punto del conjunto I'. De forma un tanto pintoresca se
llama a I'. la salchicha de Minkowski de T'.

Floura 4

La manera en la que A(T'. ), el drea de I'. | decae cuando ¢ tiende a cero,
nos describe la complejidad de la geometria del conjunto I'. Esta idea da
Ingar a los conceptos de dimensiones, superior e inferior, de Minkowski.

T ~ log A(T,)
im(I') = li %sup[ 7 J

E—p

log A(T,
dim(T") = li_ntllin.f [2 - M}

log &
Si ambos limites coinciden diremos que la dimension de I' es el valor
comiin: L
dim(I") = dim(T") = dim(T’).
Es un ejercicio sencillo y satisfactorio comprobar que cuando I' es un solo

punto, un segmento rectilineo o un cuadrado, el concepto de dimension que
hemos introducido, les asigna, respectivamente, los valores 0, 1 v 2. Pero
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Para hacer cdlculos con la dimension, es mds conveniente sustituir los
discos por cuadrados de lado . La salchicha de Minkowski se convierte
entonces en la union de todos los cuadrados que intersecan a [, entre los
cuadrados de un reticulo del plano. En esta formulacion, caleular el drea
de I'. se reduce a contar el mimero de cuadrados del reticulo que cortan a
I' v multiplicar por £2.

-+
+

—

v gy
TiE

Filcunra 8

M_(I') = mimero de cuadrados que cortan a I'. Es facil ver que

dim (T) = lim |28 Me (D)
c=0  loge

En particular, si nuestro conjunto I' resulta ser la grifica de una funcidn
continua f definida en el intervalo [0,1] entonces, contar el mimero de
cuadrados, equivale a medir la oscilacidn de la funcién en intervalos de
tamano £ = 1/N. En este caso obtenemos la formulacion equivalente:

,  log [N super ek 1£(@) — £(0)]
dim (I") = , N!u}:; ' Ilng N :

cuando este limite existe.
Estamos en condiciones de presentar un interesante resultado nuevo
acerca de las graficas de la familia de funciones

(=}
4 1 . inp :
kalt) =D L€ = fio(2) +igialr)
n=l1
donde a > 1, k=234,5,...
En lo sucesivo designaremos por Iy, la grafica de cualquiera de las dos
funciones fi o 0 g o (partes real e inaginaria respectivamente de la funcién
Fk.n]'
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Teorema 2 Sil<a<k+ % tenemos que dim (I'y.,,) = 2 4+ ﬁ- - Z.
De aqui se deduce que si 1 < o < k + %. las grdficas 'y ,, no tenen
dimension entera, ésto es, son fractales, lo cual explica porqué su aspecto

es ban diferente ol de las grdaficas (de dimension une) que estamos acos-
tumbrados a ver.

HERRAMIENTAS: SUMAS TRIGONOMETRICAS DE LA
TEORIA DE LOS NUMEROS

Los resultados anteriores se encuentran ubicados en la interfase entre
el Analisis Arménico v la Teoria de los Niimeros. El estudio de las fun-
ciones periGdicas nos lleva a las sumas trigonométricas 3 ¢, e*™"!, cuyas
frecuencias son miltiplos enteros de una fundamental. Por tauato, no debe
resultar sorprendente que algunos resultados aritméticos desempenen un
papel importante en muchos ejemplos v teoremas del Andlisis.

Esta relacidn es también muy ostensible desde el punto de vista histérico
vy Hardy v Littlewood pueden ser considerados, al mismo tiempo, como los
fundadores de una parte substancial del Analisis Armonico y de la Teoria
de los Nimeros.

Uno de los resultados mas atiles para transformar y evaluar sumas
trigonométricas es la férmmla de sumacién de Poisson.

20

fin) = Z f(n) donde f(£) = ]_1 f(z)e* ™ .

n=

Dos importantes aplicaciones (no directas) de ella, son:

4 .n¥ }TN : ¥

E :l._:ﬁm i :LUS( ){_.:m[l N/ .-"EN
1

n-1

N ) N
”'dirn: T < (1 (_ + 1‘)
b | 75tV

H'_l
para |z — p/q| < 1/¢°, donde (7 es cierta constante.
Este tipo de resultados son precisos debido a que f deja casi invariante

g B
a €“™", Sin embargo éste no es el caso en las llamadas sumas de Weyl

N
.y
Wy = ZEZmr! S k>3

Cuyo nombre se debe a una famosa aplicacién que hizo de ellas H. Weyl en
1914. Esencialmente probd que si x es irracional la probabilidad de que la
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parte fraccionaria de n*z pertenezca a un intervalo (a,b) € [0,1) es propor-
cional a b — a. Para éllo redujo el problema a demostrar limy , | » [Wy|/N
= () y probd esta 1iltima asercion subdividiendo la suma en otras de menor
longitud y elevando al cuadrado para que aparecieran incrementos de las
frecuencias (n + h)* —n* = hn* ' 4+ ..., lo cual reduce, en algin sentido, el
exponente k.

Durante este siglo se completd este método aplicindolo a sumas trigono-
métricas de la forma 3" ¢*™/(") en las que la oscilacién se reduce repitiendo
rarias veees los pasos de Weyl, hasta poder aplicar la férmula de sumacion
de Poisson como en el caso cuadratico.

En nuestro trabajo (2], las acotaciones de Weyl para Wy se utilizan
para obtener estimaciones acerca del incremento de Fj, cerca de un valor
xg en términos de sn aproximacion por racionales. Para puntos racionales,
la periodicidad implica con la notacién del Teorema 1.

q

N N
" k i
lzﬂlﬂ‘ln tl.fn‘f o _srk (E) | < q
n=1

y, por tanto, si Sy (%) = 0 la suma de Weyl en a/q esta acotada indepen-
dientemente de N, lo que asegura una gran cancelacion. Un estudio preciso
acerca de como se extiende esta cancelacion a un pequenio entorno de a/q
permite probar la derivabilidad en este punto.

Dentro de las técnicas que involucran sumas trigonométricas, una de
las que mejor refleja la interrelacion entre el Analisis y la Aritmética es
el llamado “método del circulo”, que permite reducir algunos problemas
aditivos a estimaciones de sumas trigonométricas. Una de las aplicaciones
mas notables se debe a .M. Vinogradov, quien probd en 1937 que todo
niimero impar suficientemente grande se puede eseribir como suma de tres
primos. Para ello tuvo que encontrar una estimacion no trivial de

§ ﬂ;!rnp.r

palN

donde p recorre los primos. Al tratar esta suma, Vinogradov aplico primero
un proceso de criba transformado la sumacion sobre primos en muchas
sumas sobre enteros con coeficientes solo controlables en promedio; y des-
pués probd, sin estimar ninguna de estas sumas, que todas ellas no podian
ser simultdneamente grandes, obteniendo la estimacion no trivial deseada.
Esta segunda idea fue recogida décadas después en la llamada “desigualdad
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de gran criba”, cuyo ejemplo mas significativo afirma que si 0 < ) < @y <
.<Tp £1con mjyy —x; 26 yx > 0, entonces

Z z a 33"'"”:1-’- N+6 I) Z |””|

r; n<N n<N

para a, € C cualesquiera.

En nuestra prueba del Teorema 2 aplicamos esta desigualdad a la formu-
la para la dimension de I'y ,. Los valores de @rj seran ahora los de @ [‘ y en
los que el supremo se alcanza, con ella obtenemos dim(I'y ,,) < 2+ T £
mientras que la desigualdad contraria se consigue comparando la suma ¢ -::«n
una integral de la forma [ |f(z) = f(x + 1/N)|dx.

Como en la desigualdad de gran criba los coelicientes son arbitrarios,
se puede dedueir, con argumentos similares, que todas las funciones de la

forma
(4]

Gn ok

E %ﬁl’"" Teon0 < ey < a, < e
n

n=1

son fractales de la misma dimension, para cada 1 < a < k + 1/2; esto
es, en algin sentido, son las frecuencias n* las tinicas causantes de que la
dimension sea fraccionaria.
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