Un resultado de equidistribucion

El teorema de aproximacion de Weierstrass afirma que para f : [a,b] — R continua,
existe una sucesion de polinomios P, € R[z| tales que P, = f, donde = indica convergencia
uniforme. Este teorema es consecuencia, no inmediata, de la siguiente variante que también
deriva del trabajo de Weierstrass: Dada una funciéon F continua y real en la circunferencia
unidad C = {|z| = 1}, existe una sucesién de polinomios P, € C[z| tal que RP, = F en C.
Aqui lo usaremos para probar el siguiente resultado de Weyl:

Teorema. Sia € R —Q, para cualquier f : R — R continua 1-periddica se cumple
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Demostracion. Una funcién F' como en el resultado anterior es continua y periédica en el
angulo. Definiendo f(t) = F (62”“) estd claro que f es continua, real y 1-periddica y que toda
funcién con estas propiedades se obtiene asi. Imponer P,(0) € R es gratis porque restar a P,
una constante imaginaria pura no tiene efecto sobre RP,. En esta situacién:

) P0) = RP0) = R /CP”(Z) dz) :ére(/olpn(em) ) a/olf(t) dt.
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Definiendo @, = P, — P,(0) y g(t) = f(t) — fol /> por la convergencia uniforme, se tiene que
para cada € > 0 existe M tal que ‘g(t) — %QM(eQW”)} < € para todo t € R. Escojamos, t = na
con o € R — Q fijado y sumemos en n:
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Si llamamos ¢4, ¢g—1,. .., co = Qun(0) = 0 a los coeficientes de @y, se tiene
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donde se ha usado la suma de una progresion geométrica en la pentltima desigualdad y en
la tltima se ha escrito ¢ = max|cy| y R = méax|l — zX|~! que es finito porque o ¢ Q.
Tomando N > dcRe ! en (3) se sigue N_1| 227:1 g(noz)! < 2e. Como esto se cumple para e

arbitrariamente pequeno, recordando la definicién de g, se deduce el resultado. ]



