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1. Demostrar que la familia numerable B; = {]a,b] : a,b € Q, a < b} es una
base que genera en R la topologia usual. Probar que, sin embargo, la familia

= {la,b] : a,b € Q, a < b} es base para una topologia que no es la de
Sorgenfrey (recuérdese que la topologia de Sorgenfrey 7 en R es la generada por la
base By = {[a,b[: a,b € R,a < b}).

2. Encontrar un ejemplo de una topologia que no sea ni la discreta ni la trivial en
la que los conjuntos abiertos coincidan con los conjuntos cerrados.

3. Demostrar que la clase de los intervalos cerrados [a, b], donde a y b son racionales
y a < b no es base de una topologia en R. Probar que, sin embargo, la clase de los
intervalos cerrados [a, b] donde a es racional, b es irracional y a < b si es base de una
topologia en R.

4. Sea X = R, B, la base de los intervalos abiertos acotados de la topologia usual e
7 la familia de todos los subconjuntos de ntimeros irracionales. Sea 7T la topologia
generada por B, UZ. En el espacio topolégico (X, T), encontrar la adherencia del
conjunto ]0,v/2[ y el interior del conjunto [0, v/2].

5. Si z es un nimero real y n un nimero natural, definimos B = {y e R: [z —y| <
1/n 6 y>n}. Demostrar que B={B? :z € Rn € N} es base de una topologia
en R y comparar ésta con la topologia usual. Hallar la adherencia en dicha topologia
de los conjuntos A={r €eR:2>2} y B={zx €R:z <0}.

6. Sea A =] — oo, —v2[U[v2,3[U{2H0 . n € N} U {0}. Hallar int A, Ay A’ en
las siguientes topologias sobre R:

(i)
(ii) La coﬁnlta
(iii) 7[; (la que tiene como base B = {[a, b : a,b € R}).
(iv) La que tiene como base B = {[a,b[: a,b € Q}.

(v) T (la que tiene como base B ={] —oc,a][: a € R}).



7. La frontera de un conjunto A C X se define como Fr 4 = AN X \ A. Demostrar

que:

(i) FrA = A\ int A.
(ii) FrA =0 siysélosi A es simultdneamente abierto y cerrado.
(iii) Si ANB =0 -entonces Fr(AU B) = Fr(A) U Fr(B).

8. Demostrar las siguientes afirmaciones cuando sean ciertas para cualquier espacio

topologico X y, cuando no lo sean, encontrar un contraejemplo.

(i) Para cada A C X se tiene que int(Fr A) = .

(ii) Si A # () es cerrado y int A = (), existe B tal que A = Fr B.
(iii) Si int(A) # () entonces int(A) # 0.
(iv) Para cada A C X, A = int A.

(v) St ANFr(A) =0 entonces A es abierto.
(vi) Si X es Hausdorff, para cada A C X, el conjunto A’ es cerrado
)

(vii) Si z ¢ A’ entonces x ¢ (A)".

9. Demostrar que si A es abierto entonces AN B C AN B. ;Y sino lo es?

10. Demostrar que si AU B = X entonces A U int(B) = int(4) U B = X.

11. Si un espacio topoldégico Hausdorff tiene un nimero finito de elementos, ;cual
es su topologia 7 Deducir una caracterizaciéon para los espacios métricos con un

nimero finito de elementos que venga expresada en términos de su topologia .
12. Demostrar que si Fr A = By Fr B = A entonces A = B.

13. Sea (X, <) un espacio totalmente ordenado. La topologia del orden 7. se define
como la que esta generada por la coleccién {] <—,a[: a € X} U {]b,—[: be X}. Si

A =la, b], calcular int A, A, A’ y Fr A. Demostrar que dicha topologfa es Hausdorff.
1

Sea X = [1,2[ U [3,4] con la topologia del orden. ;Es la sucesién z,, = 2 —

convergente? Calcular Fr[1, 2.



