3. Tomografia

3.1. Sala de espera, fase primera

Desde los anos setenta se han desarrollado diversos métodos [Na] para poder rajar
a la gente de forma virtual (desafortunadamente los métodos reales son més antiguos),
lo cual es de gran utilidad en la practica médica. El método mds espectacular quiza sea
la Resonancia Magnética Nuclear. Su complejidad, aunque no extrema, la saca fuera del
contenido del curso. A cambio veremos en esta seccién, parcialmente plagiada de [Ch], un
sencillo método llamado de reconstruccién algebraica, y en la seccién posterior otro mas
eficiente y mds proximo al empleado habitualmente cuando se realiza una TAC (tomograffa
axial computerizada). En este tipo de tomografias se emplea la atenuacién que sufren los
rayos X al atravesar los tejidos, lo que nos lleva a introducir un pequeno modelin previo,
el cual es una versién simplificada de la llamada ecuacion del transporte [Ra-Ka).

Ya sabemos que ni la persona més robusta puede detener los rayos X (que si se enfadan
incluso pueden convertirle en un superhéroe o algo peor), pero las luces y sombras de las
radiografias prueban que hasta el més alfenique es capaz de atenuarlos un poco. Parece
claro que cuando una muestra es atravesada por un fino haz de rayos X de intensidad I,
la disminucién de dicha intensidad depende de la densidad p de la muestra (el plomo es
m4s opaco a los rayos X que el aire) y de su grosor (un muro de dos metros atentia menos
que otro de cinco). Si dividimos la zona atravesada por los rayos en pequenas rodajas
transversales de tamano infinitesimal, en las que la densidad sea practicamente constante,
es natural suponer que la proporcién en que disminuye la intensidad es directamente pro-
porcional a ambas cantidades, digamos con constante de proporcionalidad uno mediante
una eleccion adecuada de las unidades.

AX
—; _muestra

- -Al =pX|

; = ;
aosx

Pasando al limite en la anchura de las rodajas:
—dIl = pldr = I'=—pI = —(logl) = p.

De modo que si I es la intensidad inicial (antes de entrar en la muestra) e I la final

(después de salir), integrando se tiene

log Iy — log Iy = /,0.
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Evidentemente, si los rayos siguen una recta L, en vez del eje OX, la integral anterior es
la integral de linea a lo largo de L.

En definitiva, lo que debemos tener en mente es que midiendo intensidades iniciales
y finales podemos saber las integrales de la densidad a lo largo de las lineas rectas que
siguen los rayos.

Los algoritmos de reconstruccién algebraica comienzan considerando una versién discre-
tizada (digitalizada) de la seccién que se quiere examinar. Con tal fin, introducimos una
malla cuadrada de M x M cuadraditos (pizels). Si la malla es suficientemente fina, la
densidad es aproximadamente constante en cada cuadradito. Asi que se puede considerar
que hay una matriz de densidades M x M donde el elemento p;; es la densidad en el
cuadradito c¢;;. Por otra parte, la atenuacién de un rayo a lo largo de una recta L permite
conocer | . P que, en esta version digitalizada, se aproxima por una suma de Riemann, y

de hecho coincide con ella suponiendo p es realmente constante en cada c;;,

(3.1 log(o/17) = [ 0= piless N1

Diccionario:
e Seccién cuadrada digitalizada — malla formada por cuadrados c;;.

e Densidad del pixel 75 constante — p

o log(ly/Iy) = /p — log(Io/Iy) = pijleis N LI.

Aparentemente el problema ya esta resuelto: queremos calcular el valor de las incégnitas
Ty = P11, T = P12, T3 = P13, --- Tp2 = purm Y, segun (3.1), para cada rayo tenemos una
ecuacién lineal en estas incognitas; basta tomar un nimero suficiente de rayos y resolver

el sistema lineal correspondiente.

rayo 1 rayo
71

le plz p13 % 4 log I—gzh(/?11+p21+p31+ﬁ41) 1+ x5 + Tg + 13 :bl
Py, | P,, | R | P 12

ial Wl Vit il log 24 =hV/2 (pa1+pszt+p2s+pa) = § T13 + T10 + T7 + 4 =bo
Pi1 | Pso | Pag | Pay f

...ete ... ... ete...

Pi1 | Paz | Paz |Pas $h

Puede que esto resuelva el problema desde el punto de vista tedrico, pero la aplicacion
practica requiere ir mas alld. Supongamos por ejemplo que deseamos tener una resolucion
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comparable a la de un monitor y para ello imaginamos una malla de 1000 x 1000 pizels
que contiene la seccién del cuerpo humano que vamos a examinar (en [Ka-Sl] se apunta
256 X 256 pizels como una resolucién posible en la practica, y por la imégenes alli mostradas
128 x 128 pudiera ser a veces deficiente). Entonces habrd 10° incégnitas p;; que calcular.
El sistema lineal correspondiente tendra una matriz de 105 x 10° = 10'? elementos lo cual
podria causar algunos problemas de memoria en ordenadores convencionales si los tenemos
que almacenar todos (necesitariamos algo comparable a un Terabyte de memoria libre).
Las estimaciones generales del niimero de operaciones para resolver un sistema lineal por
eliminacién de Gauss es del orden del cubo del niimero de variables, en nuestro caso 10'%.
A una velocidad de 1 GHz esto llevaria del orden de 30 anos (lo que no ayudaria mucho a
reducir las listas de espera de la Seguridad Social).

Necesitamos, por tanto, un método maravilloso que requiera incomparablemente menos
operaciones que el de Gauss. Quizd tal método no exista en general (si no se le ocurrié a
Gauss. .. ) pero aqui estamos considerando sistemas muy especiales y hay esperanzas so-
bre todo si nos contentamos con soluciones aproximadas. Nétese que tipicamente un rayo
atraviesa M pizels, con lo cual en cada ecuacién sélo aparecen M incégnitas de las M?

que hay en total. Es decir, la matriz de coeficientes es muy dispersa, esta llena de ceros.

Vamos a mostrar un método iterativo creado por S. Kaczmarz en 1937 que no altera la
dispersién de la matriz, de hecho no modifica la matriz de coeficientes, lo que redunda en
que las operaciones sélo se hacen con los “pocos” coeficientes no nulos. La idea subyacente
es la generalizacién a dimensiones mayores de un hecho muy sencillo: Podemos aproximar
el punto donde se cortan dos rectas en R? partiendo de un punto cualquiera y proyectando
alternativamente en cada una de las rectas.

Xl X3
punto de corte
X34
e Punto inicial X, X,
Teorema 3.1. Sea un sistema compatible determinado de N ecuaciones con N
incognitas:
fi-d=0by, fo-Z=0by, f3-Z=b3, ...... fn-Z=bn
con ¥ = (x1,xa,...,xN) el vector de incégnitas. Introduciendo las aplicaciones afines
L, : RN — RN definidas como
L;(Z) = P;(%) i—fQ n () =Z—(fi-T) _,lQ,
1 fil 1£ill



se tiene que, para cualquier £, € RY, el algoritmo iterativo

fn+1 = (LN o) LN_1 ©0...0 Ll)(fn)

genera una sucesion que converge a la solucion del sistema.

Nota: En nuestro caso cada f_; sélo tiene M coordenadas no nulas y N = M?; asf
pues evaluar cada L; requiere del orden de M operaciones y cada iteracién completa algo
comparable a M3. Si M = 1000, mil millones de operaciones es algo asequible para un
ordenador bien aprovechado. La rapidez de convergencia depende, en analogia con el caso
bidimensional, de los dngulos entre los hiperplanos [Sm-So-Wa)].

DEM.: Un poco de Algebra Lineal prueba que P;(¢)) es la proyeccién de ¢ sobre el
hiperplano f; - # = 0 (y L; lo es sobre f; - & = b;, [Gr] p. 143). Por tanto | Py ()| < ||7]|
excepto si fi -7 = 0 (si @ pertenece al hiperplano) en cuyo caso P;(¥) = U. De la misma
forma, [|(P o P)(0)] < ||7| excepto si fi -7 = fo-0=0. Como el sistema es compatible
determinado, la tnica solucién de f1 U= f2 U= = f ~ U = 0 es la trivial, con lo cual,
repitiendo el argumento anterior, se concluye que || (PN oPy_jo0...0P) ()| < C|U| para
alguna constante C' < 1. (Nétese que por la compacidad de la bola unidad, se tiene que

|(Py o Py_10...0P)(7/|¥])| alcanza un méximo, menor que 1, en RY — {6})

Consideremos el operador Q = Ly o Ly_j 0...0 Ly, entonces @ : RN — RY es una

funcién contractiva ya que

1Q(@) - Q) = (LnoLn-10...0L1)(Z=F)|| = [[(PnoPy—10...0 P )(Z=F)|| < C||Z=7]|.
El teorema de la aplicacién contractiva (Célculo Numérico I, Topologia, Céalculo III) ase-
gura que tiene un solo punto fijo que puede obtenerse como limite del algoritmo iterativo
que se indica en el enunciado. Este punto fijo es la solucién del sistema lineal, ya que es

evidente que los L; dejan invariante a dicha solucién. W

Epilogo: En la practica, por razones de estabilidad, se utilizan mas rayos que los N =
M? necesarios. De manera que se obtiene un sistema con més ecuaciones que incégnitas
y que en general (por el mas minimo error de redondeo, experimental o del modelo) no
es compatible determinado pero estd “cerca” de serlo. Incluso en este caso, se aplica
el algoritmo del teorema anterior, entendiendo los #,, como soluciones aproximadas (por
grande que sea n). En [Ka-Sl] §7 pueden consultarse algunas variantes del método y
ejemplo practicos de los resultados obtenidos con M = 128.
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Ejercicios
1) Sin mirar la teorfa: a) Explicar el modelo de atenuacién de los rayos X. b) Indicar

la ecuacién lineal para las densidades que corresponde a un rayo determinado por una
recta L.

2) En el caso unidimensional estacionario, la ecuacién del transporte dice que si un
chorro de particulas se mueve a lo largo del eje X y la densidad de probabilidad de que
una de ellas sea absorbida en el punto z es o(x), entonces se debe cumplir ¢'(z) = —o(x)¢p
donde ¢ es la densidad de particulas del chorro. Explicar el significado de esta ecuacién.

3) Si tuviéramos un sistema N x N compatible indeterminado, ;tiene sentido llevar
a cabo la reconstruccién algebraica? Al menos intuitivamente, tratar de decidir si en este
caso la sucesion T,, converge.

4) Dado el sistema 2x + y = 3, x — 3y = —2; partiendo de 7y = 0 calcular #; con el
algoritmo de esta seccién y comparar su valor con la solucién real.

5) Verificar que z + 2y = 3, 2z —y = 1, x — y = 0’01, es un sistema incompatible.
Demostrar que T, @2, Z3... es una sucesién constante y comprobar que da una solucién
aproximada.

6) Supongamos una malla 3 x 3 y que consideramos los tres rayos horizontales y los
tres verticales que pasan por los centros de los cuadrados, y los tres oblicuos paralelos a
y = x que pasan por los centros de todos los cuadrados excepto por los de las esquinas
inferior derecha y superior izquierda. Comprobar que la reconstruccién algebraica no se
puede llevar a cabo porque el determinante del sistema es nulo.

7) Demostrar que si A es una matriz N x N con todos sus autovalores (reales y

complejos) de médulo menor que 1, entonces para todo ¥ € RY se cumple lim,, o, A"Z = 0.

8) El método iterativo de Jacobi para resolver el sistema compatible determinado
Aij = b viene dado por §,41 = (I — D~YA)§, + Db donde D es la matriz diagonal cuyos
elementos son los de la diagonal principal de A, que se suponen no nulos. Probar que

converge a la solucién del sistema para cualquier 7 si los autovalores de I — D' A tienen
moédulo menor que 1.

9) Explicar por qué, en caso de que converja, el método anterior es muy 1util para
sistemas cuyas matrices son muy dispersas (pocos elementos no nulos). Demostrar que si
det(A) # 0 siempre es posible reordenar las ecuaciones y las incégnitas de manera que los
elementos de la diagonal sean no nulos.

10) Demostrar que en el caso de sistemas 2 x 2 la constante C' de contractividad de
la aplicaciéon @ en la prueba del teorema de esta seccidén es C' = cos 6 donde 6 es el angulo
entre las rectas que conforman el sistema.

11) Demostrar que si las filas fi ﬁ e fN de un sistema N x N son ortogonales (y no
nulas), entonces &, es la solucién exacta cualquiera que sea Zp y n > 1.
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SEccION 3.1

Trabajos sugeridos a s6lo 3 centauros (el precio de esta fotocopia)

De la seccidn:

o Sistemas lineales con matrices dispersas. Métodos y aplicaciones.

Generales:
o Propagacién de enfermedades y epidemias.

o Logica difusa y sistemas expertos.

Y por el mismo precio, las palabras del sabio:

Habituados a contemplar lo infinitamente grande, nos hemos vuelto aptos para
comprender lo infinitamente pequeno. Gracias a la educacién que ha recibido, nuestra
imaginacién, como el ojo del dguila que el Sol no deslumbra, puede mirar cara a cara a
la verdad. [Po] p.109.
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3.2. Segundo asalto

La reconstruccion algebraica vista en la seccién anterior, a pesar de su sencillez, no es
del todo satisfactoria en la préctica salvo en situaciones especiales [Ka-Sl] por su lentitud
e imprecisién. Parte de esta imprecisién se debe a que desde el principio se discretiza (se
digitaliza) mediante una malla que sélo simula bien los cambios continuos en la densidad
cuando el sistema lineal asociado tiene dimensiones gigantescas. Para evitar esta situacion,
vamos a partir directamente de un modelo continuo, sin modificar la idea original de
representar con una funcién p = p(z,y) la densidad (el tono de gris) en el punto (z,y) de
la seccién considerada. Por cierto, aunque no requiramos que p sea continua, el método

de esta seccién serd més eficiente cuanto mas regular sea p.

Supongamos que atravesamos la muestra con un haz paralelo de rayos X que se
proyectan ortogonalmente sobre una recta exterior que forma un angulo 6 con el eje OX.

Esta recta se puede identificar con la recta real R y situar el origen en el punto de
interseccién con el rayo que pasa por (0,0). Un simple dibujo muestra que el rayo sg; que
pasa por el punto ¢ de esta recta tiene ecuacién sg; = xcosf + ysent —t = 0. Como
vimos en la seccién anterior, la atenuacién que ha experimentado el rayo cuando llega a t

dependera de la cantidad de masa que haya atravesado, es decir, de la integral de linea:

Py(t) = / »

Notando que sg; y Sg4x,—¢ son rectas idénticas o simplemente imaginando la muestra

rodeada de rectas detectoras con orientacién compatible, se tiene Py(t) = Pyy.(—t).

El operador que asigna a una funcion escalar su integral de linea sobre cada recta
es esencialmente lo que se llama transformada de Radon o, por razones obvias, transfor-
mada de rayos X. Para cada 0, la funcién Py(t) indica la “sombra” de la muestra, que es
translicida a los rayos X, sobre una pared que forma angulo # con la horizontal. En 1917
J. Radon hall6 una férmula [Sm-So-Wa] que permite recuperar la funcién original p a
partir de todas sus sombras Py(t), lo cual tiene algunas consecuencias en las Matematicas
puras (por ejemplo permite deducir una férmula de D’Alambert para la ecuacién de ondas
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en R? [Dy-Mc]). Pero hubo que esperar unos 60 afnos para que se convirtiera en un tema
fundamental de las Matemaéticas aplicadas.

Diccionario:
e Densidad de la seccién de la muestra — p = p(z,y).

e Haz de rayos perpendiculares al angulo § — sp; = xcosf +ysenf =1t, t € R.

e log(Iy/Iy) para el rayo s, del haz — Py(t) = / p

56.,t

o Simetria del haz — 94 = Sg4r,—t, Po(t) = Poyr(—t).

El problema matematico al que nos enfrentamos es hallar una funcién conociendo sus
integrales de linea en todas las direcciones. Con la notacién anterior, lo que buscamos es
una férmula, como la de Radon, que permita recuperar p a partir de las funciones Py(t).
Hay varias férmulas equivalentes con este propédsito [Ra-Ka] §2.2. Aqui veremos una que
esencialmente es lo que se bautiza en la literatura tomogréfica como Fourier Slice Theorem
(teorema de las rebanadas de Fourier). Seguramente para muchos analistas de Fourier el
nombre es desmesurado (hay una demostracién de dos lineas en [Ra-Ka] si uno se atreve

con las deltas de Dirac) porque refleja un hecho muy sencillo que ilustramos a continuacién:

Si & = 0 entonces Py(t) no es mds que la integral sobre la recta vertical z = ¢,
Py(t) = [ p(t,u) du. Por la definicién de la transformada de Fourier

p(£1,0) = //p(t,u)e(—flt — Ou)dtdu = Py(&1).

Por tanto la transformada de Fourier (bidimensional) de p evaluada en el eje X se puede
hallar integrando p en la recta vertical sq ; y después calculando la transformada de Fourier
(unidimensional) de la funcién resultante. En Matematicas y en Fisica las cosas no suelen
cambiar mucho por girar la cabeza, de modo que p evaluada en una recta de angulo 6 que
pase por el origen deberia coincidir siempre con ]/3;. Tomando transformadas inversas se

puede despejar p.

Teorema 3.2. Sea Py(t) la integral de linea de p sobre la recta x cos +ysen = t,
entonces para p suficientemente regular se tiene

p(w,y):/ / |r|ﬁ;(r)e(xr(:080+yrsen0)drd9.
0 — 00
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Nota: Lo de “suficientemente regular” es simplemente un requerimiento técnico para
aplicar la férmula de inversiéon. Con funciones de soporte compacto acotadas e integrables
ya se tienen igualdades en casi todo punto, de modo que al menos desde el punto de vista
tedrico, no vamos a dejar de ver un tumor o cualquier cosa que tenga grosor porque p no
sea C'*°. Pero si es cierto que en la préctica la falta de regularidad combinada con los
métodos aproximados que se emplean, crea unas sombras inexistentes. El andlogo de este
fenémeno en las series de Fourier es el conocido fenémeno de Gibbs [Dy-Mc].

DEM.: Por la simetria ]/3;(7“) = P/g_;_\ﬁ(—r), que se deduce de la andloga para Py, la

férmula del teorema se puede escribir como

2m o)
(3.2) plx,y) = / / rPy(r) e(xr cos @ + yrsend) drdf.
o Jo

De la férmula de inversién, p(z,y) = [ [ p(&1, &) e(xéy + y&2) d€rdéa, cambiando a
coordenadas polares & = rcos#, & = rsen 6, se tiene

2 0o
plz,y) = / / rp(rcos@,rsenf)e(xrcosf + yrsend) drdd.
o Jo

Comparando con (3.2), basta probar que 2 (r) = p(rcos@,rsenf). Para ello considérese
el giro de dngulo —# alrededor del origen, T' : R? — R2. Segtin la Geometria I, en

coordenadas cartesianas T es la funcién vectorial
T: (z,y) — (Tl(x, y), To(z, y)) = (zcosf+ysend, —zsend + ycosh).

Es fécil ver (con un simple dibujo o en su defecto con un poco de Algebra Lineal) que
T transforma la recta sy, definida como antes, en la recta vertical x = t (con y = u
arbitraria). De modo que cambiando la variable

Pg(t)Z/ p:/ pole/ (poT )(t,u)du.
s0,t T'se,¢ —00

Por definicion

ID;(T):/OO (/OO (poT1)(t,u)du>e(—tr)dt:/RQ(poT1)(t,u)e(—tr)dtdu.

— 00 — 0

Y tras el cambio de variable (¢,u) = (T} (z,y), T>(x,y)) la tltima integral se transforma en
p(rcosf,rsenf); lo que segin habifamos visto, concluye la prueba. Wl
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Epilogo: Una vez conseguida una férmula exacta que resuelve el problema, el matema-
tico se puede ir a casa a hacer el cubo de Rubik, pero mientras se aleja el ingeniero protesta:
“;y ahora como meto yo esta féormula en el ordenador?”; su trabajo todavia no ha termi-
nado. El método natural para tratar numéricamente expresiones que involucren integrales
o series de Fourier es la transformada de Fourier rdapida [Ge], [Ta], mds conocida por sus
siglas en inglés FFT. Este método, combinado con el desarrollo de las computadoras, ha
revolucionado muchos métodos numeéricos en ingenieria desde su introduccién en los anos
60. Curiosamente, segtin parece Gauss ya lo conocia en una forma equivalente mas de 150
anos antes de su invencién oficial [He-Jo-Bu].

Para no desviarnos demasiado, aqui mencionaremos algo un poco mas directo, que es

una versién simplificada y clarificada de §3.3.3 [Ka-Sl]. Escribiendo

oo

p(x,y) = / F(0,zcosf+ysenf)df con F(f,u) = / |r|1/3;(r) e(ru)dr,
0

— 00

todo el problema se reduce a saber aproximar F'(6, u), porque una vez hecho eso, podriamos
pasarle al ingeniero nuestros apuntes de Célculo Numérico I con un montén de métodos
para aproximar integrales sobre el intervalo finito [0, 7] (regla del trapecio, de Simpson,
cuadratura de Gauss...). Por otra parte, seguro que sus apuntes son mas gordos y com-
pletos que los nuestros.

Desarrollando por Fourier en [—1/2,1/2] la funcién f(z) = |z|, [Gr-Ry] 1.444.6,

o

1 1) -1
|z| = Z ane(nx), con ag = 7, an:%.

n=—oo

Sustituyendo x = rh, se tiene |r| = h='>" aye(nhr) para r € I = [~1/2h,1/2h]. Si h es
pequeno, I se parece a (—00,00) y se cumple

F(0,u) %/I|r|73;(7“) e(ru) dr:h_lzan/ll/?;(r) e((uw+ nh)r)dr.

La tltima integral extendida a R es la transformada inversa de ﬁ;(r), por tanto

>
F(f,u) ~ h™* Z anPp(u + nh).
n=—oo
A esta formula no se le pueden poner pegas: no hay ni transformadas de Fourier ni cosas
raras, simplemente una suma que de hecho es finita porque Py es de soporte compacto (la
proyeccién ortogonal de un compacto es un compacto).
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Ejercicios

1) Sin mirar la teorfa: a) Indicar por qué Py(t) = Py4r(—t). b) Demostrar la relacién
P&, 0) = Fo(¢)

2) En la préctica, los detectores no son rectas, sino una circunferencia que rodea a la
muestra. Halla la funcién que proyecta una circunferencia, digamos S, desde su centro

sobre una recta tangente, digamos y = 1.

3) ;Puede tener Py(t) una discontinuidad de salto, para algin 7 En caso afirmativo
dar un ejemplo y en caso negativo una demostracion.

4) Se dice que una funcién f = f(&) es radial, si s6lo depende del “radio” r = ||Z||,
esto es, si f(Z) = g(||7]|) para alguna g. Explicar por qué si se sabe que la densidad es una
funcion radial, entonces basta una proyeccion para reconstruirla.

5) Probar que si p es radial entonces p(z,y) = [*_ [ 7| Po(r)e(r cos 0 /22 + y2) dfdr.
(La integral interior, de la forma fow e(Acos ) dh, es una de las llamadas funciones de Bessel,

muy comunes en Fisica y Mateméticas).

6) Calcular Py(t) para una muestra que esté confinada dentro de la circunferencia
unidad y tal que 1 — p sea en cada punto el cuadrado de la distancia al origen.

7) Hallar Py(t) y ﬁg(t) para la muestra de densidad uno comprendida entre los cuadra-
dos [~2,2] x [-2,2] y [=1,1] x [~1,1].

8) Sea la muestra de densidad uno comprendida entre los cuadrados [—2v/2,2v/2] x
[_2\/532\/5] y [_\/5, \/5] X [_\/éa \/5] Calcular P/7r74(t)

9) Comprobar que el desarrollo de Fourier de la funcién 1—periédica que coincide con
f(x) = |z| en [—1/2,1/2] es el que se indica en esta seccidn, esto es, que los coeficientes de
Fourier son ag = 1/4 y a,, = ((—1)® — 1)/(27?n?) para n € Z — {0}.

10) Demostrar que si A es una matriz no singular, la transformada de Fourier de
f(A'T) es A(A_1 ) /det(A). Tratar de deducir del caso en que A represente un giro, que
la transformada de Fourier de una funcién radial es también radial. (Recuérdese que las

matriz de un giro es ortogonal y por tanto A - A® =1T1).

[o.e]
n=—oo

nh) df para cualquier p € C§(R?). (Comenzar demostrando, integrando por partes, que

|7"|3ﬁ;(7") estd acotada).

11) Probar rigurosamente p(z,y) = limy o h™1 > an [y Po(zcosf + ysend +
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SECCION 3.2

Trabajos sugeridos a s6lo 3 centauros (el precio de esta fotocopia)

De la seccidn:

o Principios de Resonancia Magnética Nuclear.

Generales:
o Uso de la Estadistica en ensayos clinicos y disenno de experimentos.

o El cubo de Rubik y otros rompecabezas similares.

Y por el mismo precio, las palabras del sabio:
Los hombres mas desdenosos de la teoria, sin duda encuentran en ella un alimento

cotidiano. Si se les privara de ese alimento, el progreso se dentendria y pronto nos
estancarfamos en la inmovilidad de China. [Po] p.93.
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Fernando Chamizo. MODELIZACION 11

DEJAME ALGUNA EXPERIENCIA, DEJAME PARTICIPAR 1
Su luz puede valer

Material:
- Cartulina.
- Pléstico semitransparente (por ejemplo de una bolsa).
- Una linterna.

- Una calculadora.

Como es una verdad universal que ni la carne de burro ni la nuestra se transparentan,
no podemos cambiar los rayos X por rayos de luz visible en las aplicaciones médicas (o
veterinarias). Lo que vamos a hacer aqui es sustituir los tejidos por unos burdos cubitos

translicidos con los que podamos ilustrar la reconstruccién algebraica.

El experimento en si es bastante tonto (el préximo es mucho mejor) y quizd sélo sirva
para reciclar una briznita de [Ch], de donde estd tomado.

Con la cartulina fabricaremos nueve cubos y en sus caras laterales abriremos “ven-
tanas” para que pueda pasar la luz, las cuales cubriremos en algunos de ellos con el plastico
semitransparente™. Al poner tres cubos seguidos y enfocarlos con la luz de la linterna, se
pueden detectar en una pantalla (una hoja de papel) cuatro posibles intensidades depen-

diendo de si ninguno, uno, dos o los tres cubos tienen plastico en sus ventanas.

Convencionalmente designaremos estas intensidades por I = 1, 1/2, 1/3, 1/4 respectiva-
mente. Para llevar a cabo el experimento, es importante familiarizarse con ellas de manera
que podamos distinguirlas a simple vista. En otro caso, debemos cambiar el tipo de
plastico.

* N. del A. Construf los cubos de 4 cm de arista y las ventanas de 2x2. Como plastico semitrans-
parente utilicé el de una bolsa blanca de las que dan en los supermercados. Tiene el inconveniente de
que difunde la luz porque no queda totalmente lisa, pero en cuanto a transparencia es muy aceptable.
Quiz4 el papel de celofan de colores también sea adecuado.
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Dispongamos los cubos formando un cuadrado (si queremos darle emocién y aguantar
las burlas, podemos pedirle a alguien que lo haga por nosotros y que tape el resultado con
un folio por encima). Dirigiendo la linterna en las tres direcciones horizontales, en las tres
verticales y en las oblicuas correspondientes a tres de las cuatro esquinas, tendremos una
relacién entre el niimero de cubos semitransparentes en las secciones consideradas y las

intensidades registradas.

|4 |5 IG
i
- } }
it
Y S S A M Ci G| Gi
’ H 1 |
|7’/ ‘
R N s Eigid Cs | Co
lg. — ‘ ‘ .
R R e Cr [Ga] Co
N ! ’
N !

Supongamos que numeramos los cubos como en la figura y asignamos al cubo i—ésimo el
valor C; = 0 si estd hueco y C; = 1 si es semitransparente. Entonces se tienen las relaciones

C1+02+03:If1—1 C1+C4+C7:[471—1
(33) C4+C5+06:IQ_1—1 CQ+C5+08:I5_1—1
' Cr+Cg+Co=I1—1 Cs4Cs+Co=I;t -1

C,=I;"—1, Cr,=I3"—1, Co=1I3"—1
En el caso de la figura, habriamos obtenido el vector de intensidades

T=(I,....Iy) = (%%%%%%111)
Lo que da lugar a un sistema de nueve ecuaciones con nueve incégnitas. Se puede com-
probar que (si no usamos que C; € {0,1}) dicho sistema tiene infinitas soluciones, es
compatible indeterminado. Anadiendo una nueva relacién: la intensidad ;o0 = 1/2 que
pasa por la esquina C3, obtenemos finalmente un sistema determinado. Evidentemente si
en vez de nueve celdillas tuviéramos miles, esto seria muy costoso de comprobar, y en la
practica simplemente anadiriamos mas ecuaciones de las necesarias, pensando que habria

que tener muy mala suerte para que todavia el rango de la matriz no fuera el adecuado.

El sistema se resuelve directamente previo pago de hacer unas cuentas, y la solucién es

—

C = (Cy,...,09) =(0,1,1,1,0,0,0,1,0). Pero como queremos ilustrar la reconstruccién
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algebraica, usaremos el algoritmo correspondiente
fn+1 = (L10 e} Lg 0...0 Ll)(fn)

partiendo de &, = 0. Donde L; son las proyecciones en los hiperplanos que definen las
ecuaciones de (3.3) y la anadida después (de hecho podriamos reemplazar una de las
ecuaciones por ella). Con una calculadora y un poco de paciencia, se pueden hacer una o
dos iteraciones. Con un pequeno programilla se puede ir mas allad. Por ejemplo, algunos

de los #,, obtenidos de esta forma son:

s =(0,0'8595, 1, 07278, 0'3468, —0'0746, 0, 0'7937, 0)
#10 =(0,0'9081, 1,0'8908, 01925, —0/0832, 0, 0’8994, 0)
715 =(0,0'9472,1,0'9449, 0'1068, —0'0517, 0, 0/9460, 0)
Ta0 =(0,0'9704, 1,0'9701, 0/0593, —0/0294, 0, 09703, 0)
s =(0,0'9836, 1,0'9835, 0'0329, —0/0164, 0, 0'9835, 0)

Notese que la aproximacién de Z, a la solucién hace posible adivinar enseguida dénde
estén los cubos semitransparentes (C; = 1) y los huecos (C; = 0). En el limite &, — C.
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Fernando Chamizo.

MODELIZACION 11
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DEJAME ALGUNA EXPERIENCIA, DEJAME PARTICIPAR 2
Pinta el tubo

Material:
- Una calculadora progamable o un ordenador con un programa de calculo.
- Un programa para dibujar graficas (opcional).

Tampoco es plan que vayamos por las tiendas pidiendo una maquina de rayos X para
comprobar si verdaderamente podemos recuperar con el método indicado p a partir de
las radiografias Py. Por eso vamos a considerar secciones muy particulares, con simetria
radial, de las que nosotros mismos podemos hallar la sombra a mano. Para fijar el contexto
en el que trabajamos, imaginemos que tenemos unos tubos con simetria radial acotados
por S x R y queremos saber, sin romperlos, si son macizos, si tienen una parte hueca, o
si tienen un alma (zona central) de mayor densidad. Consideremos justamente tres tubos
que respondan a estas caracteristicas: Uno macizo de radio 1 y densidad 1, otro igual
que el anterior pero con la zona central 0 < r < 1/2 hueca, y un tercero con esta zona
central rellena de un material de densidad 2. Por la simetria radial, la funcién “sombra”
S(t) = Py(t) no dependera del dangulo 6 y podemos calcularla ficilmente.

Sy (x) = { bmat sl <1 g ) = Si) £51(2), S3(x) = $1(2) + 5 51(27)
0 si|z] >1
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Esto es lo que podriamos haber deducido si hubiéramos podido hacer el experimento
con rayos X. Lo ideal, pero utépico, es que convenciéramos a un amigo (al menos hasta
antes de pedirselo) para que se inventara una estructura interna de un tubo, siempre con
simetria radial y seccién dentro del circulo unidad, e hiciera los calculos monstrandonos
la ecuacién de la funcién sombra S = S(x). El experimento consistird en que haciendo
trabajar a la calculadora o al ordenador, podremos adivinar la estructura del tubo a partir
de la funcién S.

Exactamente, lo que tenemos que hacer es fijar una precision h pequena (aunque si lo
es demasiado nos aburriremos antes de que se terminen los célculos y quizad se acumulen

los errores de redondeo) y hacer un programilla que para cada coordenada radial R calcule

D(R):%;(%S(Rcosej)— 3 ﬁS(RCOSGJA—(%%—l)h))

T
1<k<h—1!

donde los 6; recorren [0, 7] de h en h, esto es, 6y =0, 6; = h, 03 = 2h, etc. Practicamente
en cualquier lenguaje que usemos, programar esta formula no requerird mas que un par de

bucles, y un tercero para que nos muestre una lista de D(R) para diferentes valores de R.

La exactitud que se logra al aproximar la densidad en ||Z|| = R por D(R) es dificil de
creer. Por ejemplo, tomando h = 0/01", se obtuvieron los siguientes resultados (se indican

entre paréntesis los valores exactos):

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
R=0 10025 (p=1) 0’0003 (p=0) 20048 (p=2)
R =025 10032 (p=1) —0'0005 (p=0) 2'0070 (p=2)
R=0'75 10049 (p=1) 10057 (p=1) 10041 (p=1)

Ya puestos, podemos representar la grafica de D(R) en cada caso. Como era de
esperar, los errores mayores se producen cerca de las discontinuidades de la densidad.

ES - a b M -
o.8 — - 0.8 — B
o.s - - o.6 |- — -
o.al- m o.al i
o.z - m o.= | i
ol e | a b 1
=g o.s E s ~°9%c o.s £l s ~°9%c o.s 1 1.s

* N. del A. Utilicé un sencillo programa FORTRAN trabajando en precision simple.
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Y si nos apetece radializar estas gréficas podemos obtener superficies en R?, que no

dan mas informacion, pero quedan bonitas.

El problema de reconstruir conjuntos tridimensionales con simetria esférica a partir
de fotografias (o radiografias) tiene una posible aplicacién practica en el estudio de la
densidad de las galaxias globulares a partir de las imagenes obtenidas con un telescopio

[Gr] p. 164.

Explicacion: El algoritmo que hemos usado no tiene ningin misterio. Segtn lo visto

en la ultima seccién,

o0

p(x,0) = / F(xcos0) con F(u)~h"! Z anS(u+ nh)
0 n=-—oo
con a, = 0 para los pares, excepto ag = 1/4, y a, = —1/7?n? para los impares. Por la

regla del trapecio (Célculo Numérico I)

p(R,0) ~ hZF(R cosb;),
0.

J

y por las simetrias a, = a_, y S(u) = S(—u), se tiene

F(u) =~ h—l(is(u) +2 Z anS(u+ nh)),

n=1

que sustituyendo n = 2k + 1, aggs1 = —1/(7(2k + 1))?, y empleando que sop S C [—1,1],
lleva a la férmula para D(R) que aproxima a p(R,0).
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