Soluciones de Analisis Matematico 11 24-Junio-08

Problema 1. La superficie del enunciado es una superficie de nivel S de F(x,y, z) = 22 +3*+
2% +e™*. En cada punto (z,y, z) el gradiente VF(x,y, z) = (2z+yze™?, 2y+rze™? 22+ 1ye™?)
es un vector normal a S. Entonces 7 = VF(1,0,1) = (2,1,2) es un vector perpendicular al
plano buscado, cuya ecuacion serd por tanto, 2(x — 1) + 1(y — 0) + 2(z — 1) = 0, esto es,

20 +y+ 2z =4.

El vector tangente ¢’ pedido es perpendicular a 77 y a m = (3, —1,—2), un vector normal al
plano 3z —y — 2z = 1. Esto determina v como 77 X m, salvo multiplicar por constantes no nulas.
Un célculo prueba

T 7k )
2 1 2 |=0r+107—5k.
3 -1 -2

Entonces (0,2, —1) es una solucién valida (el vector anterior por 1/5).

Problema 2.
a) Los puntos criticos son en los que se anula el gradiente:

Vf = (42 + 2y, 20 + %) = (0,0) = {x - _y2/2
—y+y =0

y la segunda ecuacién da y = 0,1 que lleva a los puntos criticos (—1/2,1) y (0,0). Ninguno de
ellos estd en el interior de D.

b) Por el apartado anterior en el interior no hay puntos criticos y por tanto alli no se alcanzan
ni maximos ni minimos.

La frontera de D estd formada por los puntos (t,0), lado horizontal, (0,t), lado vertical,
(t,4 — t), lado oblicuo, donde 0 < ¢t < 4. El minimo y maximo de f en D seran por tanto el
menor y el mayor de los valores alcanzados por las funciones de una variable

qi(t) = f(£,0) =207, go(t) = f(0,1) = g 95(t) = f(t,4=t) = 8t+ - ; =

en 0 <t <4,

Es obvio que el minimo de g1 y g2 en [0,4] es 0 = ¢1(0) = ¢2(0) = £(0,0), mientras que los
méximos son 32 = g;(4) = f(4,0) y 64/3 = g»(4) = f(0,4). Por otro lado g3(0) = 64/3, g3(4) =
32 y los posibles méximos y minimos de g3(¢) para 0 < ¢t < 4 se alcanzan cuando g5(t) = 0,
esto es, 8 — (4 — )2 = 0 que despejando lleva a t = 4 — /8 = 4 — 2¢/2, como g4 (4 — 2v/2) > 0
corresponde a un minimo. Se tiene g3(4 — 2v/2) = f(4 — 2v/2,2v2) = 32(1 — v/2/3).

El minimo de f en D serd, como hemos mencionado, el menor de los minimos en los lados:
f(0,0) =0, y el maximo el mayor de los maximos sobre los lados: f(4,0) = 32.

Problema 3.

a) [Dibujo no incluido. Descripcién: Dos pardbolas con las ramas hacia arriba que se cortan
en los puntos (—1,0) y (1,0). La pardbola y = 2x? queda por debajo cuando z € [—1,1] es méas
estrecha y tiene su vértice en el origen mientras que y = 1 + 2% lo tiene en (0,1)].



b) Segun lo descrito en el apartado anterior, en D se tiene —1 < z < 1 y para cada = la y
varfa entre 222 (la pardbola de abajo) y 1+ 22 (la de arriba), entonces

1+x2 1 1442
I = // (x 4 2y) dydx—/(xy+y2) dx
2z -1 y=2x2
4 6 32
= - 1+222=32Y)dr =04+0+2+ - — - = =,
/1(x 341422 x%) dx +0+ +3 E= 1T

Problema 4. Lo que se pide es el volumen bajo la grifica de 2 = 2% + y? (y sobre el plano
XY) para 22 + y? < 9, que es el interior del cilindro, y se puede expresar mediante la integral

I= // (2% + *) dx dy.
x2+y2<9

Empleando coordenadas polares se tiene
3 2 3 4
3 81
]—// rz-rdadr—27r/ Pdr=or2 =21,
o Jo 0 4 2

Problema 5. La pardbola y la recta se cortan en (—2,4) y (2,4), y para —2 < z < 2
la parabola queda por debajo, por tanto la regién de la que nos habla el enunciado es R =
{(z,y) eR? : =2 <z <2, 2?2 <y < 4}. Escribiendo, con la notacién habitual, P = y? —tanz
y Q = 3x + sen y el teorema de Green implica

]_// a_cg_a_z; d:pdy://R(3—2y)dxdy:/22/;(3—2y)dydx.

Integrando se obtiene

2 2
4
/ (3(4—x2)—(42—x4))da::/ (—4—32%+2a") de _—16—16+%:—%
—92 -2



