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INTEGRALES MULTIPLES

Integrales iteradas

En principio, el calculo de una integral multiple (en varias variables) se reduce a ir
calculando integrales de una variable en el orden especificado. El diferencial nos informa
acerca del nombre de la variable con respecto a la que debemos integrar y su posicién indica
el orden de integracién, correspondiendo los diferenciales més interiores a las integrales que
hay que calcular primero.

Ejemplo. fol f23(6x+6y2) dxdy = fol (3z2+6y*z) ‘i:gdy- Como la variable de integracion
es x, la y se trata como una constante. Sustituyendo los limites, queda

1
/0 (154 6y) dy = (15y + 2y3)|(1] =15+2=17.

Para practicar, calculemos también f23 fol(Gx + 6y?) dydz, es decir, la integral pero inter-
cambiando el orden de integraciéon. El resultado es

3 3
/2 (62y + 2°) |, _odw = /2 (62 +2) do = (32® +22)|°_, =15 +2=17.

No es casualidad que en el ejemplo anterior los resultados de los dos apartados coincidan.
Hay un teorema llamado teorema de Fubini que asegura que el orden es irrelevante.

La mayor parte de las integrales miiltiples que aparecen en las aplicaciones son integrales
dobles o wntegrales triples, esto es, con 2 o 3 variables. En cuanto a la integracién iterada,
el nimero de variables es irrelevante.

Ejemplo. Para calcular ng fow fol x cos(y—+z) dxdydz, se realizan integrales iteradas como
antes:

/0 /0 3% cos(y + z)|x:0dydz = /0 /0 3 cos(y + z) dydz = /0 5 sen(y + Z)’y:O dz.

Usando que sen(a + 7) = —sen « se tiene sen(y + z) ‘Z:O = —2sen z. Entonces el resultado
es

™
™
—/ senzdz:cosz| _a=—2.
0 z=0

También se pueden poner variables en los limites de integracion.
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Ejemplo. Integrando con respecto de x y después con respecto de y

1
1 1 1
//:Cyd:cdy—/ fazy’ dy_/o y3d?/:§y40:§-

En este ultimo ejemplo, no tiene sentido cambiar directamente el orden de integracion,
como antes, porque al integrar en x habria que sustituir unos limites que involucran una
variable, la ¢, que ha desaparecido porque ya se ha integrado respecto de ella.

Integrales dobles. Areas y volimenes

Al igual que las integrales de una variable sirven para calcular el area bajo una grafica,
las integrales dobles sirven para calcular voliimenes. Concretamente, cuando F > 0, la
integral fcd fab F(z,y) dxdy es el volumen bajo la grafica en el rectangulo [a,b] X [c, d], esto
es,a<zxz<b c<y<d.

Lo mismo se cumple en regiones mas generales. Es decir, si R es una region del plano y
F = F(z,y) es una funcién no negativa en ella, entonces

(1) / F' = Volumen bajo la grafica de F' sobre la region R.
R

Si F' = 1, entonces como el volumen es el area de la base por la altura (uno en este caso)

(2) // 1 = Area de la region R.
R

Para dotar de significado a [/ r I hay que transformarla en una integral iterada como las
de antes con unos limites especificos. Para ello podemos dividir la regiéon R en “rodajas”
(secciones) verticales u horizontales.

En el primer caso la = variara entre dos nameros (la abcisa de la primera y la ultima
seccion) y la y variara entre las graficas de las funciones que limitan inferior y superiormente
la region. Debemos entonces integrar primero en y para tener en cuenta la contribucién de
cada seccion.

fo(z)

e [ 2 e

fi(z)

a T b

De la misma forma, cuando la regién R esta limitada a la izquierda y a la derecha por
dos graficas sencillas x = ¢1(y), ¢ = g2(y), puede ser mas comodo considerar secciones
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horizontales. En este caso la y sera la que varfe entre dos niimeros.

d ..............
92(x y 91 () \2 (¥)

d )
F = / / F(x,y) dxdy.
//R c Jgi(x) R

Cualquiera de los dos métodos debe dar el mismo resultado. En algunos casos, se necesita
una subdivisién de la regiéon para aplicarlos. Por ejemplo, si quisiéramos integrar una region
con forma de estrella, seria conveniente dividirla en tridngulos, calcular las integrales sobre
cada uno de ellos y sumar los resultados, porque una estrella no esta directamente limitada
por dos graficas.

Ejemplo. Para el triangulo T de vértices (0,0), (1,0) y (0,1), vamos a ver las dos posibles
formas de escribir los limites de integracion en [ [, F.

(0,1)
-
\1:1; r= x4+

(0,0) 0 (1,0)

En el dibujo, la x varia entre 0 y 1, y para cada z fijada (para cada corte vertical), la y
varia entre y = 0 e y = 1 — x, porque ésta es la ecuacion de la recta que une (0,1) y (1,0)
con la y despejada. Entonces

//TF:/OI/OI_JCF(m,y) dyd.

De la misma forma, podemos decir que la y varia entre 0 y 1 y para cada y fijado (en
cada corte horizontal), la = varia entre 0 y 1 — y. Es decir,

//TF:/Ol/Ol_yF(:E,y) daxdy.

Cualquiera de estas formulas se puede emplear para calcular el drea del tridngulo gracias
a (2). Por ejemplo, la altima resulta

A(T)://Tl:/ol/ol_yldxdy:/ol(l—y)dy:;,

lo cual coincide con lo que daria la férmula de la geometria elemental base - altura/2.
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Ejemplo. Calculemos el volumen limitado por F(x,y) = 2 — z + y (esto es un plano) y
por el circulo unidad C en el plano XY. Si utilizamos la estrategia de considerar secciones
verticales en C, presentaremos el circulo unidad como

C':{(x,y) -1 <<, —\/1—x2§y§\/1—x2}.

De acuerdo con (1), el volumen viene dado por

1 pv1—a? 1 1 Viez? 1
2—x+ ddm:/ 2—2x —i—fQ‘ da::2/ 2 —2)V1—22duw.
/_1/_ _ y) dy (@25 2oV
La dltima integral es un poco complicada y nos vamos a ayudar de que sabemos que
fil V1—22 dx = %77 porque esta integral de una variable es el area del semicirculo de

radio 1 (area del circulo = 7w R?). Entonces la integral anterior es:

1 1 _2)3/2
4/ \/1—m2dm+/ (—23:)(1—x2)1/2dx:4-72r+(1x)’1
-1 -1

= or.
3/2 4

-1

Cambio de variable

Hay funciones y regiones que tiene simetrias especiales y puede resultar conveniente
calcular [ g I dividiendo R en “rodajas” que no sean ni horizontales ni verticales, lo cual
estéa relacionado con los cambios de coordenadas (cambios de variable).

Examinemos el caso en que R es un circulo (disco) D de radio ry. En coordenadas polares
(r,a), D es simplemente 0 < 7 < rp, 0 < a < 27. Entonces cada seccién r = constante es
una circunferencia C, de radio r. Ahora bien, aunque en todas ellas 0 < o < 27, esté claro
que son més pequenas para radios menores y debieran influir menos en el resultado de la
integral. Concretamente, su longitud decrece en proporcion a 7.

¢

' oCy)  2mr

5(01) 2T

Esto sugiere que la formula correcta para integrar en polares no es simplemente cambiar
T por rcosa e y por rsenq, sino que hay que introducir un factor “de correcciéon” r. La
férmula para integrar en polares en D es entonces

21 0
(3) // F :/ / F(rcosa,rsena)r drdo|.
D o Jo

Esta formula se aplica, cambiando los limites adecuadamente, a cualquier regiéon que se
describa facilmente en polares. Por ejemplo, si queremos integrar en una corona circular los
limites en r seran ry y ra, los radios de la corona; si queremos integrar en la semicircunfe-
rencia superior entonces los limites en « irdn de 0 a 7 y otras constantes corresponderén a
integrar en un sector circular.
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Ejemplo. Vamos a repetir el dltimo ejemplo en que calculdbamos el volumen limitado
por F(x,y) = 2—x+y (esto es un plano) y por el circulo unidad C en el plano XY Segin
(1), este volumen viene dado por [, F'y (3) permite escribir

2 pl
//F—/ / (2 —=rcosa+rsena)r drda.
c o Jo

Hemos ganado en que los limites de integracién son mas sencillos pero todavia hay maés,
- . . . 2 2

si intercambiamos el orden de integracién y usamos que fo cosa da = fo sena do = 0
(facil con un dibujo o por integracion directa), los calculos son inmediatos, a diferencia de

lo que ocurria sin usar el cambio a polares:

1 p2m 1
//F:/ / (2—rcosa+rsena)rdadr:/ dmr dr = 2m.
c 0o Jo 0

Uno de los grandes logros matematicos de la antigua Grecia fue la formula 7R? para el
area del circulo de radio R, obtenida por Arquimedes.

Ejemplo. Comprobemos la féormula 7R? para el area del circulo D de radio R usando
una integral doble. Gracias a (2) y (3) se tiene que el area es

21T R 27r1
//1:/ / rdrda:/ ~R?>da = R?.
D 0 0 0 2

El cambio a coordenadas polares (3) es posiblemente el mas comun en la practica, pero
a veces es necesario llevar a cabo otros cambios para evaluar una integral. La situacién
es la siguiente: Tenemos las coordenadas cartesianas habituales (z,y) y otras nuevas coor-
denadas (u,v) relacionadas por una aplicacion biyectiva (x,y) = T'(u,v) (que suponemos
con derivadas parciales continuas). Coordenada a coordenada = = Ti(u,v), y = Ta(u,v).
Entonces se tiene

or Oy

or, o1
(4) //RF(x,y) dxdyZ//,F(T(u,v))’det JT(u,v)‘ dudv| con JT = ((%152 597%)

donde R’ es la region R en las nuevas coordenadas y |det JT| es el valor absoluto del
determinante de JT'. A este determoinante se le llama determinante jacobiano en honor al
matematico C.G.J. Jacobi de la primera mitad del siglo XIX.

Fuera de algunos casos con bastantes simetrias, suele ser dificil “inventar” cambios ade-
cuados en integrales dobles.

Ejemplo. Calculemos el 4rea de la elipse E = 22 + 4?/9 < 1 utilizando el cambio de
variable x = rcosa, ¥y = 3rsena que es una pequena modificaciéon de las coordenadas
polares. Al sustituir se tiene r?> < 1 y todos los puntos de E se corresponden con valores
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en los rangos 0 < r < 1, 0 < a < 27. El determinante jacobiano de la transformacion
T(r,a) = (rcosa,3rsena) es

COS —rsen«o

JI(r,0) = 3sena  3rcosa

= 3r( cos® o + sen® o) = 3r.

Entonces, segun (2) y (4), el drea buscada es

2w 1 27r3
//ldxdy:/ /3rdrda:/ — da = 3.
E o Jo 0o 2

La teoria de la integracion se extiende a mas dimensiones pero, como ya hemos men-
cionado, pocas veces aparecen integrales con méas de 3 variables en las aplicaciones. El caso
de la integrales triples tiene cierta relevancia geométrica (aparte de su interés fisico). Para
un cuerpo V en el espacio se tiene

(5) /// 1 dzdydz = Volumen de V.
v

Del lado fisico, si p = p(x,y, z) es la densidad de un cuerpo V' en cada uno de sus puntos,
entonces

Integrales triples

(6) /// p(x,y, z) dedydz = Masa de V.
1%

La base de esta formula es que en el limite la densidad es masa entre volumen. Es decir, en
un cubito infinitesimal (relamente un ortoedro) de lados dzx, dy, dz, se tiene dM = pdxdydz.
Integrar es como sumar todos esos trocitos infinitesimales y por tanto la masa viene dada
por (6).

La formula (4) se extiende al caso de mas variables, en particular a las integrales triples.
Las complicaciones de célculo crecen bastante y sélo mencionaremos aqui que cuando el
cambio es a coordenadas cilindricas el determinante jacobiano es r y cuando es a coordenadas
esféricas es % sen 3. Es decir, se tienen las siguientes formulas:

(7) /// F(z,y,z) dedydz /// F(rcosa,rsena, z) r drdadz
V /

(que no es mas que un cambio a polares en las dos primeras variables) y

(8) ///V F(z,y,z) dedydz ////F(rcosasenﬁ,rsenozsenﬁ,rcosﬁ) r?sen B drdodf.

El primer cambio es ttil para funciones que dependen de 2% + y2, y el segundo para las
que dependen de z? + y? + z2. En ambos casos es muy importante que sepamos describir
facilmente V', en otro caso el cambio no sera ttil.
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Ejemplo. El plano 2z + 2y + z = 1 corta al primer octante (la region z,y, z > 0) dando
lugar a una piramide triangular P. Vamos a calcular el volumen de P usando integrales
por medio de (5). La z variara entre el “suelo” z = 0 y el plano que es z = 1 — 2z — 2y.
Entonces, fijadas « e y en la base B de la piramide, 0 < z < 1 — 2z — 2y y podemos escribir

1-2x—2y
///ldxdydz:/// 1dzdacdy://(1—2$—2y) dxdy.
P BJo B

La base esté limitada por los ejes « e y y por el corte del plano con z = 0, esto es, la recta
2z +2y = 1. Para cada x se tiene por tanto 0 < y < (1—2z)/2 debemos pedir 0 < z < 1/2.
Con un dibujo estamos poniendo los limites en una integral doble correspondientes a un
triangulo como habiamos visto antes, si uno lo prefiere ver analiticamente, x < 1/2 viene
forzado por 0 < (1 — 2z)/2. Entonces el volumen es

/2 p(1-2z)/2 12 (1 2g)?
//(1—2x—2y)d:ﬂdy:/ / (1—2$—2y)dyd1‘:/ —— dx.
B o Jo 0 4

La tltima integral es elemental, se puede desarrollar e integrar o, mas facilmente, compensar
la derivada:

172 (1 — 22)? 1 (Y2 ) 1 Sz 1
/O 4dm:8/0 (~2)(1 - 20) do = — (1 - 2a) ‘0 =0

Haciendo un dibujo, es facil ver que la base es un triangulo de base y altura 1/2, por
tanto de area 1/4. Ademaés la altura de la piramide es 1 y el resultado cuadra con la concida
férmula %Abase - altura para el volumen de la piramide y el cono.

Ejemplo. Calculemos el volumen de la esfera (también debido a Arquimedes) usando una
integral triple. La esfera F de radio R se describe en coordenadas esféricas como 0 < r < R,
0 <a<2m 0<pg < Entonces por (5) y (8), su volumen es

///E1 = /Oﬂ/O%/ORrQseanrdadﬁ

1 s 2 2 s 4
= RS/ / sen 3 dadf = 7TR?’/ sen 3 dfS = 2T RS,
3 o Jo 3 0 3

Ejemplo. Hallemos la masa de una semiesfera de radio 1 centrada en el origen y apun-
tando hacia arriba (con z > 0) de forma que su densidad en cada punto sea igual a la
distancia al eje Z. No es dificil ver que la distancia de (x,y, z) a dicho eje es /22 + y? (la
misma que la distancia de (x,%) al origen en R?). Segtin (6) lo que debemos calcular es

I= /// V2 + y? dedydz con S la semiesfera unidad en z > 0.
S

Uno podria usar esféricas porque S se describe facilmente en estas coordenadas o también
cilindricas porque asi y/22 + 2 queda sencillo. Para practicar, usaremos las segundas (aun-
que las primeras son algo més ventajosas). La superficie esférica unidad es z2 + 32 + 22 = 1
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y por tanto los puntos de S son los que satisfacen 0 < z < 1/1 — 22 — 32 que en cilindricas
es 0<z<+v1—12con0<a<2r. Por otro lado, \/22 + y2 = r. Entonces

1 27 pV/1—1r2 1 2 1
I:/ / / r-'r’dzdadr:/ r2\/1 — r2 dadr:27r/ r’/1—1r2 dr.
o Jo Jo o Jo 0

Esta ultima integral no es tan facil (por eso no es tan conveniente el cambio a cilindricas). Se
resuelve con el cambio 7 = sent. Con él y las formulas trigonométricas 2sent cost = cos(2t)

y sen? a = (1 — cos(2a) /2 se sigue

/2 /2 /2 2
I= 277/ / sen’tcos?t dt = Tr/ ! sen?(2t) dt = 7T/ / (1 — cos(4t)) dt = T,

0 2 Jo 4 Jo 8
Referencias. En [Bra98, §13] se trata la integracion con numerosos ejemplos y se mencio-
nan algunas aplicaciones (como célculos de centros de masas y momentos de inercia). De los
dos ejemplos que se dan alli del cambio de variable, el 13.40 es dudoso por la singularidad
de la funcion. En [LE99, §13| se sigue un esquema similar. En [MT98] la integracion en 2 y
3 variables se trata en el capitulo 5, haciéndose hincapié en algunos aspectos tedricos, sobre
todo en §5.5, que exceden este curso. El cambio de variable se pospone al capitulo 6.
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