GRADO EN QuiMICA
CONVOCATORIA ORDINARIA DE MATEMATICAS 14 DE MAYO DE 2014

ENUNCIADOS

1) (3 puntos) Considera la funcién

a) Halla las asintotas verticales y horizontales a la gréfica de la funcién y = f(z), asi como
sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla justificadamente los extremos relativos de la funcién y = f(z).

c) Calcula
v
d
/3 224
2) (2 puntos)

a) La temperatura en un punto (x,y) de una placa viene dada por:

T(z,y) =10 + z + 227 +¢*

Si un insecto se encuentra en el punto P(2,1), jen qué direccién se debe mover para
enfriarse lo méas rapidamente posible? ;Cudl es la tasa de variacién de la temperatura a lo
largo de esa direccién?

b) La ecuacién de estado de un cierto liquido se puede escribir en la forma:

V(T,P) = a+bT — ¢T'P +de *?

donde a, b, ¢, d, k son constantes caracteristicas del liquido. Encuentra las expresiones de

. . oP 0P
las derivadas parciales 3V 9T
3) (2 puntos)

a) Halla la integral doble de la funcién f(z,y) = 3z + 6y sobre el tridngulo de vértices
(0,0, (1,0) y (L,1). )

b) Calcula la integral del campo F = (x —y — 1,2 + y) desde el punto P = (1,0) al punto
Q = (—1,0) a lo largo de parte superior de la circunferencia unidad.

4) (3 puntos)
a) Calcula los autovalores y un autovector correspondiente al autovalor mas pequeno de
la matriz:

1 -1 0
—3 -1 -4
3 3 6

b) Para qué valor o valores de a el conjunto de vectores: {(1,1,1), (1,a,0),(1,0,0)}, forma
una base de R3.
¢) Resuelve la ecuacién diferencial: y” — 2y’ +y = 0, con la condicién: y(0) = 1, ¢/(0) = 2.



SOLUCIONES

1) a) Para las asintotas verticales debemos estudiar cudndo lim,_,, f(z) = co. Al ser f(x)
una fraccién algebraica, basta imponer que el denominador sea nulo: 22 —4 = 0. Por tanto,
las asintotas verticales son r = -2 y x = 2.

Las horizontales requieren calcular

y se sigue que la asintota horizontal es y = 0.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento se estudian con la derivada f'(x) =
—2z/(z? — 4)%2. El numerador cambia de signo en z = 0 y el denominador es siempre
positivo. Se tiene entonces que f es decreciente en RT™ — {2} porque la derivada es negativa
alli y creciente en R~ — {—2}, porque es positiva. Se han suprimido 2 y —2 porque f no
estd definida para estos valores de x. Con intervalos esto se escribe como

decreciente en (0,2) U (2, 4+00) y creciente en (—oo, —2) U (—2,0).

b) En un extremos relativo debe haber un cambio en el crecimiento. Entonces el tinico
extremo relativo se alcanza en x = 0 y corresponde al maximo relativo f(0) = —1/4 de la
funcién, pues se pasa de decreciente a creciente.

¢) Descomponemos en fracciones simples:

1 A B
= Alx — 2 B 2) = 1.
2 —4 :U+2+x—2 = (@ )+ B(w+2)

Igualando coeficientes o dando valores x = £2, se tiene —A = B = 1/4, entonces

4 4 4
dx 1 dx 1 dx 1 1 4 1.5
- - h — (-1 o+ >In|z —2 ( —-In2.
/3x2—4 4/3 a;—|—2+4/3 v = (T2t gnjr—2)| =g

En el tltimo paso se ha usado la propiedad de los logaritmos Ina —Inb =1In ¢.

2) a) El gradiente da la direccién de méximo crecimiento y su negativo la de méaximo
decrecimiento. El gradiente es VT = (1 + 4z, 4y3) y al particularizar en el punto (z,y) =
(2,1) y cambiar el signo, se obtiene que la direccién buscada es (—9,—4). La tasa de
variacién es la derivada direccional a lo largo del vector unitario «# con la direccion de
—VT, por tanto es —VT - VT/|VT| = —|VT| = —/97. El signo negativo sélo indica que
hay decrecimiento

b) Para que estas parciales tengan sentido estamos suponiendo la ecuacién

V =a+bT — TP +de ™" con P=P(V,T).

Derivando esta ecuacién con respecto a V' se tiene

P _wpOP oP -1
L=—dgy —dke ™50 = oV = T ke P



De la misma forma, derivando con respecto a T se tiene

op op op b—cP
=b—cP — T — dke "= =
O=b—cP—clor —dke™™ 58 = 5F = T 1 dhe P

3) a) Este tridngulo T' estd bajo la grafica de y = z, con = € [0,1], por tanto puede
describirse como 0 < y < x < 1. Por tanto

1 . 1
//f / / (3z + 6y) dyda:—/ (3:Uy+3y2)‘ de:/ 6x2dx:2x3‘(1):
0 y= 0

) La parametrizacién mdas natural es o(t) = (cost,sent) con 0 < ¢t < m. Segun la
deﬁmclon de la integral de linea, tenemos que calcular

s s
/ F(ot))-o'(t) dt = / (cost —sent —1,cost +sent) - ( —sent, cost) dt.
0 0
Operando, el resultado es:

™ ™
/ (—sentcost+sen2+sent+C052t+sentcost) dt:/ (1+sent) dt =m+2.
0 0

4) a) Para simplificar el calculo de |A — AI|, hacemos unas manipulaciones previas:

1-x -1 0 1-x -1 0 1-x -1 0
—3  —1-X -4 |=|-3 —1-X —4|=2-XN]|-3 -—1-x -4
3 36—\ 0 2-X 2-2A 0 1 1

Con esto, o con un célculo directo, se sigue
A= M= (AN =1-34+4(1-X)2-))=Ax2- N\ —4).

Asi pues, los autovalores son A\; = 0, Ay = 2, A3 = 4. el menor es A\; = 0 y para hallar un
autovector hay que buscar una solucién no nula de A = 0. Por reducciéon de Gauss:

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
-3 -1 -4 — 0 —4 —4 — 0o -4 -4 ].
3 3 6 0 6 6 0 O 0

Todas las soluciones son de la forma (u, 1, —p). Un autovector valido es (1,1, —1).
b) Son tres vectores en R3, que tiene dimensién 3, por tanto basta ver si son linealmente
independientes. Para ello los ponemos en columna y aplicamos reduccién de Gauss:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 a O — 0 a—1 -1 — 0 -1 -1 — 0o -1 -1 .
1 0 0 0o -1 -1 0 a—1 -1 0 0 -—a

El sistema correspondientes tiene infinitas soluciones si y sélo si a = 0, por tanto son
linealmente dependientes y no forman una base exactamente en este caso. Son base cuando
a # 0.

¢) La ecuacién caracteristica es A> — 2\ + 1 = 0 que tiene una raiz doble A = 1. Esto
significa que e* y xe® son soluciones. La solucién general es una combinacién lineal de
ellas y(z) = C1e* + Caze”, entonces

y(z) = (C1 + Cox)e® vy Y (x) =Cae” + (C1 + Coz)e®

Al imponer y(0) = 1 se sigue C; = 1 y al imponer y'(0) = 2, se sigue Cy + C; = 2. En
definitiva, la solucién buscada es y(z) = (1 + x)e”



