Calculo I - Examen Final - 19 de enero de 2011

1) Consideramos la sucesién a,, definida por

1
2
Gn+1 = 2a;, — 1, a; = —.

V3

a) Demostrar que —1 < a,, < 1 para todo nimero natural n.
b) ({Es a,, monétona?

2) Calcular

3 /2
2
/ 5 v dx y / sen® z dz.
2 22 -1 0

3) Calcular los limites siguientes

a) lim 2o/ b) lim SCR(sen(sen))
z—+Foo ’ z—0  sen(senx)
1
c) lim M, d) lim (\/z(4x + 3) — 2z).
z—0t Senx Z—-+00

4) Esbozar la grafica de la funcién f(x) = zlog(z). Indicando, si los hubiera, extremos
locales, puntos de inflexién, intervalos de crecimiento y decrecimiento e intervalos de concavidad
y convexidad.

5) Hallar qué valores reales debe tomar el parametro « para que la siguiente serie converja:

— 4+
ZQan+2 an’

n=1




Soluciones

1) a) Lo que se pide probar es |a,| < 1. Procedemos por induccién. Claramente ‘%‘ <1.

Ahora suponemos que se cumple |a,| < 1. De aqui, 0 < a2 < 1, por tanto 0 < 2a2 < 2y
finalmente —1 < 2a2 — 1 < 1 que equivale a |a,;1| < 1, es decir, hemos obtenido la propiedad

cambiando n por n + 1.
b) Sustituyendo tenemos a2:2-%—1:—%, a3:2-%—1:—%,ya4:2-%—1:g.
Entonces a1 > ag pero ag < a4 (basta mirar el signo). Por tanto la sucesién no es mondtona.

2) La primera integral es inmediata:

3 3
2 1
/2x2f1d$:/2 $2_1~21:dx:10g|:n2—1|

La segunda es suma de dos integrales inmediatas después de usar sen

3

8
=log8 —log3 = logg.

2

2

2x=1-cos?z:

/2 /2 /2
/ sen® x dx = / (1 —cos’z)senz dz = / (senw + (cosz)?(—senw)) dv
0 0 0

3

cos x) /2 1 2

3

= (—cos:v—l—

0

3) Llamemos a los limites L1, Lo, L3 y L4, respectivamente.
a) Usando que la exponencial es la inversa del logaritmo y que lim, . Senl(/% =1 (esto

se puede hacer por L’Hopital (0/0) o usando que %ﬂt — 1 cuando ¢t — 0), se tiene

logz)sen(1/z) _ eh’mzﬂﬁw(logz) sen(1/z) _ ell’mmHJroo loiz _ elimzﬂjLoo% _ 60 -1,

L= lim e
T——+00
En el dltimo paso se ha empleado la regla de L’Hopital.
b) La manera mas rapida consiste en escribir ¢ = sen(senx) y utilizar el limite del seno
antes mencionado. También se puede aplicar directamente la regla de L’Hopital (0/0):

Ly — lim cos(sen(senx)) - cos(senz) - cos 1 L
2—0 cos(senx) - cosx 1

c¢) Es un limite de tipo 0/0 sin la menor complicacién:

L= lfm (—senz)/cosx _ 0 0.

z—0+ CoS T 1



d) Como es habitual para eliminar la indeterminacién oo — oo con raices, multiplicamos
por el conjugado:

(vrx(dz + 3) — 2x)(\/x(4x + 3) + 2x) . 4x? + 3z — 422

Ls,= lim = lim

z—+00 Va(dx +3) + 2z e—too \/4x? 4 3z + 21

Ahora en esta expresiéon dividimos numerador y denominador entre z, “el mayor exponente”:

3 3 3
lim = = -.
a—+oo \[4+3/z+2 Vi+2 4

Ly =

4) El dominio de esta funcién es (0,00) porque el logaritmo sélo existe para numeros
positivos.
El tnico corte con los ejes es x = 1 (el va-
lor para el que se anula el logaritmo), aunque
lim,_,o+ f(z) = 0, por L’'Hopital para (logz)/z 1.
Este limite y limy— 4o f(2) = 400 prueban que
no hay asintotas.
Calculamos la derivada f'(z) = logz 4+ 1. La
solucién delogz+1 =0eszg =e '. Para0 < x <
x( se tiene logx < —1 y para = > xg, logx > —1,
5 2 entonces la funcién decrece en (0,z9) y crece en
(0, 00) alcanzando por tanto un minimo (global)
en x =z que es f(xg) = —e L.
Derivando una vez més f”(x) = 1/x que es
positiva en (0, 00). Por consiguiente la funcién es convexa en todo su dominio y no hay puntos
de inflexion.

05

5) Escribamos a,, para la expresion en el sumatorio. Lo mas fécil es percatarse de que

220m +1 22an +1

T 2an jg-an  g-an(%an 4 1)

an

Gn

Por el criterio de la raiz, Y 2 | 2*™ converge para o < 0 y diverge para o > 0. Ademds para
a =0 la serie es > 7 | 1 que claramente diverge (lima, # 0).

Incluso sin percatarse de esta simplificacion, lo méas natural es aplicar el criterio de com-
paracion con b, = 2%" o usar previamente que lim a,, = 0 no se cumple para a > 0.




