Capitulo

Sucesiones

7.1. Introducdon

Las sucesiones aparecan de manera natural en muchos cédculos que responcen a un es-

2 6 21
guema iterativo. Por jemplo, a dividir 2 entre 3 obtenemos — = — + ——, igualdad que

3 10 310
podemos usar ahora para obtener

2 6 6+21 1_6+6+21
10 310/10 10 102 3102’

310

y de nuevo

2_6+6+6 21\ 1 6 6 6 21
3710 0 102

07310/)102 =10 102 T 10r T 3100

Y asi podemos cortinuar tantas veces como queramos, olteniendo ra cadan € N laigualdad:

2 X6 21
ST i

n
6 2 21
Escribiendo x, = —— tenemos que 0 < - — x, = ———. Observa que, aunqte los n(+
n kX_:l 10K a 37T 300m . .
meros x, son todcs ellos distintos de 2/3, dada una ta de aror arbitrariamente pequefia,

2 . ,
e > 0,y tomandony € N de maneraque - < ¢, deducimos que para todo ndmero

3107
natural n=n, se verificaque |x, —2/3| < ¢, 10 que se expresa escribiendo2/3 = I_i)m {xn}.
n o0
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El gjemplo anterior esta reladonado con la expresion dedma de 2/3 que, como todcs
sabemos, es un dedma periddico con periodoigual a 6, lo que suele escribirse 2/3 = 0,6
igualdad en la que, seglin se dice avecss, € simbado 0,6 debe interpretarse como que € 6
se repite infinitas veces. (Qué quiere dedr esto? Lo gue et daro es que, por mucho tiempo
y padencia gque tengamos, hunca podremos escribir infinitos 6 uno detrés de otro... bueno,
podiamos escribir algo como

2 —~
7=06=0, 6666666...(infinitos 6)

lo que tampoco sirve de mucho pues sguimos sn saber como seinterpreta estaigualdad. Pues
bien, para dar un significado matemético alo que se quiere expresar con esa igualdad hay que
reaurrir al concepto de limite de una sucesion tal como hemos hecdho antes.

Veamos otro giemplo en estamismalinea Vamos aintentar cacular aproximadones rado-
N . , 10

nalesde +/10. Si partimosinicialmente deun nimero x > /10, tendremosque — < /10 < x.
X

1 10
Pongamos y = 3 (x + —). Entonces, en virtud de la desigualdad de las medias, v/ 10 < y,
X

y como también y < x, deducimos que y estd mas cercade /10 que x. Podemos ahora
repetir este proceso sustituyendo x por y obteniendo uranueva goroximadon mejor de +/10.
Notese que s x esradonal también lo serd y. Esto sugiere que, partiendo ce un valor inicial,

: 1 10 . 1 10 .
por gemplo x; = 4, cdculemos X2=73 X1+ — |, y después X3 =3 X2+ — |,y as
X1 X2

podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo para calan € N un nimero x;,

tal que
1 10
Xn+1= E Xp + —
Xn

con x; = 4. Con ura cdculadora manual obtenemos enseguida los valores x,=3,25;
x3=23,1634615; x,=3,1622779 con seiscifras dedmales exadas:

x;—10  x7—10 0,000005 1
< < < Y3
X4 + 10 6 6 10

esdedr, x4 coincide @wn +/10 hastala sexta afradeamal. De hecho, como x,, > /10 tenemos
que

0<x4—+10=

1 10 1 1 1
0<xn+1—\/1 =§(xn+—)—\/10<§xn+§vl —\/1 =§(Xn—\/10)

Xn

1 1
de donck se sigue que 0 < x,41 — V10 < o (x1 = V10) < S Por tanto, dado cualquier

¢ > 0,ytomandong € N tal que 27"° < ¢, deducimos que para todonudmero natural n=n, se
verificaque |x, —+/ 10| < ¢, lo que simbdicamente se expresa escribiendo /10 = I_i)m {xn}.
n—oo

En los gjemplos anteriores hemos dado pa supuesto gue ya tienes cierta famili aridad con
los conceptos de “sucesion” y de “limite de una sucesion” de los cuales vamos a ocuparnacs a
continuadon con cetall e.
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7.2. Sucesiones de nimerosreales

7.1 Definicion. SeaA unconjunto no vado. Unasucesion de dementos de A esunaaplicacion
del conjunto N de los nimeros naturales en A. En particular, una sucesion de nimeros redes
es una aplicacion del conjunto N de los nimeros naturales en el conjunto R de los nimeros
redes.

Por ahora, solamente consideraremos sucesiones de nimeros redes por 1o que nos referi-
remos a dlas smplemente cmo “sucesiones’.

Notacion. Dadaunasucesion, ¢ : N — R, suele emplease una notadon espedal pararepre-
sentarla. Paran € N suele representarse d nimero red ¢(n) en laforma x,, = ¢(n) (natural-
mente la letra “x” nada tiene de espedd y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesion
misma se representa por ¢ = {x, }nenN, €sdedr, @ simboo {x,},en debe interpretarse cmo
laaplicaciénque a calan € N hace orresponder €l nimero red x,. Cuando no tay posibili dad
de onfusion, escribimos smplemente {x,,} en vezde {x,}neN-.

Convieneinsistir en que {x,} es, por definicion, laaplicacionde N en R dadapor n — xj,.
No hay que confundr lasucesién {x,}, que & una glicaddn, con su conjunto imagen, que &
€l subconjunto de R formado pa todos |os nimeros x;,, € cual serepresentapor {x, :n € N}.
Por gemplo, {(—1)"} y {(—=1)"*1} son sucesiones distintas con € mismo conjunto imagen.

El nimero x, sellamatérmino nésimo delasucesion; paran =1, 2, 3 se hablarespediva
mente de primero, segundq tercer término de la sucesion. Unaforma gropiada de considerar
una sucesién es como un \edor con infinitas comporentes (los términos de la sucesion), de
estaformanote quedara duda de que las sucesiones {(—1)"} y {(—1)"*T1} son dstintas pues &
corresponcen conlosvedores (—1,1,—1,1,...)y (1,—1,1,—1,...).

7.2.1. Sucesiones convergentes

7.2 Definiciéon. Unasucesion {x,} se diceque converge aun nimero red x s, dado cualquier
nimero red ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que s n es cualquier nimero natural mayor
oigual que m, se aimple que |x,— x| < &. Simbdicamente:

Ve>0 dm.eN :n=2m, = |xp— x| <e¢ (7.0

Se dicetambién que d nimero x eslimite dela sucesion {x,}, y se ecribe Ii)m {xn}=x0,
n o0
simplemente, lim{x, } = x eincluso, si no hay posihilidad de confusion, {x,} — x.

Teniendo en cuenta que la desigualdad |x, — x| < ¢ equivale ala dole desigualdad
X—e<xp<x+eoloqueeigud, x, €lx —e¢,x + ¢, ladefinicién anterior o que dice &
que {x,} converge ax cuando, dado cualquier intervalo abierto |x — ¢, x + ¢, se verificaque
todcs los términos de la sucesion a patir de unoen adelante estén en dicho intervalo.

El nimero natura m,, cuya eistencia se dirma en la definicion anterior, cabe esperar que
dependa del ndmero ¢ > 0, lo que explicalanataddn empleada. Lo usual es que 1, tenga que
ser tanto més grande auanto més pequefio sea & ndmero ¢ > 0. Conviene observar que s p es
un nimero natural tal que p > m,, entonces para p, d igua que para m,, se verificaque s
n es cualguier nimero natural mayor o igual que p se auimple que |x, — x| < ¢. Esdedr, s
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{x,} converge ax, entonces para cala ¢ > 0 dado hay, de hecho, infinitos nimeros naturales
m, paralos que se satisfacela condcion 7.1.

Ladefinicion 7.2 estipicadel Andlisis puesen ellase estadefiniendounaiguddad asaber,
lim{x,}=x, enté&rminos dedesiguddades. |x, — x| < ¢ Sempre quen =m,. Observatambién
gue, de ladefinicion dada, se deduce enseguida que {x,} — x eslo mismo que {x, — x} — 0.

Veamnos con una encill os, pero importantes gjemplos, como se usa la definicion 7.2 para
probar que una sucesion converge.

7.3 Ejemplo. Lasucesion {1/n} es corvergente a cero.

Para probarlo, dado ¢ > 0, tenemos que encontrar unm € N tal que paratodon = m se
verifigueque |[1/n—0|=1/n < e. Como 1/n < 1/m siempre que n = m, bastara tomar como
ndmero m cuaquier natural que verifiqueque 1/m < ¢, esdedr, m > 1/¢. Que, efedivamente,
hay ndmeros naturales, m, que verifican la condciénm > 1/¢ cuaguiera sea ¢ nimero ¢ > 0
dado, es justamente lo que dice la propiedad arquimediana (5.9) del orden de R. Pues hién,
cuaquier m e N tal quem > 1/& nos drve cmo apropiado m,, pero parecerazonable tomar
el mas pequefio de todas ellos que sera la parte entera de 1/¢ mas una unidad, es dedr, m, =
E(1/e) + 1 . Hemos demostrado asi que lim{1/n} = 0. ¢

7.4 Ejemplo. Dado un nimeroreal x €] — 1, 1], se veifica que la sucesion celas patencias de
x, {x"}, corverge a cero.

En efedo, como |x| < 1 podemos escribir |x| enlaforma|x|=1/(1+ p) para mnveniente

o > 0 (dehechop = ll_xlf‘l pero eso nointeresa éhora). Dado ¢ > 0, puesto que

1 1 1
" = 0] = |x|" = < L
I+p" 14n0 np

bastara tomar un m tal que 5.- < &, por giemplo, m = E (#) + 1, para garantizar que
|[x" —0| < e Semprequen = m,. ¢

7.5Ejemplo. Dadox €] — 1, 1], se veifica quela sucesion {1 4+ x 4+ x2 +--- 4+ x™}, llamada
: - ] 1
serie geométrica derazon x, corverge a

1—x
En efedo, como

1
1—x|

|x|n+1

'1+x+x2+~-~+x”—

1—x

poniendo, igua que antes, |x| = 1/(1 4+ p) para wnveniente p > 0, y teniendo en cuenta que
0<1—|x|]<1-—x,yd gemplo anterior deducimos que:

| x| 1

L+ x+x> 4 +x"— < Ix|"= —|x|" < —5
l—x| 1—|x] P np?
porlo que, dadoe > 0 paratodon >m, = E (8’%) + 1 severificaque
' 2 n 1
l+x+x“4+--4+x"——| <e.
1 —x
¢
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Si demostrar, aplicando la definicion 7.2, que una sucesién dada e conwvergente puede
ser complicado, suele serlo todavia més probar, usando dcha definicion, que una sucesién no
converge.

7.6 Ejemplo. Lasucesion {(—1)"} noes corvergente.

En efedo, seax € R y definamos ¢, = méx{|1— x|/2, |1+ x|/2}. Claramente ¢, > 0.
Puesto que |(1)?" — x|=|1— x|, |1)*"*! — x|= |1+ x| y dguno & estos nimeros es
mayor que e, deducimos que, dado x € R, se verifica que exste un nimero ¢, > 0, tal que
cualquiera seam € N se verificaque hay algunnatura n, por gemplorn =2m 0 n =2m + 1,
mayor que m y para @ que no se verificaque |(—1)"— x| < ex. Es dedr, hemos probado que
{(—=1)"} no converge ax. Puesto que en nuestro razonamiento x puede ser cualquier ndmero
red concluimos, finalmente, que {(—1)"} no es convergente. ¢

Conviene predsar agures expresiones de uso freauente d tratar con sucesiones.

e Cuando se dice que una derta propiedad se satisface paor todcs los términes de una su-
cesion {x,} a patir de unoen addante, lo que se quiere dedr esque eiste m € N, tal
gue paratodo » = m e nimero Xx, satisfacedicha propiedad.

e Cuandosediceque una derta propiedad se satisfacepor infinitos términos de unasuce
sion {x,}, lo que se quiere dedr es que d conjunto de todcs los nimeros naturales n,
tales que x, satisfacedicha propiedad, esinfinito.

e Cuando se dice que una derta propiedad se satisfacepor un nimero finito de términos
de unasucesién {x,}, lo que se quiere dedr es que d conjunto de todos |os numeros
naturales n, tales que x, satisfacedicha propiedad, esfinito.

El siguiente resultado, muy sencill o, es también muy (il .

7.7 Proposicion. Sea {x,} unasucesiony x un ndmero real. Equivalen las sguientes afirma-
ciones:

i) {x,} corverge a x.

ii) Para todointervalo akierto I que mrtiene a x se veifica que todcs los términas de la
sucesion {x,} a partir deunoen adelante estanen 1.

Demostracion. Que ii) implicai) es conseauencia inmediata del comentario que sigue ala
definicion 7.2. Probaremos quei) implicaii). Dado unintervalo abierto 7 tal que x € I, existira
un nimero ¢ > 0 (que dependera del intervalo 1) tal que |[x — ¢, x + ¢[C I. Para dicho
e > 0 existe, por hipdtesis, un nimero natural m tal que para todon > m se verifica que
Xp €]x —&,x + gl y, portanto, x, € 1. O

Observaque en ladefinicion 7.2 no se exige que d limite seaunico, por élo s {x;,} conver-
ge ax eslicito pregurtar si puede haber otro nimero red y distinto de x tal que {x;,} también
converja ay. Larespuesta es que no. En efedo, s {x,} — x, dado y # x, hay intervalos
abiertos I, J tdesquex eI, yeJ el NJ =@ (por gemplo las emirredas | <, xzﬂ[y
]#, —[). Sabemos, por la propasicion anterior, que todcs los términas de {x,} a partir de
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uno en adelante estan en I, por tanto sdlo puede haber un nimero finito de términos en J.
Concluimos, en virtud de la misma propasicién, que {x,} no conwerge ay. Hemos probado
guesi {x,} esconwergente, € nimero red |im{x,} esta determinado de manera tnica

7.8 Proposicion. Unasucesién convergente tiene un drico limite.

Para estudiar la convergencia de una sucesion dada no suele ser [o mas aconsejable usar, de
entrada, la definicién 7.2. Es preferible intentar primero otros caminos. Generalmente lo que
suele hacase en lapradica mnsiste en reladonar dicha sucesion con dras més sncillas o que
ya han sido previamente estudiadas y deducir de dicha reladén si nuestra sucesion es 0 noes
conwvergente y, cuandolo sea € valor de su limite. Por ello son de gran utili dad |os resultadas
que siguen en los gque se estudia admo se comportan las dicesiones convergentes respedo de
las estructuras algebraicay de orden de R.

7.2.2. Sucesiones convergentesy estructura de orden deR

Lasiguiente estrategia, Util para probar desigualdades, se usa mn freauencia

7.9 Edtrategia. Sean x e y numeros redes. Equivalen las dguientes afirmadones:

Qx<y.
b) Paratodo nimero z > y severificaque x < z.
¢) Paratodo nimero ¢ > 0, severificaquex < y + «.

Demostracion. Es evidente que d =— b) = ¢). Probemos que ¢ = a). Supuesto que para
todo nimero ¢ > 0, se verificaque x < y + & debe ocurrir que x < y pues, en otro caso, S
fueray < x,tomandoe = x — y deberiaverificasequex < y+e=y + (x — y) = x, esto
es, x < x lo que es contradictorio. |

7.10 Proposicion. Suponganos que lim{x,} = x, lim{y,} = y y que exste m € N tal que
paratodon > m setiene que x, < y,. Entonces = veifica que x < y.

Demostracion. Seae > 0, probaremos que x < y + ¢. Por hipdtesis existen nimeros naturales
mp Yy m, tales que paratodo p > m; setienequex —e/2 < x, < x + ¢/2ytodog = m,
setieneque y —e/2 < y, < y + ¢/2. Tomando un nimero natural n = max {m,my,m,}, se
verifican las dos desigualdades anteriores y también la del enurciado, luego:

xX—¢ef2<xp<yp<y+e/2 = x<y+e
Como queriamos probar. O
Respedo a resultado anterior, conviene avertir que aungie las desiguddades san es-

trictas no puede asegurarse que lim{x,} = x sea estrictamente menor que lim{y, } = y. Por
gemplo, si x,=0ey,=1/n,esclaro que x, < y, paratodoneN perox =0=y.
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7.11Proposicion (Principio delas sucesiones encajadas). Suponganos que {x,}, {yn}, {zn}
son sucesiones tales que lim{x,} = lim{z,} = a y exste un nimero naural m tal que para
todon=m se veifica que x, <y, <z,, entonceslasucesion{y, } escorvergente ylim{y, }=a.

Demostracion. Seae > 0. Por hipdtesis existen m, m, tales que paratodo p = m; y todo
q=my
a—e<xp<oa+e y a—e<zg<a+e (7.2)

Seamsz=max{mg, m, m,}. Paratodon=m; lasdesigualdades (7.2) se awumplen para p=g=n.
Ademas como n = mg setiene que x, < y, < z,. Deducimos que, paratodon = m3 se verifica
que:

0— &< Xp< Yn<zp <A+E€,

y, por tanto, o — & < y, < a + &. Hemos probado asi que lim{y, } = a. O

Una mnseauencia inmediata de este resultado es que si cambiamos arbitrariamente un n
mero finito de términos de una sucesion, lanueva sucesion asi obtenida es convergente si lo era
lade partida'y con su mismo limite. Esto eslo que dice @ siguiente resultado.

7.12 Corolario. Sean {x,} e {y,} sucesiones cuyos té&rminas onigudes a patir de unoen
adelante, es dedr, hay un nimero naural m tal que paratodon = mq es x, = y,. Entonces
{x,} corverge s, y sOlo s, {y,} corverge en cuyo caso las dos sucesiones tienen igud li mite.

El principio de las sucesiones encgadas es de gran utili dad y se usa con mucha freauencia.
Naturalmente, cuando apliquemos dicho principio a un caso concreto, la sucesion {y,} del
enurciado serd la que queremos estudiar y tendremos que ser cgpaces de “inventarnos’ las
sucesiones {x,} Y {z»} de manera que se aumplan las condciones del enurciado. Veamos un
gjemplo.

7.13Ejemplo. Lasucesion { ¥/n} escorvergente a 1.

Pongamos y, = #/n. La decdon ce {x,} esinmediata: x,, = 1. Un paco més dificil esla
elecddn e {z,}. Para dlo apliquemos la desigualdad de las medias alos nimeros x| = x; =
v =Xp_2=1, x,—1 = x, = +/n paraobtener que paratodon > 2 es:

2

242
2R 2 (7.3)
n Jn

Por tanto tomandoz, =1 + 7 , esinmediato que lim{z,} = 1 y concluimas, por € principio
n

de las sucesiones encgadas, que lim{ ¥/n} = 1. ¢

7.2.3. Sucesiones monétonas

7.14 Definicion. Unasucesion {x,} sediceque es:

Mayorada o acotada superiormente si su conjunto imagen estd mayorado, es dedr, s hay un
numero R tal que x, < u paratodon € N.
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Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen estd minorado, es dedr, s hay un
nimero A € R tal que A < x, paratodon € N.

Acotada si su conjunto imagen esta mayorado y minorado, equivalentemente, si hay un nimero
M € Rt tal que |x,| < M paratodon € N.

Crecientes x,< x,4; paratodon € N.
Estrictamente credentes x, < x,4; paratodon € N.
Decredgentes x,= x,4 paratodon € N.
Estrictamente decredente s x, > x,4; paratodon € N.
Mondétona si es credente o deaedente.
Estrictamente mondétona si es estrictamente aedente o deaedente.
Observa que s una sucesién {x,} es credente (resp. deaedente) entonces £ verificaque
Xm < Xp (resp. x, = xp,) Slempre que m < n.

Conviene avertir que auando se dice que una sucesién es mon&ona no se ext¢uye la po-
sibilidad de que, de hecho, sea etrictamente mon&ona. Es por ello que, en genera, suele
hablarse de sucesiones mondéonas y tan solo cuandotiene dguninterés particular se predsa s
son estrictamente mond@ones.

7.15Proposicion. Todasucesion corvergente esta acotada

Demostracion. Supongmos gue lim{x,} = x. Todcs los términos de {x,} a partir de unoen
adelante estardn en e intervalo [x — 1, x + 1[, es dedr, hay un nimero m € N tal que para
todon = m severificaque |x,— x| < 1, lo que implicaque

[Xn < |xp— x| + x| <1+ |x] paratodon = m.

Tomando M = max{l+|x|, |xq|,--- , |xm|}, tenemos que |x,| < M paratodoneN. O

La propacsicién anterior es Util a veces para probar que una sucesion no es convergente;
para dl o basta probar que no esta amtada.

7.16 Ejemplo. Lasucesion {H,} definida paatodon e N por:
n
1 1 1 1
H = — = 1 — — oo —
n kX—:k ottt

No es corvergente.

Paratodon € N tenemos que:

22”:1 = 1+1+1+1+1+1+1+1+ + ! + —I—1 =
=k 2°\3 °4)°\5 6 7 8 o — 1 o)~
SRS (LI Y (LIRS IS (LRI (7.4)
~ 2 \4 4/ \8 8 8 8 on an) "
de donck se deduce que la sucesion {Zzzl l/k} no est4 mayorada. Esta sucesién redbe d
nombre de serie armonica. ¢
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Lapropasicién redprocade la anterior noes cierta: lasucesion {(—1)"} esactaday noes
conwvergente. No olstante, hay un caso espeda muy importante en que si esciertalaredproca

7.17 Teorema. Todasucesion mon&donay acotadaes corvergente. Mas concretamente, s una
sucesion {x,} es.

i) Credente ymayorada, entonces lim{x, } = 8, donde 8 = sup{x, : n€N}.

i) Deaedente yminorada, entonces lim{x,} = «, donce o = inf{x, : ne N}.

Demostracion. Probaremosi) quedandolademostraddn dei i) como gercicio. Lahipbtesisde
que {x,} es mayorada garantiza, en virtud del principio del supremo, la existencia del nimero
red B =sup{x,:n € N}. Dadoe > 0, tiene que existir untérmino x,, de la sucesién tal que
B — & < x,,. Puesto que lasucesion es credente paratodon = m severificad que x,, < xp, Y
por tanto 8 —e < x,. Enconseauencia § — e < x, < B + ¢ paratodon = m. Hemos probado
asi quelim{x,} = B. O

2n
7.18 Ejemplo. Lasucesion {x,} definidapor x,, = Z o €s convergente.
k=n+1
En efedo, como

1 1 1 1 1 1

+ - > + - =0
2n+2 2n+1 n+1 2n+2 2n+2 n+1

Xn+1— Xn=
sesigue que x,+1 > X, paratodon € N, es dedr, es una sucesion credente. Ademas

. < 1 (n 1 n
n

< + -+ = <1
n+1 n+1 n+1

por lo que también estd mayorada. Concluimos, por €l teorema anterior, que dicha sucesion es
conwergente. ¢

7.231. Elnumeroe
1 n
En el gercicio 30 hemos probado que la sucesién x, = (l + —) es credente y gque la
n

y 1\"*! . .
sucesion y, = (1 + —) es deaedente. Como 0 < y,, sesigue que {y,} es convergente.
n

Puesto que

- 1\ ! n
Xy = —_ =

n=>J)n 7 Ynn T
se sigue gque {x,} también es convergente y lim{x,} = lim{y, }. El valor comin ce este limite
es un nimero red que se representa wn € simbalo e. Como conseauencia del teorema 7.17, se

verificaque:
1 n 1 m+1
e=sup{(1—|——) :neN}:inf{(1+—) :meN}
n m
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En particular, paratodosn, m € N se verificaque:
1 n 1 m—+1

(1 + —) <e< (1 + —) (7.5)
n m

7.2.4. Sucesiones convergentesy estructura algebraicade R

En los resultados anteriores han intervenido de manera esencia las propiedades de la es-
tructura de orden de R. Vamos a estudiar ahora d comportamiento de las sucesiones conver-
gentes respedo de la aicidén y € producto de nimeros redes. Los resultados que vamos a
ohtener, concacidos tradicionalmente wn el nombre de algebra de limites, son basicos para d
estudio de la convergencia de sucesiones.

Dadas dos sucesiones {x,} e {y,}, se define su suma como la sucesiéon {x, + y,} y su
producto como lasucesion {x, y,}.

7.19 Proposicion. El producto de unasucesion corvergente a cero pa unasucesion acotada
€S unasucesion corvergente a cero.

Demostracion. Sealim{x,} = 0, e {y,} actada. Seac > 0 tal que |y,|<c¢ paratodon € N.
Dado ¢ > 0, existe un nimero natural m tal que paratodon>m se verificaque |x,| < ¢/c.

Deducimos que, paratodon>=m, se verificaque |x, yvu| = |xn|lynl < Ee= ¢, lo que prueba
C
quelim{x,y,} = 0. O

7.20Proposicion (Algebradelimites). Supongaos quelim{x,}=x ylim{y,}=y. Entonces
se veifica que:
liM{xp,+ yut=x+y, lim{x,yn}=xy.

S ademéas suporemos que y # 0, entonces lim{x,/yn} = x/y.
Demostracion. Dado e > 0, por hipdtesis existen miq, m, tales que
X—¢g/2<xp<x+¢/2 y y—e/2<y;<y+e/2 (7.6)

paratodo p = m; ytodog = m,. Seamy = max{m, m,}. Paratodon = m las desigualda-
des (7.6) se awmplen para p=¢g= n, por lo que, sumanddas término a término, deducimos que
X+y—e<xy,+ys < x+y+e cudquierasean=my, o quepruebaquelim{x,+ y,}=x+y.

Teniendoen cuentaque, por laspropasiciones 7.15y 7.19, severificaque lim{(x,—x) y, } =
lim{x(y,— »)} =0,y laiguadad

XnYn — Xy = (Xn—X)Yn +X(Yn—y)
deducimos que lim{x, y, — xy} = 0, esdedr, lim{x, y,} = xy.

Finalmente, para probar que lim{x,/y,} = x/y, probaremos que la sucesion

{ﬁ_f} _ {M}
Yn y yn)y
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converge a ceo, paralo cud, teniendo en cuenta que lim{x,y — y,x} = xy — yx = 0, bas-
tard probar que la sucesion {1/y,} estad amtada. Puesto que lim{y,} = y, se deduce de la
desigualdad

[[ynl = VIl < 1yn =¥l
que lim{|y,|} = |y|. Exigtirg, por tanto, un nimero my € N tal que paratodon = mg €s
|ynl > |y1/2. Pongamos

i { 1 1 1 2}
K=maxq{——71\ —,...,——,—¢.
il |yl |ymo| |y

. 1 . .
Setiene entonces que — < K paratodon € N. Hemos probado asi que lasucesion {1/y,}

n
estd amtada, o gue concluye la demostradéon del teorema. O

7.21 Observacion. Hay que lee con atencion las hipdtesis del teorema anterior parano hace
un wso incorredo del mismo. En particular, no hay que olvidar que la suma de dos aucesio-
nes no cornvergentes puede ser unasucesion corvergente. Por ggemplo, las aucesiones x, =n,
Yn=—n, NOSON convergentes pues no estan acotadas, pero su suma x,+ y,=0 €s, evidentemen-
te, convergente. Por tanto, antes de escribir lim{x,+y, }=lim{x, }-+Hlim{y,}, hay que asegurarse
de que estos Ultimos limites existen, es dedr, que las sucesiones {x,}, {y,} convergen, pues
pudera ocurrir que lasucesion {x,+ y,} fuera cnwergente y nolo fueran las sucesiones {x,},
{yn}. Andlogamente, basta considerar las aucesiones x,=y,=(—1)", para convencerse de que
el producto de dos sucesiones no convergentes puede ser unasucesion corvergente y, en con
seauencia, antes de descomporer una sucesion como producto de otras dos, debes asegurarte
de que estas sucesiones convergen.

7.2.5. Sucesiones parciales. Teorema de Bolzano-Weierstrass

7.22 Definicion. Sea{x,} una sucesion de nimeros redes, dada una glicadén o:N - N
estrictamente aedente, lasucesion que a calanumero natural n hace orresponder e ndmero
red x,(,) Serepresenta por {x,(,)} Y Sediceque e unasucesion parcial o uma subsucesion
de {x,}. Observaque {x, )} NOesotra csaque la compasicion delas aplicadones {x,} y o,
esto es, {xa(n)} ={xn}oo0.

Sedicequeun nimerored x esunvalor deadherenciadelasucesion {x,} s hay algura
sucesion parcia de {x,} que conwerge a x.
7.23 Ejemplo. Sea como de costumbre, E(x) € mayor entero menor o igual que x. Lasuce
sion{x,} dadapor x,=n/5— E(n/5) paatodoneN, tienea0,1/5,2/5,3/5y4/5, como
valores de adherencia.

Enefedo, basta considerar quepara cala j € {0, 1,2, 3,4}, lasucesion parcia {xs,—;}neN
vienedadapor x5, =0,para j =0,y x5,—; =1—j/5 paraj =1,2,3,4. ¢

Esfadl probar por induccon que s o esuna gplicadon estrictamente aedentede N en N
entonces e verificaque o(n) = n paratodon € N.

Sealim{x,} = x, Y {Xg ()} unasucesion parcid de {x,}. Dadoe > 0, existe mo € N tal
gue paratodon>=m, se verificaque |x,— x| < &. Puesto que o(n)=n, deducimos que para
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todon=m, setiene o(n)=my, y por tanto, |x,,)— x| < e. Hemos probado asi € siguiente
resultado.

7.24 Proposicion. S lim{x,} = x, todasucesion pacial de {x,} también corverge a x. En
particular, unasucesién corvergente tiene como Urico valor de adherencia su limite.

7.25Estrategia. Como conseauencia de la propasicion anterior, para probar que una sucesion
no converge, es auficiente probar que tiene dgura sucesiéon parcial no convergente o gue tiene
dos aucesiones parciales que conwvergen alimites diferentes.

Por gjemplo, parala sucesion x,, = (—1)" setiene que x,, = 1Y x,,_1 = —1. Por tanto
dicha sucesién noes conwvergente.

Observa que hay sucesiones, ladelos nimeros naturales por gjemplo, que notienen ningin
valor de alherencia. También puede ocurrir que una sucesion tenga un Uico valor de adhe-
rencia y no sea corvergente. Por giemplo, lasucesion dedapor x,= (1+ (—=1)")n + 1/n para
todon € N, no es conwergente y tiene a 0 como Urico valor de adherencia. Vamos a ver a
cortinuadon que estos comportamientos no pueden darse @n sucesiones acotadas.

7.26 Lema. Todasucesion tiene unasucesion pacial mon&ona
Demostracion. Sea{x,} unasucesion y definamos
A={neN:x, = x, paatodop > n}

Podemos visualizar el conjunto A como sigue. Consideremos en € plano los segmentos de
extremos (n,x,) Yy (n 4+ 1, x,41),n=1,2,3,...

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura7.1. Puntos de sol y de sombra

Resulta asi una lineapdigord infinitay podemos imaginar que dicha linea es € perfil de
una oordill era auyas cumbres y valles onlos purtos (n, x;). Imaginemos ahora que los rayos
deluz del Sol, paralelos a gje de abscisas, iluminan dicha cordill era por € lado derecho (el Sol
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estaria, pues, situado en € infinito del ge de ascisas positivo). Pues bien, un nimero natural
n pertenece &conjunto 4 s €l purto (n, x,) estailuminado y no grtenece a4 s dicho purto
estd en sombra.

Supongmos que A es infinito. Entonces podemos definir una golicadén o : N — N
estrictamente aedentey tal que o (N) = 4 delasiguiente forma:

o(1) =min(A4)
on+1)=min{ped:o(n) < p} paatodon € N

es dedr la glicadon o va digiendo los elementos de A de menar a mayor empezando pa €
primero. Resulta ehora evidente que la sucesion parcia {x,(,)} €s deaedente, porque todcs
los purtos (o' (n), X4 (z)) €stan iluminados y, por tanto, ninguno @ dlos puede hacele sombra
aunoanterior.

Si A esfinito pocemos uporer que A =@. Ental caso, paratodon € N hay alglin p > n tal
que x, < x, (puestodo purto (n, x,) estd en sombra). Podemos definir ahora una glicadon
o :N — N estrictamente aedente de lasiguiente forma:

a(l)=1
on+1)=min{peN:o(n) < p Yy Xgm < xp} paatodon € N

Es evidente que la sucesion parcia {x, ()} €s credente, pues cada purnto (o (n), x4 (,)) dgja e
lasombra d anterior. O

El siguiente resultado es uno e los més importantes en la teoria de sucesiones de nimeros
redes.

7.27 Teorema (Teorema deBolzano - Weierstrasg. Todasucesion acotada ce nimeros reales
tiene algunasucesién pacial corvergente.

Demostracion. Sea{x,} una sucesion amtada. En virtud €l lema anterior, hay una sucesion
parcia de {x,} que es mon&ona, dicha sucesion parcia estd aotada por estarlo {x,} y, por
tanto, es convergente. O

Si volvemos alee ladefinicion de sucesion convergente, pareceque para estudiar la conver-
gencia de una sucesion {x,} debemos <r cgpaces de “adivinar”, de dgura manera, su pasible
limite. De hedho, una idea bastante extendida cnsiste en pensar que & lo mismo probar la
conwvergencia de una sucesion que cdcular su limite. Esto noes del todo corredo; son relativa-
mente pocas las sucesiones convergentes cuyo limite puede €edivamente cdcularse. Cuando
se estudiala convergencia de una sucesion {x, }, lamayoria de las veces, [o que mnocemos es,
justamente, lasucesion y, naturalmente, se desconace su pasible limite @ cua pudera, incluso,
no existir. Por €ell o interesa tener criterios de mnvergencia intrinses a la sucesion, es dedr,
gue no hegan intervenir aun okjeto en principio extrafioa dla como es a1 pasible limite. Co-
NOcCeMos ya un criterio de convergencia intrinse para sucesiones monéonas. Usando dcho
criterio hemos probado en € gemplo 7.18 la convergencia de una sucesion sin necesidad e
conccer su limite.
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7.2.6. Condicion de Cauchy. Teorema de completitud de R

A continuadon vamos a establece un criterio intrinseco de mnwvergencia para sucesiones
gue e mas general pues puede glicase a waquier sucesion. Este aiterio fué formulado
por Bolzano en 1817 ytambién, independientemente, por Cauchy en 1821 y estableceuna
condcion recesaria y suficiente para la convergencia de una sucesion. Dicha mndcion se
conace @n el nombre de condcion de Cauchy.

7.28 Definicion. Sediceque unasucesion {x,} satisfacelacondicion de Cauchy, s para cala
ndmero pasitivo, & > 0, existe un ndmero natural m,, tal que paratodos p,¢g €N con p=m,y
g=m, severificaque |x,— xq4| < €.

7.29 Teorema (Teorema de completitud de R). Unasucesion de nUmeros reales es cornver-
gente s, y sdlo g, verifica la condcion de Cauchy.

Demostracion. Supongmos que {x, } verificala condcion de Cauchy. Probemos primero que
{x,} esta aotada. La condcion de Cauchy implicaque hay moeN ta que [x, — xp < 1
para todo p = mg, Y COMO |Xp| < |Xp— Xy + |Xm,|, deducimos que [x,| < 1 + |xp,| para
p = my. En conseauencia s definimos M = max{|x1|, [xX2], ..., |Xml, 1 +|xm,|}, Obtenemos
que |x,| < M paratodoneN.

El teorema de Bolzano-Welerstrass garantiza que hay un nimero red x y una sucesion
parcia {x(,)} que converge ax. Probaremos que {x,} también converge ax. Dadoe > 0,
existe n, € N tal que [x, — x4| < &/2 siempre que p,q = n,. También existe n; € N tal que
[X5(n) — X| < /2 Semprequen = ny. Seam = max{n,,n;}. Paratodon > m setiene que
o(n)=n=mporloque

& &
|xn — x| < |xn_xo(n)|+|xa(n)_x| < §+5=8

lo que pruebaque lim {x,} = x.
n—oo

Redprocamente, s {x,} esconvergentey lim{x, } =x,dadoe > 0, hay un nimerom, € N
tal que paratodo nimero natural n = m, Ssetiene que |x, — x| < ¢/2. Deducimos que s p, ¢
son nimeros naturales mayores o iguales gue m, entonces

|Xp—Xg| S |xp—x|+ [x —x4| <e/24+¢/2=c¢.

Por tanto la sucesion {x,} verificala cndcién de Cauchy. O

7.30 Observacion. La cndcidn de Cauchy para sucesiones dada en la definicién 7.28, puede
también expresarse de una manera equivalente, aunque formamente distinta, como sigue.

Unasucesion {x,} satisfacela condcion de Cauchy, s para cala nimero pasitivo, ¢ > 0,
existe un nimero natural m,, tal que paratodo p=m, y paratodo nimero naural 4, se verifica
que [xpp— xp| <e.

Equivaentemente, una sucesion {x,} verificala condcion de Cauchy s, y sélo s, lasuce
sion {p,} dada paratodon e N por:

pn = SUR{[Xp+n— xn| : h €N}
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conwerge a Ceo.

Puesto que, evidentemente, para cada i € N se tiene que |x,, — X»| < pn para todo
neN, s {x,} satisfacela cndcidn de Cauchy entonces < verificaque Ii)m {Xpth—xnt=0
n—o0

para cala # € N. Es importante observar que una sucesion {x,} puede verifica esta Ultima
condcién y noser convergente, es dedr, no satisface la condcion de Cauchy. Un gjemplo
de dlo lo propaciona la serie aménica, esto es, lasucesion { H,} dadapor H,= > ;_,1/k.
Hemos visto en el ggemplo 7.16 que dicha sucesion noes convergente y, por tanto, no werifica
la condcidn de Cauchy. Sin embargo, fijado un ninero naural /2 € N, tenemos que

1 1 1 h
T+

0 < H, — H, = .. <
e = o T Y T S

, h _ . , _
Yy, COMo nl_l)ngo {ﬁ} = 0, deducimos que nl_l)n;o{H,,Jrh— H,} =0.

Observa que s hacemos i = 22(m+7) _ 5 entonces, como conseauencia de la desigual-
dad 7.4, Hy» > 1 + p/2, tenemos:

Hn+h_Hn :sz(m+n)—Hn > H22<m+n)—n >1l4+m+n—n=m-+1

lo gue prueba que d conjunto {H,,+, — H, : h € N} ni siquiera estd mayorado para ningin
neN,

7.2.7. Limites uperior e inferior de una sucesion

Acabaremos esta parte del cgpitulo, esencialmente tedrica, introdwciendo des conceptos,
que también tienen uninterés principal mente tedrico, que usaremos mas adel ante paraformular
alguncs criterios de convergencia para series.

Sea{x,} unasucesion acotada y definamos para cadan € N:

An:{xp ZPZI’I} = {xn,xn+1,xn+2, .. }

El conjunto 4, esta formado pa todcs los términos de la sucesién a partir del que ocupa d
lugar n-ésimo. Como A4, € A Yy, por hipdtesis, 4; es un conjunto acotado, A4, también esta
awtado. Pongamos

oy = inf(A4p), Bn=sup(A4p).

Como A1 C A, setieneque oy < o0y41, Brt1 < By Portanto lasucesion {«;,} escredente
Y {Bn} es deaedente. Ademés o < o, < B, < B, paratodon € N y, por e teorema 7.17,
concluimos que ambas sicesiones n convergentes. El nimero o =lim{a,} se llama limite
inferior de la sucesion {x,} y se representa por liminf{x,} y también lim{x,}. El ndmero
B=I1im{B,} sellama limite superior de la sucesion {x,} y se representa por limsup{x,} y
también par 1im{x,,}. Nétese que o< y ademés « y 8 vienen dados por « = supf{a, :n € N},
B =inf{B, :neN}.

7.31Teorema. Unasucesion acotadaes convergente si, y solo s, su limite superior y su limite
inferior sonigudes, en cuyo caso ambos coinciden con € limite de la sucesion.
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Demostracion. Sea{x,} amtada, « = liminf{x,}, B = limsup{x,}. Supongmos que {x,}
es convergente on lim{x,} = x. Dado ¢ > 0, existe my € N ta que paratodo p = mg €s
x —¢g/2 < xp < x + ¢&/2. Por tanto x — &/2 es un minorante de A,,, ={x,: p=mq} y, en
conseauencia, x — &/2 < ayy,. Tambien, por analogas razones, B,,, < x + ¢/2. Como ademés
Uy < @ < B < B, resultaque:

xX—&/2<amy <o <P <Pu,<x+¢/2. (7.7)

Dedonce sesigue que 8 —a <e. Hemos probado que paratodos > 0 es 8 <a + ¢ |0 que, como
yasabemos, implicaque 8 <a Yy, en conseasenciaa = 8. Deducimos ahora de | as desigual dades
(7.7) que, paratodoe > 0, x —¢/2<a =B <x +¢/2y potanto, x <a=pf <x,0L8
x=a=4.

Redprocamente, supongmos que o = 8. Dado ¢ > 0, todcs los términos de cala una de
las aucesiones {a, } Y {Bx} estardn en e intervalo o — ¢, o + g[=]B — &, B + ¢[ apartir deuno
de adelante. Luego o — & < amy < Pm, < o + & para dgunmg € N. Puesto que paran=m
se verificaque o, < X, < By, CONCIUIMOS que o — & < X, < o + € paratodon=m . Hemos
probado asi que {x,} es convergentey lim{x,} =« = 8. O

7.2.8. Ejercicios propuestos

312 Dadoe > 0, cdculam, € N tal que paratodon>=m, se verifique |x,— x| < ¢ donce
Xp, X Vienen dados en cada caso par:

2n+3 2

a) Xn=——F—~,-X=73; b) Xp= v3l’l+ _E/E,XZO
3n— 50 3 N
¢) xp= Ya (a>0), x=1; d) xn:(ﬁ),xzo

e) Xn=n<\/nn+1— W), x=0; f) xp=n%a" (la| <1),x=0

Sugerencia. Como conseauencia del binomio de Newton, parax — 1 = 0 se verificaque
x"=(14+(x—-1))"=14+n(x —1). Esta desigualdad, convenientemente usada, permite
resolver con fadlidad los casos b), ), d) y €).

313 SeaA unconjurnto no vado y mayorado de nimeros redes. Prueba que un nimero red,
B, es e supremo de 4 si, y solo si, B es un mayorante de 4 y hay algura sucesién ce
purtos de 4 que wnverge agf.

314 Supuesto quelim{x,}=x, pruebaque d conunto 4={x,:neN}U{x} tiene maximo y
minimo.

315 @) Sea{x,} unasucesion y supon@mos que hay nimeros p €10, 1[, p € N, tales que
paratodon = p €s |x,+1| < p|xn| . Pruebaquelim{x,} = 0.

b) Sea{x,} unasucesion de nimeros no ndos verificando qie lim |x”+|1| =\, donce

|7
0 <X < 1. Pruebaquelim{x,} = 0.
Aplicadon. Dadosa €] — 1, 1[, k €N, pruebaque Iim (nka"y = 0.
n o0
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316 Estudiala mnvergencia de las sucesiones sguientes.

4) xy = 2n + (=1)"(n +2) By 2y =1 (1 + (—1)")”

7n+§l 3
1
C)Xn=n2( ;n) d) xp=~a"+b" (a>0,b>0)

xn
e)xn—zm f)xn:n_! (xeR)
&) xn=+vVn*+3n+2 —n h)x,,:( nz—i—\/ﬁ—n)(\/n—i—l—l—\/ﬂ)

Sugerencia. En alguncs casos puede usarse d principio de las sucesiones encgadas o €
gjercicio anterior.

1-3-5---2n—1) 1 .
317. Seax, = . Prueba que x, < ———. Deducequelim =0.
Xn 2461 que x, 1 q {Xn}
i 5 k k+1
Sugerencia. Reladona 4T ON 705
- . . 14+a,—1 1
318 Supongmos que {a,} — 0. Justifica, usando derivadas, que lim —— = 5
dp
319 Seanag,ai,...,ap NUMeros redes cuyasuma esigual a ceo. Justificaque

nll’)rgo{aoﬁ—i—al\/n—i—1+a2x/n+2+~--—|—ap‘/n+p}=0

Sugerencia. Sacafador comin /i, restaag + a; + -+ + a, y usa d gercicio anterior.

320 Estudiala convergencia de la sucesion:
G |
Xp =21 — —

321 Pruebaquelasucesion dedapor x; =0y paran = 2:

n
1
xn = log(logn) — ;; TTogk

es convergente y su limite es menor o igual que log(log?2).

322 Dados 0 < a; < by, definamos paratodorn € N:
an+b
bpt1= n2 n, an+1= v anby.

Justifica que las sucesiones asi definidas 5N mondonas y convergen a mismo nimero
(que se llamamedia aritmético-geométrica de a y b1).

323 Dados 0 < a; < by, definamos paratodon € N:
an+ by 2a,by,
, da = .
> n+1 an +bn

Justificaque las sucesiones asi definidas son mon&onas y convergen a mismo nimero
(que se llamamedia aritmético-arménica dea; y by).

bpy1=
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324 Dadosa,beR con0 < a < b, definamos:

2apy1an

ay = da, (12:1), Apyr = ————.
Ap1 + an

a) Prueba que las ucesiones {a,,} Y {a2,—1} SONn mon&onas.
b—a

on—1"

¢) Justificaque {a,} converge y cdculasu limite.

b) Pruebaque |az, — azp—1] <

325 Estudiala onwergencia de las dguientes sucesiones.

a) x1 =1, X441 = +/3x5.
34 3x,
b =3, = :
) X1 Ywb1 = 3
4 + 3xy,
C =1, = .
) X1 bl = 350
. Xp — 2
d) Dadoa €] —2,—1[, definimos x1 = a, xp+1 = .
Xp +4

e) Dadoa > 0, definimos x1 = /a, x,+1 = /a + xp.
1
3—x2’

n

f) x1=0,x,41=
_ 1
g) Dadoa > 0ya # 1, definimos x; = a, x,4+1 = 3 (Zx,, + %)
xn

. 1
h) DadoaeR, definimos x| = a, X, 41 = 2 + (xn)2.
i) Dadoa €] — 2, 1[, definimos x; = a, 3x,41 =2 + (xn)>.

Sugerencia. Estudia en cada caso mondoniay actadon. La convergencia puede depen-
der del valor inicia dea.

326 ParacalaneN sea

1 1 1
xn=1+5+"'+;_|09(n)» yn=xn_;-

Prueba que {x,} es estrictamente deaedente e{y,} es estrictamente aedente. Deduce
gue anbas sicesiones convergen a un mismo nimero. Dicho nimero se llama la cons-
tante de Euler, se representa por laletragriegay.

1+1/24+---4+1/n
log(n)

a) Deduceque lim =1.
n—o0

1 1 1
b) Justificaque lim .4+ — 3 =log2.
) q n—>00{n+1+n+2+ +2n} g

- . 11 1 (=1ntt
c) Judtificaque Iim 31— -4+ -——+.--+ —— ¢ =log2.
n—00 2 3 4 n
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327. Sea{x,} unasucesion y supon@mos que hay dos sucesiones parciales {xy )} Y {Xs(n)}
gue anvergen a un mismo nimero x y tales que o (N) U s(N) = N. Prueba que {x,}
conwerge ax.

328 Seaf{x,} unasucesiontal quelas sucesiones parciales {x,,}, {x2,—1} Y {X3n}, SONCOM+
vergentes. Prueba que {x,} es convergente.

329 ¢Puede existir lgurasucesion amtada, {x,}, verificando que |x, — x,,| =103 siempre
que n # m? Razona tu respuesta.

330 Sea{x,} una sucesién ce nimeros redes y supongmos que hay ndmeros p €]0, 1],
M >0y peN tdesque |x,+1— x| < Mp" paratodon = p. Prueba que {x,} es
convergente.

Sugerencia. Teniendoen cuenta que paratodcs n, 1€ N se verificaque:

n

0

pn+h—1+pn+h—2+'_'+pn< T

deduce que {x,} verificala condcién de Cauchy.

331 Sea{x,} una sucesion ce numeros redes y supon@mos que &isten p€l0, 1], peN,
talesque |x,+1— xn| < plxp— x,—1| paratodon = p. Prueba que {x,} es convergente.
Sugerencia. Justificaque |x,+1 — x| < Mp" donce M es una constante independ ente
den.

332 Seal unintervalo cerado (puede ser I = R); f: I — R unafuncidn, y supongmos
gue hay un nimero « €]0, 1] tal que:

| f(x)— )| <alx—yl|, paratodos x, yenI. (7.8)

Se dice entonces que f es una funcién contractiva en /. Supon@mos ademas que
f(x) el paratodox € 1. Dado un putio a € [, definamos {x,} por x;=a,Y xy4+1=
f(xn) paratodon e N.

a) Prueba que {x,} converge aun purio x €I que &€l Unico purto fijo de f', esdedr,
f(x)=x.

b) Justificaque si lafuncion f esderivable en I y severificaque hay un nimero o €]0, 1]
tal que |/’ (x)| <« paratodox € I, entonces f escontradiva en /.

333 Estudiala cmnvergencia de las sucesiones definidas paratodon e N por:

1
a) x;=1, xXp41= T b) x1=~2, Xpp1= /2 xn.
n

334, Supongmos quela ewiadon x2= bx + a tiene dosraicesredes distintas o y . Dados
dos nimeros redes A y u, definamos {x, } por:

X1=A+ U, xo=Aa + u B, Xpp2=>bxy41+ ax,

Pruebaque x,= A"~ ! + p p"~! paratodoneN.
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335

336

337.

338

339

Aplicadones. i) Lasucesion {x,} definida paratodon € N por:
X1=x2=1, Xp42=Xpt1+ X

sellamasucesién de Fibonacd. Cacula explicitamente x,,.

i) Estudiala convergencia de la sucesion definida paratodon e N por:

X1=a, xo=b, Xpi2= %(xn—i-l + xp).

i) Dadosa, bR ™, estudia la convergencia de la sucesion definida por:
ay=a, ap=>b, Xpyr=/Xpt1Xn.

Prueba que paratodorn € N se verificala desigualdad

(n+ 1" a  (m+Dntl
7’1! <e < 7’1! .

Sugerencia. Reauerda la definicion del nimero e.

a) Prueba que la sucesion {u, } definida paratodor € N por:
i+ 2 (1 +2) (142 1+ =
Up = + I’l_2 + n—2 + n—2 < + n—2>

b) Justificaque paratodox > 0 se verificaque:

€s convergente.

X2
x—Tﬁlog(l+x)$x.

¢) Utilizadicha desigualdad para cdcular nli)n;o{””}'

a) Justifica, parax > —1, ladesigualdad 2_7_ <Jl+x-1< %
X
(] Kk
b) Usadicha desigualdad para cdcular € limitedelasucesion x,, = E ( I+ —= - 1).
n
k=1

n
Dado0 < A < 1, estudiala convergencia de lasucesionu, = [ [ (1 + A%).
k=1
Sugerencia. Ladesigualdad de las medias puede ser Util.

1
Seax, =14+ (D" + (—1)”; y A = {x, :neN}. Cdculalimsup{x,}, liminf{x,},
sup(A4) einf(A).
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7.2.9. Ejerciciosresueltos

iAntes de ver lasolucién de un gercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto Dadoe > 0, cdculam, € N ta que paratodon>m, se verifique
|x,— x| < & donce x,, x vienen dados en cada cao pa:

2 3 2

@) xp= 252 =2, B) xn= Yt 1— ¥, x=0
31 — 50 3 T

¢) xp=¥a (@a>0), x=1; d) xnz(ﬁ),xzo

e) xn=n(\/nn+ - W) x=0; f) xp=n%d" (la] <1),x=0

Sugerencia. Como conseauencia del binomio de Newton, parax — 1 = 0 se verificaque
x"=(14+(x—-1))"=14+n(x —1). Esta desigualdad, convenientemente usada, permite
resolver con fadlidad los casos b), c), d) y €).

Solucion. Como regla general, en este tipo de gercicios hay que “trabgjar hada aras’,
esto es, se cdculay simplifica|x, — x| y se mnvierte ladesigualdad |x,, — x| < ¢ en
otra equivalente a dladelaforman > ¢(g) donce ¢(g) esun nimero que depende de ¢.
Basta entonces tomar 1, como la parte enterade ¢(s) més 1, m, = E(¢(¢)) + 1, conlo
cual paratodon = m, setienequen < ¢(¢e) y, por tanto, |x, — x| < e.

Este procedimiento admite muchos atgjos. Hay que tener en cuenta que no se pide cd-
cular € m, “6ptimo”, esdedr, € menor valor pasible de m, para d cua se verificaque
n=mge=|x, — x| < &, SN0 qLe se pide cdcular cualquier valor de m,. para d cual sea
cierta dicha implicadén. Para dlo es auficiente con oltener, a partir de la desigualdad
|x, — x| < &, otradesigualdad del tipon > ¢(¢) deformaque severifiquelaimplicadon
n> @e)=|x, — x| <e.

En este procedimiento hay que quitar valores absolutos. Esto siempre puede hacease
porque ladesigualdad |x, — x| < ¢ equivale alasdosdesigualdades —e < x—n—x < e.
Confreauencia, € nimero x, —x es Sempre positivo o siempre negativo paratodon=ny,
lo que permite quitar direcdamente d valor absoluto y sustituirlo pa la correspondente
desigual dad.

Por supuesto, en estos gercicios hay que trabajar con un \alor genérico de ¢ > 0, es
dedr, no estd permitido considerar valores particulares de £ porque se trata de probar que
una dertadesigualdad es vdlida paratodoe > 0.

Laverdad es que se tarda mas en escribir 1o anterior que en hace € gercicio paqgue las
sucesiones que se dan son muy sencill as y la sugerencia muy (il .

a) Tenemos que

2n+3 2 109
| — x| = e e
3n—50 3 9n — 150
El denominador es positivo paratodon > 17. Ponggmos n = 17 4+ k donce k € N.
Entonces
| | 109 109 - 109 - 13
Xp—X| = = — < —.
" on—150  3+9 9%  k
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Deducimos que paraque setenga |x, — x| < ¢ es auficiente quetomar n =17+ k donce
k se digedeformaque 2 < ¢, esdedr, k > 2. Por tanto, poriendom, = 18 + E(12)
podemos asegurar que paratodon = m, se verificaque |x, — x| < e.

Observa que las amtadones 22 < 192 13 ng son imprescindibles; de hecho,

39k < 9k S %
podemos despejar k de la desigualdad 2% < &, pero las amtadones hedhas fadlitan

este paso (aungLe se oktiene un valor de & mayor).

b) Tenemos que:
0<xy—0=n+ —@F=$@<W1+l—4).
n

1 .
Pongamos z,, = ,3/1 + — — 1. Tenemos que z,, = 0y, usandola sugerencia dada:
n

1 1
A4+z)3=14+-21432z,=2,< —
n 3n

Deducimos que:

Por tanto:
11

3¥n
Ladesigualdad 1 3 7 < ¢ severificaparatodon >
me=1+ E(

2733)
Observaquelaaq:)taoon1 L <

<e=xp<e=|xp—0=x,<¢

57~ Por tanto, es aficiente tomar

N

%# no es imprescindible; de hecho, podemos des-
pgarn en Iadeﬂgualdad —— < &, pero la amtadén anterior fadlit a este paso (aunque
se obtiene un valor mayor paran).

C) Seaa > 1. Entonces 1 < Y/a. Pongamos z, = |x,, — 1| = %/a—1 > 0. Tenemos que:

4

a—1

n

(I+z)"=a>14+nzy=1z, <

Deducimos que:
a—1

<e=z;=xp—1] <e
Ladesigualdad -1 < & se verificaparatodon > “-1. Por tanto, es sificiente tomar
me— 1+ £(221),

Si0<a<1,pornendob = % y usandolo yavisto, tenemos que:

1 n b—1 l—al
\/_ \/B—l N a

0<1— Ya=

\/Z< R a n

De donce se sigue que podemos tomar m, = 1 + E(12).
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€) Seax, = n (¥/n + 1 — ¥/n). Tenemos que:
1
0<xn=|xn—0|=n<vnn+ —W>=ni‘/ﬁ<,”/l+;—1).

1
Pongamos z, = {/1+ — — 1. Tenemosque z, > 0y:
n

1 1
A+z)'=14+—->14nz, =z, < —.
n n?

Por tanto, usandola desigualdad 7.3, tenemos que:

1 1 2 1 2 3
|xn—0|:nﬁ/ﬁzn<—f/ﬁ<—(1+—)0—+ <=
n n Jn) n n

Deducimos que tomandom, = 1 + E(%) entonces paratodon = m, se verificaque
|x, — 0| < &. ©

Ejercicio resuelto Sea A un conjunto no vado y mayorado de nimeros redes. Prueba
gue un nimero red, S, es el supremo de 4 s, y solo s, B es un mayorante de A y hay
alguna sucesion de purtos de 4 que nwverge ap.

Solucion. Supongmos que 8 = sup(A4). Entonces S es, claro estd, un mayorante de A.
Veamos que hay una sucesion ce purtos de A que mnverge af. Como 3 es e minimo
mayorante de 4, ningln nimero menor que S puede ser mayorante de A. Por tanto,
dadoe > 0, como 8 — ¢ < B, tiene que haber adglina, € A td que § — ¢ < a.. En
particular, parae = 1 tiene que haber algtina, € A tal que  — 1 < a, y, por supuesto,
an < B. Deducimos asi la eistencia de una sucesion, {a,}, de purtos de A que verifica
B—1<a,<p. Escaoquefa,} — B.

La dirmadon redprocate la dejo apara que la hagas tu. ©

Ejercicio resuelto Suplesto gue lim{x,} = x, prueba que 4={x,:neN}U{x} tiene
Ma&ximo y minimo.
Solucion. Los elementos de A son los términos de la sucesion junto con € limite de la
misma. Observa que d conjurnto A puede ser finito oinfinito. El caso en que 4 esfinito
es trivial porque sabemos que todo conjunto finito tiene méximo y minimo. Conviene
considerar, por tanto, que 4 esinfinito. Laideapara hace este gercicio esla siguiente:
alnsiendo A infinito, todcs sus elementos estan en unintervalo delaforma]x —e, x +¢|,
conlaposible excepcién de un nimero finito de dementos de A que pueden quedar fuera
de dicho intervalo. Para probar que A tiene maximo debemos fijarnas en los el ementos
mas grandes de A. Dichos elementos deberian estar ala derecha del nimero x + ¢ para
¢ > 0 suficientemente pequefio. Pero notiene por qué haber ninginelemento de A4 en
estas condciones, y eso pasa justamente auando x es el mayor elemento de A, en cuyo
cas0 x seria d maximo de A.

Esto lleva arazonar de la siguiente forma. Si x es el maximo de 4, hemos acadado. En
otro caso, tiene que haber algun elemento en A4, digamos a € A que seamayor que x,
a > x. Tomemosune > 0tal quex +¢ < a (por gemplo e=(a—x)/2). Entonces, todos
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los elementos de 4 estén en |x — &, x + [ excepto un nimero finito de dl os que quedan
fuerade dichointervalo; ademas, comoa > x + ¢, e conunto B={ucA:u > x + ¢}
noesvado (a € B), esfinito y, evidentemente, setiene que max(B) = max(A4). ©

Ejercicio resuelto a) Sea{x,} una sucesién y supongmos que hay nimeros p €
10,1[, peN, taesque paratodon= p s |x,+1| <p|x| . Pruebaquelim{x,}=0.

b) Sea{x,} unasucesion de nimeros no ndos verificando qie lim |T”+|1| =A,donce
Xn

0 <A < 1. Pruebaquelim{x,} = 0.
Aplicadén. Dadosa €] — 1, 1[, k €N, prueba que n'i[[]o{”k“n} =0.

Solucioén. a) Podemos hace este gpartado ce dos maneras. Laprimera consiste en darse
cuenta de que la hipétesis |x,+1| < p|x,| paratodon = p, junto con qe 0 < p < 1,
implica que la sucesién {|x,,+p|}nGN es deaedente y, como es de nimeros positivos,
tiene que converger aun nimero o = 0. Por tanto lim{|x,|} =«. Ladesigualdad |x;+1] <
olx,| implicaque o < pay, como 0 < p < 1, laUnica posibilidad para que dicha
desigualdad se aumpla esque o = 0.

Otraforma mnsiste en escribir paran > p:

[Xna1l [xnl [Xn—1]  [Xp+1]
|Xn| |Xn—1] |Xn—2] |xp|

nt1 Xp] — Mp't!

—pH1|y | —
|xp|§/0n p |xp|—,0 P

|Xn+1] =

donck hemos puesto M = %—’,’,' gue esuna mnstante que no depende den. Ladesigualdad
anterior, teniendoen cuentaque, por ser 0 < p < 1, severificaque p” — 0, implicaque
|xn| — 0.

b) Tomandoe > 0 deformaque p = A + ¢ < 1 (bastatomar ¢ = (1 — 1)/2), se sigue
gue hay un nimero p e N ta que paratodon > p severificaque:

|Xn+1]

< p= |xn41| < plxnl.
| |
Y, por lo visto en el apartado anterior, concluimos que {x,} — 0.

La glicaddn que se propore en este gercicio es un resultado importante que debes
memoriza.

Pongamos x,, = n¥a", donck se ettiende que k es un nimero natura fijo y ¢ es un
ndmero red con |a| < 1. Tenemos que:

k
X n—+1 , X
[Xn1l _ | = lim | Xn+1] <1,
| x| n Xn

Y podemos aplicar € resultado del purto anterior para concluir que |im {nka”} =0.
n—oo
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Ejercicio resuelto Estudiala convergencia de las sucesiones sguientes.

2n + (=1)"(n +2) 1+ (=)™\"
a) xp, = byxy=n|——
7n+2 3
c)xn=n2(1;_n) d) xp=~a"+b" (a>0,b>0)
n

xl’l
= — R
¢) Xp= Z _an f)xn =" (x€R)
g) Xn= N e ) xn=(ViZ it =) (VA + T+ v/2n)
Sugerencia. En alguncs casos puede usarse d principio de las ucesiones encgadas o €
gjercicio anterior.

Solucién. a) Tenemos que {x»,} — 3/7, {x2n—1} — 1/7. Luego {x,} no converge
porgue tiene dos sucesiones parciales que mnwvergen alimites distintos.

b) Tenemos que 0 < x, <n(2)" y, comon(2)" — 0 por lo visto en e gercicio anterior,
sesigueque {x,} — 0.

d) Seae=méxa, b. Entonces o <x, < Y2a.Como V2 — 1, concluimos que {x,} — «.
€) Tenemos que:

n

n < Z 1 < n .
vn +n? kzl\/k—l—nz V1 +n2
Puesto que lim — " _im L:l,elprincipio delas aucesiones encgadas

n—>o0 /n +n2 n—>o0 l +n2

implicaque 1im Z

n—>oo /k+n2

h)

02+ m—n (VT 4 V) = S T ) =
n?>+n+n

2 o) 1+l+\/§
_Vnitn+V2n S

W+ Jidn
Vv [T+ =+

©
Ejercicio resuelto Estudiala convergencia de la sucesion:
=1
Xp =2+/n— —
Solucion. Estudiaremos la monaoniay acotadon. Tenemos que:
1 2n+1—2\/n2+n
Xpp1 = Xn =2Vn+1-2/n—
n+ T vn+1
2n+1-2yn2+n+ 4
> =0.
vn+1
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Por tanto x, 41 > x, Y lasucesién es estrictamente aedente. Ademas:

1 2 1 1 1
e =X =2Vk + 1-2k— = - <
ik Vk+1 Vk+1+vVk Vk+1 Vi Vk+1

Sumandoestas desigualdades para 1 <k <n—1 obtenemosque x, —x; < 1 — ﬁ <1,
dedonde sesigue que x, < 2 paratodon e N. Luego {x,} escredente y mayorada, por

tanto es convergente.

Alternativamente, aplicando €l teorema del valor medio alafunciéon f(x) = 2./x end
intervalo [k, k + 1] tenemos que hay algun nimero ¢ gk, k + 1] tal que:

1
Wk +1-2Vk=—
+ 7
Comok < ¢ < k + 1 severificaque:

1 ] ]
< —= < —.
Vk+1 Ve JVk

Deducimos que:

1 1 1
0<2vVk +1—2vVk — < —— .
VEk+1 Vi Vk+1

Y volvemos a obtener |as acotadones anteriores de forma mas comoda ©

Ejercicio resuelto Prueba que la sucesién dada por x; = 0y paran = 2:

n
xn = log(logn) — kX::z TTogk

es convergente y su limite esmenor o igual que log(log2).
Solucién. Tenemos que:

1
(k+Dloglk +1)

Aplicendo el teorema del vaor medio ala funcién f(x) = log(logx)) en € intervalo
[k, k + 1] parak = 2, tenemos que hay algiin nimero ¢ €k, k + 1] tal que:

Xg 41— xg = log(log(k + 1)) — log(logk) —

log(log(k + 1)) — log(logk) = Zloge

Como k < ¢ <k + 1 severificaque:

1 1 1
(k + Dlogk + 1) S logc y logk”

Deducimos que;

1 1

0 < Xkt1 =% < Flogk ~ k + Diogk £1)°
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Esta desigualdad prueba que la sucesion {x,} es credente. Ademés, sumando las de-
sigualdades anteriores desde k = 2 hasta k = n resulta que:

1 1 1
2Iogz_(n + Dlog(n + 1) = 2log2

1
=X+ < Xo+———=log(log2).

— <
Xn+1—X2 21092

Por tanto, la sucesion estd mayorada y, como es credente, es convergente y su limite es
menor oigual que log(log?). ©

Ejercicio resuelto Dados0 < a; < by, definamos paratodon € N:
an+b
byy1= - ) n, ap1= v anby.

Justificagque las aucesiones asi definidas son mondéonas y convergen a mismo nlmero
(que se llamamedia aritmético-geométrica de a y b1).

Solucién. Teniendo en cuenta que la media geométrica de dos nimeros es menor que su
media aitmética y que anbas estéan comprendidas entre dichas ndmeros, se sigue que
ay < ap < by < b;. Volvemos arazonar ahora igual cona, < b, para obtener que
ay < az < by < b,. Este proceso puede continuarse indefinidamente. Deducimos que
{a,} escredentey {b,} esdeaedente. Ademas, ambas estan amtadas porque para todo
neNea < a, < b, < by. Por tanto, ambas convergen. Pongamos {a,} — a 'y

{by} — b. Delaigualdad a,; = 2" + Dn sesiguequeda = %, de donck se ohtiene
quea = b. ©

Ejercicio resuelto Estudiala convergencia de las dguientes sicesiones.

a) X1 = 1,Xn+1 = «/3)6”.

34 3x,
b =3, = .
) X1 Xn+1 3+ x,
4 + 3xy,
C =1, = .
) X1 Ywbl = 350
- Xp — 2
d) Dadoa €] —2,—1[, definimos x1 = a, x4+ = .
Xp + 4

e) Dadoa > 0, definimos x1 = /a, x,+1 = J/a + xp.

1
a
Z.Xn+x_'% .

) x; =0, xp01= ——.
) 1 n+1 3_ x2

- 1
h) Dadoa €R, definimos x; = a, x,4+1 = 1 + (xn)2.

n

W | =

g) Dadoa > 0,a # 1, definimos x; = a, x,+1 =

i) Dadoa €] — 2, 1[, definimos x; = a, 3x,41 =2 + (xn)>.

Sugerencia. Estudia en cada caso mondoniay actadon. La convergencia puede depen-
der del valor inicia dea.

Solucioén. En estetipo ce gercicios puede ser Util cdcular de entrada, cuandoseapaosible
y bagjo e supuesto de que la sucesion sea @nwvergente, el limite de la sucesion. Después
deberemos probar que €edivamente la sucesidn converge.
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a) Suplesto que {x,} — «, delaiguadad x,;; = +/3x,, Se sigue que o = +/3a, por
lo que @ = 3. Observa que no hemos probado que {x,} sea ®nwergente. Lo que hemos
probado es que, suporiendo qe {x,} sea ®nwergente, entonces i limite es 3. Este dato
nos ayudara en lo que sigue. Por giemplo, como x; = 1 < x, = +/3, podemos ospechar
gue {x,} es credente. En tal caso deberia verificarse que x, < 3 paratodon € N.
Empezaemos probando esta desigual dad.

Tenemosquex; =1 < 3; SUPLESIO e X, < 3 deducimos que x,4+1 = +/3x, < v/9=3.
Luego, por inducddn, concluimos que x, < 3 paratodorn € N. Probemos ahora que
{x,} escredente. Tenemos que:

2
3%n =Xy = Xnt1Xn41 < 3Xp41 = Xp < Xp41

por tanto, la sucesion es estrictamente aedente y, como esta mayorada por 3, es conver-

gentey, por lo visto a principio, su limite s 3. ©
. 343 . 343

b) Supuesto que {x,} — «, delaiguadad x,+; = + x”,sesguequea: + a,
34 xp 3+«

de donce resulta que o2 = 3, por lo que deberd ser @ = +/3 yaque d limite debe ser un
ndmero no regativo pues, evidentemente, todos os términos de la sucesion son pasitivos.
Observa que no hemos probado gue {x, } sea ®nvergente. Lo que hemos probado es que,
suporiendo qte {x,} sea ®nvergente, entonces wu limite es v/3. Este dato nos ayudara
en lo que sigue. Por gemplo, como x; = 3 > x, = 2, podemos spedhar que {x,} s
deaedente. Ental caso deberia verificase que x,, > +/3 paratodon € N. Empezaemos
probando esta desigualdad.

Claramente x; = 3 > +/3. Por otra parte:
3+ 3x,

+ Xn

= ,V3I(V3-1)>3(V3-1) < x, >3

Xng1 > V3 = > /3 < 34 3x, > 3vV3 + V3x, =

Por tanto, S x, > +/3 también es x,,;; > /3. Luego, por inducdén, concluimos que
xn > +/3 paratodon € N. Probemos ahora que {x,} es deaedente. Tenemos que:

34 3xy, _ 3—x}

n

_xn_
34 x, 34+ x,

Xn+1 — Xn = <0 = Xp41 <X
por tanto, la sucesion es estrictamente deaedente y, como estd minorada por /3, es
convergente y, por 1o visto a principio, su limite es /3. ®)

7.32 Edtrategia. Para estudiar las sucesiones reaurrentes pueden usarse témicas de de-
rivadas, para dlo hay que expresar la sucesion reaurrente en laforma x, 4+ = f(xn),
donck lafuncion f generamente esfadl de obtener a partir de la definicion de la suce-
Xn

34+ x,
. Condlo, tenemos que x,,+1 = f(x). Estardladon, junto con

sion. En nuestro caso, tenemos que x4+ =
3+ 3x

, por lo que deberemos considerar la

funcion f(x) =
x1 =13 determinalasucesion. Seguidamente, hay que degir unintervalo donce lafuncion

f va a etar definida. Tenemos que degir dicho intervalo de forma que la funcién tome
valoresen é. En nuestro caso, la decddn esfadl pues, s x =0 tambiénes f(x) =0, por
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ello vamos a cnsiderar que f esta definida en R . Podemos volver a enurciar nuestro
gjercicio como sigue.

34 3x

34+ x

Sea f : R — R lafuncion dadaparatodox > 0 por f(x) = . Definamos {x, }

por x; =3Y xu41 = f(x,). Estudiar la mnvergencia de {x,}.

Lo primero que debemos observar es que la sucesion esta bien definidapuesx; =3 > 0
Y, SUPLESto que x, > 0, tambiénesx, 11 = f(x,) > 0 por lo quetiene sentido f'(xy+1).
Si la sucesion converge, su limite debe ser un nimero o = 0 y, por ser f continua, f
permuta con el limite, por 1o que debe verificarse que

a = lim{x, 11} =Hm{f(xn)} = fim{x,}) = f(a).

De donck se obtiene que o = /3.

6
3+ x)%
Como f'/(x) > 0, sesigue que f es edtrictamente aedente. Como x; = 3 > x; =
f(x1) =2vy,d ser credente, f conservalas desigualdades, sesigue que x, = f(x1) >
f(x2) = x3. Este proceso puede seguirse indefinidamente, esto es, lamismareladon de
orden gue hay entre dos términas conseautivos £ conserva siempre:

Para estudiar lamonaonia cdculamos laderivadade /. Tenemosque f/(x)=

Xn > Xp4+1 = Xp41 = S (xn) > f(xn—H) = Xp42-

Obtenemos asi que {x,} es deaedente. Ademas, como es de términas positivos, et
minorada, luego es convergente. Su limite ya sabemos que es /3.

Observaque, a proceder de estaforma, podemos probar muy fadl mente d deaedmien-
to de lasucesion, sin necesidad de probar previamente que x,, > +/3.

Las aucesiones reaurrentes del tipo x,+1 = f(x,) donce f es una funcion continua,
cuando son conwvergentes, {x,} — «, sulimite viene dado pa « = f(«), esdedr, esun
purto fijo delafuncién f.

e) Definamos f : Ry — R por f(x) = v/a + x. Lasucesionestddadapor x; = a 'y
Xn+1 = f(x,). Como f escortinua, s lasucesidn es convergente, su limite debe ser un
purto fijo de f, esdedr, debe ser solucion cela eaiaddna = f(«), lo gueimplicaque
o? = a + a 'y deducimos que

1 4+ 1+ 4a

O=——,

2
doncde hemos elegido la solucién pasitiva de la ewadon. Puesto que x| = /a < xp =
V2a 'y, evidentemente, f es estrictamente aedente, sesigue x, = f(x1) < f(x2) = x3
y, en general, x, < x,41. Por tanto {x,} es estrictamente aedente. Veanos que esta
mayorada. Probaremos que x, < «. Claramente x; =/a < «. Supon@mosque x, < «.
Entonces:

xﬁ_H =a+ X, <a+a=0d> = Xpt1 <«

Concluimos, por induwcdon, que x, < o paratodon € N. Luego {x,} es credente y
mayorada, por tanto converge y su limite es«.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral



Ejercicios resueltos 354

Paraa = 1, tenemos que:

1+2ﬁ:nm\/1+\/1+\/1+m

©)

5 Consideremos lafuncién f(x) = L La
—x2 3—x2
sucesién gue nos dan esta definida por x; = 0, x,4+1 = f(x,). Laderivada de f viene

N2
dadapor f (x)_(3 — e
gue aontenga d 0 (porque x, = f(0)=1/3) y deformaque f(I) Cc I.Como f(0)=1/3
debe estar en I, deberd ser I C [0, +/3[. Como f escredente en[0,v/3[y f(1) =1/2,
sesigueque f([0,1]) c[0,1/2] C [0, 1].
Consideraremos en lo que sigue que la funcién f esta definida en d intervalo [0, 1].
Como £([0,1]) C [0, 1]y losvalores de lasucesion {x,} son valores de /" obtenidos por
aplicadon reiterada de f* a partir del valor inicia x; = 0 €0, 1], dichos valores estan
siempre en [0, 1]. Por tanto 0<x,, <1 paratodor € N. Como f esestrictamente aedente
enf0. 1]y x; =0 < xz = f(0) =1/3, sesigueque x, = f(x1) < f(x2) =x3 Y, en
general, SUPLESIO que x,— < X5, Sesigueque x, = f(x,—1) < f(xy) = x,+1. LUego
{x,} esestrictamente aedente. Como esta amtada, concluimos que {x, } es convergente.
Sea{x,} —> «.Como 0 < x, < 1,sesigueque 0 <« < 1. Ademés, como f es continua
en [0, 1], « debe ser un purio fijo de f, esto es, f(x) = «. Deducimos que « verificala
eaadona® —3a + 1 = 0.

f) Tenemosquex; =0y xpq1= 3

. Debemos considerar definidalafuncién f en unintervalo 7

Lasraices dela ewiaddn x* — 3x + 1 = 0 no soninmediatas de cdcular pero pocemos
dedr agures cosas Dbre dlas. Pongamos /1(x) = x3 — 3x + 1. Tenemos que /1(—2) =
—1<0,h(0)=1>0,h(1)=—1 <0y h(2)=3 > 0. Deducimos que en cadauno celos
intervalos] — 2, 0[, ]0, 1] y ]1, 2[ hay una Unicaraiz de la eaiaddn. Por tanto, la sucesién
dada converge ala Unicaraiz dela ewadon x3 — 3x + 1 = 0 que eta en 10, 1. ©
1
g) Dadoa > 0y a # 1, definimos x| = a, x,41 = 3 (Zx,, + %) Tenemos, eviden-
xl’l
. -, 1
temente, que x,, > 0 paratodon € N. Consideremos lafunciéon f(x) = 3 (2x + iz)
X
dond, en principio, x > 0. Tenemos que:

x3—a

S =3

Deducimos que f/(x) < O paa0 < x < Yay f'(x) > 0 parax > 3/a. Por
tanto / es estrictamente deaedente en |0, {/a] y estrictamente aedente en [ 3/a, +o0|.
Concluimos que en ¥/a lafuncion £ tiene un minimo absoluto en R*. Como todos los
términos de la sucesion {x,} son (con lapasible excepcion del primero x; = a) valores
que toma f en purtos de R, se sigue que x,, > f(3/a) paratodon > 2. Un cadculo
inmediato da f(3/a) = /a, esdedr, resultaque /a esun purofijo de f enR™. Como
f escontinua enR™, s {x,} es convergente dicho purto debe ser el limite de {x,}. Pero
antes debemos probar que {x, } es convergente.

X3

Para estudiar lamonaonia debemos tener en cuentaque mo x, > 3/a paratodon > 2,
todas los términos de la sucesion estén en € intervalo I = [¥/a, +oo[. No es por eso
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restrictivo suporer quea > 1 (porque si fuera0 < a < 1, podemos eliminar e primer
término delasucesion lo que no afeda para nada asu estudio). Comparemos x; con x.
Tenemos que:

1 a 2a% + 1 1 —a?
xz—x1=—(a——)—a= —a= <0
3 a? 3a 3a

Por tanto se tiene que x, < x; Y, como f es estrictamente aedente en /, las de-
sigualdades £ mnservan pa f, luego, supuesto que x, < x,_1, Setiene también que
Xp+1 = f(xn) < f(xy—1) = x,. Resulta &l que {x,} es deaedente. Ademés es de
términaos positivos (de hecho mayores que 3/a), luego {x,} es convergente y su limite es
Ya. N
h) Consideremos lafuncion f(x) = % + x2. Tenemos que f(x) > %. Como lostérminos
de lasucesion dada, conlaposible excepcion del primero, son todos ell os valores de f,
se aumple que x, = % paratodon = 2. No es restrictivo par eso suporer que a = %
Pongamos I = [1/4, +oc[. Tenemos que f(I) € I.Como f'(x) = 2x, se sigue que
f esestrictamente aedente en /. Por tanto la sucesion {x, } serAmon&ona aedente s
x1 < x, y seramond&onadeaedente si x, < x;. Tenemos que:

1 1 1\?
X1<x;, a$a2+z = 0$a2+1—a:(a—5)

Deducimos que se verificax; < x, Y, por tanto, la sucesion es credente. Cuando dcha
sucesion esté mayorada sera convergente y su limite debe ser un purio fijo de f en 1.

Tenemosque f(x)=x eslomismo quex?—x+ 1 =0, estoes, (x — %)2 =0, cuyaunica
solucién es x = 1/2. En conseauencia, lasucesion {x, } serd mnwergente a% solamente
cuando x, < 3 paratodon € N, esto es, a® + < 3, que ajuivale aque a® < g, esto
es, |a] < 4y, como a > 1, resulta que debe ser 1 < a < 1. Deducimos también que
paraa > % la sucesion no puede ser convergente y, a ser credente, no estd mayorada.
Observa que auandoa = % resulta la sucesion constante x,, = % paratodon e N. ©

Ejercicio resuelto Para calan €N sea

1 1 1
xn:1+5+"'+;_|og(n)» yn:xn_;-

Prueba que {x,} es estrictamente deaedente e{y,} es estrictamente aedente. Deduce

gue anbas sicesiones convergen a un mismo nimero. Dicho nimero se llama la cons-

tante de Euler, se representa por laletragriegay.

1+1/2+---+1/n _
log(n) -

1 1
-+ — ¢ =log2.
n+1+n+2+ +Zn} g

a) Deduceque lim
n—00

b) Justificaque Iim {
n—oo

) Justificaque lim 11 1+1 1_|_ + SV =1log?2
d n—00 2 3 4 n =10g2.
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Solucién. Tenemos que:

1 1 1
- = 1) -1 - = l+-—)—— .
Xn — Xp+1 =l0g(n + 1) — logn m— og(+n) n+1>0
Desigualdad que es conseauencia de que log(l + x) < x paratodox > 0. También
podemos tomar logaritmos en las desigualdades 7.5 para obtener que:

! <lo 1—|—1 <1
n+1 g n n

Deducimos que {x,} es estrictamente deaedente. Tenemos también:

1 1 1
Yn— Yng1 =login + 1) —logn — — =log{ 1+ -] — - < 0.
n n n

Deducimos que {y,} es estrictamente aedente. Ademas, paratodon € N tenemos que
X1 < X < ¥y < 1, porlo que anbas sucesiones estan acotadas. Concluimos que dichas
sucesiones convergen. Como x, — y, = % — 0, deducimos que lim{x,} = lim{y,}.

a)
1—1—1/2—!—---—1—1/1@_Iogn—i—xn_1 Xn

log(n) ~ logn logn’

1 .
Como {x,} es convergente y _Iog — 0, sesigue que _chcg’; — 0.
n n

1 1
b) Pongamos H,, = 1 + 3 + .-+ 4+ —. Tenemos que:
n

1 1 1

n+1+n+2+---+Z:Hz,,—H,,:x2n+|og(2n)—xn+|Ogn:x2n—xn+|092
Como {x,,} esunasucesion parcial de {x,} setieneque {x,, — x,} > y—y =0.
11 1 (=1ntt
c)Ponggmos 4, =1— -+ - — - +--- + ———. Tenemos que:
2 3 4 n
Ao — 1 1+1 1+1 1+ n 1 1
T3 45 6 2n—1 2n

1 1 1 1
:(1+_+_+...+n—)——Hn=H2n——Hn——Hn:H2n_Hn

Por € apartado anterior, tenemos que lim{4,,,} = log2. Como 4,,_1 = 4>, + ﬁ
deducimos que también lim{A4,,_;} = log2. Concluimos que (ver gercicio resuelto
162 lim{4,} = log2.

Lasucesion {A4,} sellamaserie armonica aternada.
7.33 Estrategia. Para cdcular limites donck interviene la serie amonica

1 1
Hn:1+_+"'+_
2 n

puede ser conveniente escribir dicha sucesion como H, = logn + vy, donce {y,} — v.
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Ejercicio resuelto Sea{x,} unasucesiéon y supong@mos que hay dos sicesiones parcia-
les {xXo(m)} Y {Xs(n)} QUe cONvergen aunmismo nimero x y talesque o (N) Us(N) =N.
Prueba que {x, } converge ax.

Solucion. Dado e > 0, existen ndmeros naturales m, y n, tales que | x4 (,) — x| < & para
todon = m, y x5 — x| < & paratodon = n,. Seap = max{mg,ng} y pPONGIMOS
A={oc(n):n= p}U{s(n):n= p}. Como, por hipétesiseso (N) Us(N) =N, sesigue
gue d conjunto B=N\ A esfintopues B C{o(n):1<n < p}U{s(n):1<n < p}.
Definamosm =méx(B) + 1. Parag>m setienequeq ¢ B,0seg g € A, esdedr, g esde
laformag = o(n) 0q = s(n) conn > p, en cualquier caso se verificaque |x,; — x| < e.
Este resultado suele glicarse auandoo(n) = 2n 'y s(n) = 2n — 1, esdedr, alas suce
siones parciales de los términaos pares e impares. Cuando sabemos que {x»,} Y {x2,-1}
convergen a un mismo ndmero, podemos concluir que {x,} converge adicho nimero.

Este resultado pwede generdizarse de manera fadl. Por gemplo S {x3,}, {X3n—1} ¥
{x3,—2} convergen todas aun mismo nimero, también {x,,} converge adicho nimero. ©

Ejercicio resuelto Seaf{x,} unasucesion de nlimeros redesy supongmos que hay ni-
meros p€)0,1[, M >0y p e N talesque |x,+1— x,| < Mp" paratodorn = p. Prueba
que {x,} es convergente.

Sugerencia. Teniendo ahora en cuenta que paratodcs n, h € N se verificaque:

n

pn+h—1 +pn+h—2+‘_‘+pn < P
1—p
deduce que {x,} verificala condcién de Cauchy.
Solucién. Seann, h € N, tenemos;
h—1 h—1 h—1
[Xntn — Xn| = Z(xn+k+1 — Xn+k)| < Z|xn+k+1 — Xntk| SM Z p R =
k=1 k=0 k=0
h—1 h
l—p M
= Mo" k _ Mo < o = Ko
p"> b =y <A, ke

k=0
M .
Donde hemos puesto K = > gue e una constante independiente de n y de . De-
—p
ducimos que:
Kp" <& = |xy4n—xn| <e paratodoseN

Dado ¢ > 0, determinamos i, por la condcién de que p™¢ < ¢/ K. Entonces paratodo
n>=m.y paratodoh e N severificaque |x, 1, — x| < €, 10 que prueba que la sucesion
{x,} verificala condcion de Cauchy y, por tanto, es convergente. ©

Ejercicio resuelto Sea{x,} unasucesién de nlmeros redes y SUPONGIMOS que existen
p€l0, 1], pe N, tdesque|x,+1— Xn| < p|xn— xy—1| paratodon > p. Pruebaque {x,}

€s conwvergente.
Sugerencia. Justificaque |x,+1 — x| < Mp" donce M es una constante independiente
den.
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Solucion. Es muy fadl, bastaiterar ladesigualdad del enurciado. Sean > p:
[Xnt1 — Xn| < plxn — Xne1] < p2lxnot — Xp—a| S+ < p"Plxpy — xp| = Mp".
X — X
Donde M = M

diceque lasucesion {x,} es convergente. ©

es una mnstante independiente de n. El gercicio anterior nos

Ejercicio resuelto Seal unintervalo cerrado (puedeser I = R); f: I — R unafun
cion, y supon@gmos que hay un nimero « €]0, 1] tal que:

| f(x)— f)| <alx—yl| paratodess x, yen /. (7.9

Se dice etonces que f es una funcién contractiva en 7. Supon@mos ademas que
f(x) el paratodox € I.Dado un puto a €I, definamos {x,} por x;=a,y xy+1=
f(x,) paratodorneN.

a) Prueba que {x,} converge aun purio x € I que e el Unico purto fijo de f, esdedr,
S(x)=x.

b) Justificaque si lafuncion f esderivable en I y severificaque hay un nimero o €]0, 1]
tal que |/’ (x)| <« paratodox € I, entonces f escontradiva en /.

Solucion. a) Es conseasencia inmediata del gercicio anterior.
b) Es conseauencia inmediata del teorema del valor medio. ©

Ejercicio resuelto Estudia la convergencia de las sucesiones definidas para todon € N

por:
1
a) xp=1, Xn+1= 1+ x ; b) x1=\/§, Xn+1= V2 —Xxp.
n

. . . 1 .
Solucién. @) Consideremos la funcién dada por f(x) = TS La sucesién qe nos
X
piden estudiar eslasucesion deiteradas de dicha funcién a partir del valor inicial x; = 1.
Como f/(x) = ———
S ==y

sucesion x, +1 = f(x,) noesmondona. Pues g, por gemplo esx,_; < x,,como f,a
ser deaedente, invierte las desigualdades, setendraque x, = f(x,—1) > f(xn)=Xp+1-

< 0, lafuncion f esestrictamente deaedente. Por tanto, la

Es evidente que x, > 0 paratodon € N. Por tanto 1 4+ x, > 1=x,4+; < 1, luego
xp < 1 paratodon e N, dedonte 1 + x;, < 2= x4 = % Deducimos gue todcs los
términos de lasucesién estan en e intervalo I = [1/2, +oc[. Parax = 1/2 setiene que
| f/(x)| < %. Podemos aplicar, por tanto, € gercicio anterior y deducimos que {x,} es
convergente. Ademas, su limite es € Unico purto fijo de f en I, que viene dado pa
1 —1++/5 o

X = —x2+4+ x—1=0,dedonc, x =
1+ x 2

Ejercicio resuelto Supongamos que la ewaddn x? = bx + a tiene dos raices redes
distintas y 8. Dados dos nimerosredes A y u, definamos {x,} por:

X1=A+u, xo=Aa+ uB, Xpr2=>bxy1+1 + axy

Pruebaque x,= Aa""! 4+ uB" ! paratodon e N.
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Aplicadones. i) Lasucesion {x,} definida paratodon € N por:
X1=x2=1, Xp42=Xp41+ Xn

se llama sucesiéon de Fibonacd. Calcula explicitamente x;,.

ii) Estudiala convergencia de la sucesion definida paratodon e N por:

1
Xi=a, x=b, xp42= E(Xn+1+xn).

Solucion. Laigualdad x, = Aa”~! + up" ! esciertaparan = 1 y paran = 2. Sea
neN, conn = 2,y supongmos que laigualdad se verificaparatodok e N conk < n.
Entonces, teniendoen cuentaque a? = ba + a 'y B? = bB + a, tenemos que:
X1 =bxp + axp—; = bra" 1 + bup" ! + aka" % + app" =
=Mba + a)a" 7 + p(bp + a)p"* = ra” + pp”
Lo que prueba laigualdad paran + 1. Concluimos, por inducdoén, que laigualdad es
ciertaparatodoneN.

i) Como x,4+2 = Xp41 + Xu, deducimos quea = b = 1. Por tanto, o y B sonlasraices
dex? = x + 1, las cuales vienen dadas por:

1-4/5 1+ 45
o= , ﬁ:
2 2
CaculemosA y pu por lascondciones x| =1 =A + u=, x, = 1 = Ao + up. Fadlmente
se obtiene que:
5—/5 54+ /5
h=mmg— k=

Deducimos, por lo antes visto, que:

_5—ﬁ<1—ﬁ)"_1+5+ﬁ(1+ﬁ)"_1

=T 2 2 2
i) Pongamos x| = a'b°, x, = a®b!, x, = aP7b9" . Entonces:

Xnqo = aPrnt2pdnt2 — a%(ﬂn+l+Pn)b]§(¢In+l+qn)'

Tenemos las eauadones:

p1=1, p2=0, 2put2 = pu+1 + Pn, 91 =0, g2 =1, 2qn4+2 = qn+1 + qn

Ambas eauadones on celaforma2x,, = x4 + X, porloquea=b=1yayp
sonlasraicesde2x? = x + 1. Portantoa = 1, 8 = —%. En conseauencia

1 n—1 1 n—1
DPn = A1+ 1 (—5) , Gn = Az + 12 (—5) ,

Debemos ahora cdcular A, 1 Y Ao, 1o paraque se verifiquen las respedivas condcio-
nesiniciales p; =1, p, =0y q; =0, ¢, = 1. Fadlmente seobtiene que Ay = 1, uy = %,

Ay =2, up = —2. Deducimos que:

Xp = ct%Jr%(_%)nilb%_%(_%)ni1 — a%b% = W.
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7.3. Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en € calculo de li-
mites

L as sicesiones gue no son convergentes pueden tener comportamientos muy variados. Por
gjemplo, una sucesion acotada que tenga dos valores de adherencia diferentes no es convergen-
te, los términos de dicha sucesién se gproximan a un valor de adherencia o al otro, antigua
mente se deda que la sucesién “oscilaba” entre estos valores. Pero una sucesion amtada no
convergente puede tener muchos valores de adherencia. No debes hacete una ideademasiado
esquemdtica de las sucesiones. En el capitulo 5 hemos visto que d conjunto de los ndmeros
radonales es numerable, esto significaque es posible escribir todos os ndmeros radonales co-
mo los términos de una sucesion y también podemos hacelo con los radonales que estén en
e intervalo [0, 1]. Pongamos Q N[0, 1] = ={r, : neN}. Lasucesion {r,} es actaday, como
conseauencia de ladensidad de Q en R (propasicion 5.11), dicha sucesién tiene como valores
de aherenciatodos los purtos del intervalo [0, 1].

Vamos a estudiar ahora un tipo muy particular de sucesiones no cornvergentes pero que
presentan ura gran regularidad.

7.34 Definicion. Una sucesion {x,} se dice que es positivamente divergente, y escribimos
{xn} = 400, s paratodo nimerored K >0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todoneN con n=mg severificaque x,=> K.

Unasucesion {x,} se dice que e negativamente divergente, y escribimos {x,} — —oo,
s paratodo nimerored K <0 existe un nimero natural mg €N, tal que paratodon € N con
n=mg seveificaque x,<K.

Diremos que una sucesion esdivergente paraindicar que es positivamente 0 negativamente
divergente.

7.350bservacién. Esimportante que te des cuenta de que “divergente” noes snénmo de “no
convergente”. Las sucesiones actadas no convergentes no son tampoco divergentes. Sin em-
bargo, muchos textos usan la expresion “sucesiéon dvergente” con e significado de “sucesion
no conwvergente”. También es lamentablemente freauente Ilamar “sucesiones oscilantes’ a las
sucesiones amtadas no convergentes. No te dejes confundr: una sucesién o es convergente o
no es convergente. Un tipo espedal de sucesiones no corvergentes son las sicesiones paositiva-
mente divergentes y negativamente divergentes. Eso es todg, [o demés n ganas de confundr
al ledor.

En la siguiente propcsicion se exporen agures propiedades elementales, pero importan-
tes, de las aucesiones divergentes. Puesto que {x,} — +oo &,y slo s {—x,} — —oo, €5
suficiente enurciar dichas propiedades para sucesiones paositivamente divergentes.

7.36 Proposicion. i) {|x,|} = +oo §,ys0los, {1/x,} — 0.

ii) La suma de unasucesion pasitivamente divergente con unasucesion acotada es unasuce-
sién pasitivamente divergente.

iii) La suma de una sucesion pasitivamente divergente mn unasucesion minorada es otra
sucesion paitivamente divergente. En particular, la suma de dos sucesiones positivamente
divergentes es otra sucesion pasiti vamente divergente.
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iv) El prodwcto de dos aucesiones positivamente divergentes es otra sucesiéon pasiti vamente
divergente.

v) El producto de unasucesion pasitivamente divergente por unasucesion gLe @rverge a un
ndmero pasitivo es otra sucesion pasitivamente divergente.

Freauentemente hay que estudiar la conwvergencia o divergencia de una suma o prodicto
de dos sucesiones predsamente auando las reglas que hemos visto en secdones anteriores
no pweden aplicarse. Se trata de aquellos casos en que d comportamiento de las sucesiones
{xn + Yu}r {xnyn} NO estd determinado pa € de {x,} e {y,}. Por gemplo, s sabemos que
{xn} = +oo yque{y,} — —oo, ¢qué podemos dedr del comportamiento de la sucesion
{xn + yn}? Respuesta: absolutamente nada. Baste para convencerse de dlo la considerad6n de
los gguientes casos:

Xp=2n, Yn= —n; {Xn + yn} ={n} > +oo
Xp=n, Yn= —2n; {Xn + yu} ={—n} - —o0
Xp=n+1, Yn= —n; Xn + yn} = {1} > 1

xp=(=1)"+n, yp=(=1)"—n {xn + ynj ={2(=D"%

En conseauencia, las aucesiones del tipo {x, + y,} donde {x,} — +oo, {y,} — —oo, requieren
un estudio paticular en cadacaso. Tales sucesiones duele dedrse que son una indetermina-
cion del tipo“oco—oo”.

Andogamente, s sabemos que {x,} — 0y que {y,} es divergente, ello no popaciona
ningura informadén sobre d comportamiento de la sucesion {x,y,}; la aua se dice que e
una indeterminacion del tipo “ 0 co”. Las indeterminadones que goarecen al estudiar € co-
ciente de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que conwvergen a cego, las llamadas
indeterminaciones de los tipos “oco/oc0”, “ 0/0”, pueden reducirse aunaindeterminadon el
tipo“ 0 oc0”.

El siguiente resultado permite resolver en muchas ocasiones indeterminadones de laforma
“oo/o0”.

7.37 Teorema (Criterio de Stolz). Sea {y,} unasucesion paitivamente divergente y estricta-
mente aedente ysea {x,} cualquier sucesién. Suponganos que

{xn-i-l _xn} NS

Yn+1 = Vn

donkk LeR, 0L = 400, 0 L = —oco. Entonces < veifica también que {x—”} — L.
Yn

Demostracion. Supongmos, en primer lugar, que L € R. Dado e > 0, existe, por hipétesis, un
ndmero natural k, tal que paratodon >k se verificaque

& X — X &
L——< ntl T <L+ —.
2 Yn+1— Vn 2
Asi todas las fracdones
Xk+1— Xk Xk+2 = Xk+1  Xn—Xn—1 Xnt1 —Xn
Yk+1 = Vk  Vk+2 — Vk+1 Yn—Yn—1 Yn+1—DVn
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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se encuentran comprendidasentre L —¢/2y L + ¢/2, por lo que, usando €l gercicio 8, obte-
nemos que:

A 5 B A S (7.10)

2 Vnt1— Vi 2
cualquiera sean = k. Teniendoen cuenta ehoralaigualdad

Ynt1 _p o k= Lye (1_ Vi )(xn+1 — Xk —L)
Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+1— Vk

deducimos que:
Xp — Ly
Yn+1

Xntl
Yn+1

<

~

N Bl B —L‘. (7.12)
Yn+1— Vk

Como Iim {(xx — Lyx)/ynt1} = 0, existe un nimero natural ¢ tal que, paratodon=>g, se
n—o0
verifica

Xk~ Lye| _ ¢
Yn+1 2

Teniendoen cuenta (7.10) y (7.11), deducimos que paratodon = max{k, g} se verificaque

Xntl 4
Yn+1

<é&.

Hemos probedo, pues, que |im {x,/y.} = L.
n—0o0

Supon@gmos ahora que L = +oo. En tal caso, paratodon € N suficientemente grande,
setendrd que x,4+1 — Xn > Yutr1 — yn > 0, por lo que la sucesion {x,} es, a partir de un
término en adelante, estrictamente aedente. Supondemos, pues no es restrictivo hacelo, que
dicha sucesion es toda dla estrictamente aedentey que x4 — X4 > Yg41 — Vg Paratodo
¢ € N. Sumandoestas desigualdades desde g = | hastag =n, resultax, 41 —x1 > yp4+1 — y1-
Y, como {y,} — -+oo, deducimos que {x,} — +oo. Podemos usar ahora lo ya probado,
intercambiando las aucesiones {x,} e {y,}, paraobtener que

Iim{&} :Iim{u} =0.
Xn Xn+1 — Xn
Dedonde sesigue que {x,/y,} — +oo.

El caso L = —oo sereduce d previo cambiandola sucesion {x,} por {—x}. O

Es importante observar que, aln en las hipétesis del Criterio de Stolz, puede ocurrir que

X X — X . . .

{—"} sea onwergente pero no lo sea {M} es dedr, € Criterio de Stolz da una
Vn Yn+1 = In

condcién suficiente pero no recesaria para la cmnwvergencia o divergencia de {x,/y,} (ver

gercicio 175).

Observa que d criterio de Stolz reauerda alaregla de L'Hoépital donck las derivadas han
sido sustituidas por las diferencias conseautivas. Del Criterio de Stolz se deducen dcs (Utiles
criterios para estudiar la cnwvergencia de sucesiones de medias aritméticas 0 geométricas.
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7.38 Proposicion (Criterio dela media aritmética). Suponganos que {a,,} — L donce L es
un nimeroreal, 0 L = +o00, 0 L = —oco. Entonces « veifica que

{a1+a2+---+an} L
n

Demostracion. Basta gplicar € Criterio de Stolz alas sucesiones x, = ay + dar + -+ + ay,

Yn=n. ]

7.39 Proposicién (Criterio de la media geométrica). Suponganos que {a,} — L doncke
{an} esunasucesiéon ce nimeros positivos y L es un nimero real o bien L = +oo. Entonces

se veifica que
{\"/alaz .. .an} — L.

Demostracion. Lo afirmado se deduce del criterio de la media aitméticateniendo en cuenta

que
Iog( m) _ log(ay +log(ay) + --- + log(an)

n
y lapropasicion 7.46. O

Xn+1

7.40 Corolario. Suponganos que { } — L doncke {x,} es unasucesion ce nimeros

n
positivosy L esun nimero real o bien L = 4o0. Entonces < veifica que { /x, } — L.

Demostracion. Basta gplicar € criterio de lamedia geométrica ala sucesion {a,, } definida por
X
"+1 paratodon e N. O

a1:1, dp+1=
Xn

7.3.1. Sucesionesy limitefuncional

El siguiente resultado estableceuna reladdn entre limite funciona y limite de sucesiones
gue esdegran utili dad pradica, pues proparciona una estrategia general para cdcular limitesde
sucesiones y permite utili zar para dl o las témicas concacidas para cdcular limites funcionales.

7.41Proposicion. Sea f: A — R unafunciény sean a, L € R U {400, —cc}. Equivalen las
afirmaciones:

i) lim f(x) = L.

ii) Para toda sucesion {x,} de purtos de 4 tal que {x,} — a con x, # a, se veifica que

{f(xn)} — L.

Demostracion. i)=ii). SUpon@mos que Ii_r)n f(x)=Lysea{x,} > aconx, €Ay
X—>a

Xxp 7 a. Debemos probar que suc f(x,) — L. Consideremos el caso en quea y L son nimeros

redes. Dadoe > 0, por hipétesis, existe § > 0 tal que paratodoxe A conx #Zay |x —a| <§
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se verificaque | f(x) — L| < . Como {x,} — a, existe un nimero ny € N tal que paratodo
n = ng severificaque |x, — a| < §. Por tanto, paratodon = n, tenemos que x, € 4, x, # a
Y |x, —a| < §; en conseauencia, se verificaaque | f(x,) — L| < e. Hemos probado asi que

{f(xn)} — L.

Paraprobar queii)=i), probaremos que noi )=noii). Que f notienelimite en a igual
a L, quiere dedr que exste ungy > 0, tal que paratodod > 0 hay algln purio x5 € A4, con
xsFay|xs—al <eypero]|f(xs) — L|=ey. Tomando pra calarneN § = % obtenemos un
xp€Aconx, Zay|x, —al < % pero | f(x,) — L| = &¢. Claramente setiene que {x,} — a,
conx, €AY x, # apero{f(x,)} noconverge al.

Los demas casos en que 0 bien ¢ 0 L soninfinitos s« hacen de manera paredda. O

Una conseauencia inmediata de este resultado es que todolimite funcional que mnazcas te
va apermitir resolver muchos limites de sucesiones. En particular, de lalista de limites basicos
gue debes conacer se deducen los dguientes resultados.

7.42 Proposicion. Paratodasucesion {x,} — 0 se veifica que

. senx, . arcsenxy, ~l—cosx, 1
Iim =1 Iim —=1 Iim ———— = -
n—oo Xy n—00 Xn n—00 X2 2
. tgx . arctgx . en—]

lim 9% _ lim 9Xn _ lim =1
n—00 Xp n—00 Xz n—>00 X

X; —Senx 1 14+ x,)%—1 log(l + x

jjm TS L, ATl I
n—00 (xn) 3 6 n—oo Xn n—00 Xn

I tgxy —xn i log(1 + xp) —xp _ —1
n—o00 (xn)3 - 3 H—>00 xn2 = 2

7.43 Estrategia. Una estrategia para cdcular limites de sucesiones consiste en convertir €
limite de la sucesion que tienes que cdcular en un caso particular de un limite funcional. El
por qué de esta estrategia es que para cdcular limites de funciones disponemos de muchas mas
herramientas que las que tenemos para trabajar diredamente n sucesiones.

Segun esta estrategia, para cdcular € limite de una sucesion {y,} lo que hay que hace
es reladonar dicho limite cn unlimite funcional. Debemos inventarnos una funcién, f, y
una sucesion convergente, {x,} — a, de formaque setenga y, = f(x,). Entonces, podemos
asegurar que s )L[)T}l f(x) =a, tambiéneslim{y,} = a.

log(n)
n(Yn—1)

Para dlo nos fijamos en que en & denominador aparece #/n — 1. Poniendo x,, = ¥/n,
sabemos que x;, — 1. Lasucesion cuyo limite queremos cdcular reauerda d li mite funcional
I I . . .
&XI = 1. Pongamos f(x) = &)i. Como caso particular de este limite funcional,
X — X —
tenemos que f(x,) — 1,y esclaro que y, = f(x,). Hemos probado asi que y,, — 1y todolo
gue hemos tenido qLe hace esreladonar dicho limite con unlimite funcional que haresultado
ser (cosamuy freauente) una derivada: laderivadadelafunciénlogx enel putox =1. ¢

7.44 Ejemplo. Setratade cdcular € limite delasucesion y, =
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Teniendo en cuanta la caaderizaddn ce la continuidad, € siguiente resultado es un caso
particular delapropacsicion 7.41.

7.45Proposicion. Sea f: A — R unafunciony sea a € A. Equivalen las afirmaciones:
i) f escontinuaen a.
ii) Paratodasucesion {x,} depuntosde 4 tal que {x,} — a, se vaificaque{ f(x,)} — f(a).

Podemos expresar este resultado como sigue: la continuidad permuta con €l li mite seauen-
cial, estoes, s f es continua entonces.

Jim_ e = /(i )

Reomgemos sguidamente dgures importantes propiedades de las sucesiones divergentes
de logaritmosy exporenciaes. Todas ell as s deducen, teniendoen cuentala propasiciéon 7.41,
de las correspondentes propiedades de las funciones exporencial y logaritmo natural (propo
sicion 4.50).
7.46 Proposicion.
o {x;} > x <= {e} > ¢~
o {x,} = +o00 <= {e} - 4o0.
o {x,} > —00 <= {1} —0.
Paratodasucesion de ndmeros positivos {x, } se veifica que:
e {x,} > x> 0<= {log(x,)} — logx.
o {x,} > +o00 <= {log(x,)} — +o0.
o {x,} > 0<= {log(x,)} ——o0c.

7.3.2. Sucesiones asintGticamente equivalentes

7.47 Definicion. Diremos que {x,} es asintéticamente equivalente a {y,}, y escribiremos
simbdicamente {x,} ~ {yn}, S {xn/yn} — 1.

Por ejemplo, las sucesiones {logn } y {n(%/n — 1)} son asint6ticamente ejuivalentes.

El siguiente resultado nas dice que para estudiar la convergencia de un producto de varias
sucesiones podemos austituir las que queramos por otras que sean asintéticamente eguivalentes,
sin que dlo afede ala mnvergencia o divergencia del producto ni a su eventual li mite.

7.48 Proposicion. Sean{x,} e {y,} sucesiones asintéticamente equivalentesy {z, } unasuce
sién cualquiera. Se veifica que:

i) {xnzn} €s corvergente s, y sdlo s, {y,z,} €s convergente, en cuyo caso ambas cesiones
tienen el mismo limite.

ii) {x,z,} esdivergente s, y solo s, {y,z,} es divergente, en cuyo caso ambas 9ICesiones DN
divergentes del mismo tipo.

En particular, {x,} escorvergente (resp. divergente) si, y sdlo s, {y, } esconvergente (resp.
divergente), en cuyo caso ambas tienen igud li mite (resp. son dvergentes del mismo tipo).
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Demostracion. Las afirmadones hechas en i) y i i) son conseauencia de que

[im {ﬂ} =lim {y—”} =1.
Yn Xn

Si, por gemplo, {y,z,} €s convergente, entonces como:

Xn

{Xnzn} = { } {Vnzn},

n
se sigue que {x,z,} también es convergente y tiene d mismo limite que {y,z,}.

El mismo razonamiento prueba que s {x,} es divergente entonces también {y, } es diver-
gente del mismo tipo.

La dirmaadn hedha d final del enurciado es consealencia delo anterior tomandoz,=1. 0O

7.49 Observacion. Es importante observar que en ura suma de sucesiones no se puede, en
general, sustituir una sucesién pa otra asintéticamente equivalente. Por gjemplo, s x,=n +1,
yn=n+1/ny zy=n, esclaro que{x,} ~ {yn} pero {x,+z,} ={1}nen NOesasintéticamente
equivalente a{y, + z,} = {1/n}.

7.3.3. Sucesiones de potencias

Hay otras indeterminadones que surgen a considerar sucesiones de patencias, es dedr,
sucesiones de laforma {x;"} donce {x,} es una sucesion de nimeros positivos e {y,} es una
sucesion cuaguiera de nimeros redes. Puesto que

xr);n = exp(yn l0g(xy)).

teniendo en cuenta la propasicion 7.46, la convergencia o divergencia de la sucesion {x;"}
vendra determinada por la de {y, log(x,)}; la aal, a su vez estd determinada en todcs los
casos por € comportamiento de las sucesiones {x,} e {y,}, excepto cuando dcha sucesion
{ynlog(x,)} esunaindeterminadon ddl tipo*“ 0 co”, |0 que ocurre en los dguientes casos.

a) {xn} = 1, {lynl} = +oo (indeterminadon “1°°")

b) {x,} = +o0, {yu} — 0 (indeterminadon “oo®”)

C) {xn} = 0, {y,} — 0 (indeterminadén* 0°”)

El siguiente resultado, que es la versién para sucesiones ddl criterio de equivalencia loga

ritmicaparalimites funcionales, permite resolver en muchos casos las indeterminadones “1°°”
y 1 0 (X)” i

7.50 Teorema (Criterio de equivalencia logaritmica). Sean {x,} unasucesién de nimeros
positivos distintos de 1 que wrverge a 1, {y,} unasucesion cuaquiera'y L un nimero real.
Entonces stiene que:

o lim{x)"} = el <= lim{y,(x, — 1)} = L.
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b {X;f"} —> 400 <= {yn(xn — 1)} — +o00.
o {X)"} = 0= {yu(xp — 1)} = —o0.

Demostracion. Puesto que x;" = exp(y, log(x,)), las afirmadones hedhas en & enurciado
se deducen de la propasicién 7.46, sin més que tener en cuenta que, como {x,} — 1, las
sucesiones {log(x,)} y {x, — 1} son asint6ticanente equivalentes, por lo que, en virtud ce la
propasicion 7.48, s una de las sucesiones {y, log(x,)} € {y.(x, — 1)} es convergente (resp.
divergente a+o0o 0 a—o0), la otratambién es convergente cnigual limite (resp. divergente a
400 0 a—00). O

Los gjercicios que siguen son de cdculo de limites de sucesiones. Deberés usar los criterios
de Stolz y de las medias aritméticay geométricay € criterio de equivalencia logaritmica En
general, debes sguir la estrategia basica de reladonar un limite de una sucesion con unlimite
funcional apropiado.

7.3.4. Ejercicios propuestos

340, Supongmos que {x,} — 0, sendo—1 < x, # 0,y seaxa € R*. Justifica usando
derivadas, que {(1 + x,)* — 1} esasintGticamente ejuivalente afox;,}.

341 Pruebaquelasucesion {logn!} esasintéticamente equivalente a{nlogn }.

342 Justificaquelasucesion { 4/1 + 1/n® — 1} esasintéticamente equivalente a{l/n*+!},
donck o > 0.

343 Calculaloslimites de las sucesiones {x, } definidas por:

1% 1+ Do 4 3@ a
a) x, = * +na+1+ +n,doncba>—1.

b) xn = ¥V (n+a)n+ay)---(n+ay) — n, donkkeN,a;eR, 1< <k.

C) Xp = (M

n
) doncka > 0,b>0ya,BeR, a+ p #0.
a+p

1+2P/”+3P/”+...+p17/”
d) x, =
p

N
),doncépeN.

& x, = L +2k 43k 4o g pk 1
Yn =1 nk+1 k+1

),dondekeN.

4 n3

1 n
0) Xn=n [(1 gl 1 1/n)) - 1]

—1  n-2 2 1
h)xn=;(n+n ! +---+—n_1+;—log(n!))

2
31+32 4+ 524+ @n—12\
f) Xn= 1|~

2+3
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344. Calculaloslimites de las sucesiones {x,} definidas por:

Iog(l +34+ l)

n

B A e /66 /e
@) Xn = log(logn) ) xXn = n

R logn \' _ (log(n + 2)\"'°9"
C)x”‘ﬁ(1+ " ) d)x”‘(log(nﬂ))

1< 1~ 1Y Qn—1)"
e)xn:;kg:lzlog]l:[l(l—F;) f)xn:n—z

_ log(n + 1) Y' _ ] (pn)!
g) x, = logn [(W) —1} h) xp = qmrr (p.qeN)

557 k4" 1
i) Xp= (Z’figl) J) Xn =Iog(1 + —) Yn!
n n
2 3 l)n
nfa_ gsen(1/n) 2_|_3_+4_+...+(”:’7
1 —nsen(1/n) n2

345 Sabiendo qie {a,} — a, cdcula d limite de las sucesiones:

a)xn:n(’\z/a_l)

b) x, = exp(ar) + exp(az/2) + -+ + exp(an/n) —n
" logn

aq +a2/2+---+an/n

©) xn = logn

346. Calculaloslimites delas sucesiones:

nlog(l1 +1/n) —1 nl/n*

n 2
a) d+1/m—e b)n( 2—1/n—1), c)n

Donde H,=1+4+---+1.
Sugerencia. Usa equivalencias asintéticas apropiadas.

Xn

347. Sea{x,} una sucesion de nimeros positivos tal que {x”“ } — L eR*. Caculad

;. ., X
limite delasucesiéon n [———"%
”/xlxz...xn

348 Sea{x,} una sucesién de nimeros pasitivos, o un nimero red, y supongmos que

{n%x,} — LeR?. Cacula dlimitedelasucesionn® {/xix; -+« xp.

349 Sean a, b nimeros positivos; definamos x;, =a + (k—1)b para calak eN y seaG,, la

media geométricade x1, x,,..., X, Y 4, Su media aitmética Calcula d limite de la
., G
sucesion —2.
Ap
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350 Sea{x,}—x,{yn}— vy, x#£y. Definamos z,,,_1=xy, Y z2n=yn. Justificaque lasucesién

Zl+22+...+zn
n

€s convergente.

351 Definamos {x,} por:

1 1 1

MIm = o3 Tigme M1 T 3w MIme2 T i Tamn

L o o (X
Cdlcula d limitede lasucesion #/x, y justificaque la sucesién {T} no converge.

352 Sean {x;}, {yn} sucesiones de numeros positivos verificando qwe {(x,)"}—>x>0
{(yn)"} = y>0.Dadosa, BeR™, cona+ B =1, cdculalim(ax, + By)".

353 Seafa,} unasucesidn de nimeros positivos ta que {a; + a; + - -+ + a,} esdivergente,
y sea{b,} — L, donck L puede ser un nimero red o +oo. Justificaque

{a1b1 +a2b2+---+anbn} Ny
ay+az+---+an .

L, 1 " (n
Aplicadén. Supuesto que {x,} — x, cdculalim 2—’1]; (k)xk'
354. Dadas dos funciones pdindmicas P, O, talesque d grado de Q esmayor o igua que d
grado e Py Q(n)#0 paratodon € N, justificaque lasucesion {%} es convergente
n

y cdculasu limite.
355 a) Sea f :[a,b] —]a, b] credentey continua. Prueba que la sucesion {x,} definida para
todoneN por x1 =ay x,+1 = f(x,), converge aun purto u €la, b] td que f(u) = u.

b) Dado0 < a < %, estudia la cmnwvergencia de la sucesion {z, } definida por:

Z1 =0, ZIp41 =Ol+Z,% VneN.

356 a) Justificalas desigualdades

<x (x>0); x<log
X X

0 < log <0 (x <0).

b) Dado x #0 definamos x; = x, y paratodon e N:

e'n —1
Xp+1 = log Pt
n

Estudiala convergencia de {x;}.
357. Se wnsideralafuncion f: R+ — R definidaparatodox > 0 por £ (x) =logx —x +2.

1. Pruebaque f tiene exadamente dosceros, a y 8, cona < 1 < 8.
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2. Dadox; €la, B[, se define lasiguiente sucesion pa reaurrencia:
Xp+1 =l0gx, +2 , VneN.,
Prueba que {x,} es una sucesion mondona aedente y amtada que converge af.

358 Dado un nimero o €]0, [, se define la sucesién {x,} dada por x; = seno, x,41 =
sen xy.

(& Justificaquelasucesion {x,} es convergente y cdcula su limite.
1 1
Xop1 i

(b) Calcula d limite delasucesion z, =

7.3.5. Ejerciciosresueltos

ijAntes de ver lasolucién de un gercicio debes intentar resolverlo!
Ejercicio resuelto Prueba que {logn!} es asintéticamente equivalente a{n logn }.

Solucion. Pongamos x, = nlogn, y, = logn!. Aplicaremos € criterio de Stolz para
cdcular e limite de lasucesion {%}. Tenemos que:

Xnt1—Xn _ (n+1)log(n+ 1) —nlogn nIog(”nil)

Vntl — Vn log(n + 1) ~ log(n + 1)
Teniendoen cuentaque n log (1) =log(1+1)" — 1y quelogn — +o0, obtenemos
que {)y";jr}—:’;;'} — 1y, por ¢ criterio de Stolz, concluimos que {3} — 1. ©

Ejercicio resuelto Justificaque lasucesion { /1 + 1/n* — 1} es asintéticamente equi-
valente a{l/n**!}, donce e > 0.

Solucién. Pongamos x, = ¥/1 4+ 1/n%. Como 1 < x, < ¥/2, deducimos, por € principio
I
de las aucesiones encgadas, que {x,} — 1. Sabemos que Il'm1 &XI = 1, porque dicho
x—>1 X —

limite esla derivada en 1 de la funcién logaritmo. Por tanto, en virtud de la propasicién
log(zx)
Zn— 1
log(z,). Andlogamente, se tiene que log(1 + u,) ~ u, paratodasucesion {u,} — 0.
Deducimos que;

7.41, para toda sucesion {z,} — 1 se verificaque lim =1,estoes z;, — 1 ~

1 1 11 1
Yo =1 ~logn) = Slog{ 1+ 70 ) ~ e = o

nn%
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Ejercicio resuelto Calculalos limites de las sucesiones {x,} definidas por:

1% 4+ 2% + 3% ... 4 p“
a) x, = + -';1“+1+ + ,doncea > —1.

b) x, = V(n+a))(n+ay)---(n+ay) — n, donkekeN,a;eR, 1<;<k.

C) Xp = (M

n
doncka > 0,b>0yoa,BeR,a+ B #0.
o+ B

1_|_2P/”_|_3P/”+..._|_p17/”

N
),doncépeN.
P

<1+2k+3k+---+nk 1
€ xp,=n

o —k+1),dondakeN.

2

3143245244 2n—1)2Y

f)xn: Z 3
n

1 n
Q) xn=n [(1 i log( + 1/n>) B 1]

1 —1 -2 2 1
h)xnzg(n—l—n +n +---+—+——|Og(n!))

2 3 n—1 n
Solucién. a) Pongamos x,, = ﬁ—z Aplicamos € criterio de Stolz, lo cua puede hacese
porque, a ser o > —1 setiene que n® ™! es una sucesion estrictamente aedente.

Uny1 —Un (n+ 1)~ _(n—l—l)a 1
Vp1 —Vp  (n+ 1)*Fl —patl n , [<1 N %)a—i—l ~ 1]

Usando las equivalencias asintétices x, — 1 ~ log(x,), vélida auando {x,} — 1,y
log(1 + uy,) ~ uy, véida awando{u,} — 0, tenemos que:

1\t 1\ @+ 1 1
n|:(1+—) —1i| ~nlog(l +—) =(oe+1)nlog(l +—) ~ (@+1)n—=a+1.
n n n n

Deducimos que lim 2222 = -y, por @ criterio de Stolz, limx, =

1
Up+1—VUn atl-

b) Tenemos que:

Vn+a)n+az)-- (n+ay) —n:n(’i/(l+a1)(1+c;—2)---(1+%k) - 1) ~

n

~n%|og[(1 +‘;—1)(1 +‘;—2)---(1 +%")]=

k
1 aj ar+az+---+ag
ZEjX_‘:nlog(l +7]) — A .

Donde hemos tenido en cuentaque lim n Iog(l + %) =a.
n—oo
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¢) Es unasucesién ce patencias de laformax, = u,", donce
_alfa+BVb
n — o +ﬂ

Claramente u,, — 1, por lo que tenemos una indeterminadén del tipo 1°°. Usaremos €
criterio de equivalencia logaritmica

alfa+pb a(¥a—1)+B(Vb-1)
vn(un—l)zn W—l =n a+ﬁ =

a+ﬁn(¢a—1)+— n(Vb—1) -

) n =

—

loga + Iogb:log(ambﬁ)

B
+p a+p
o B
Deducimos que lim {x,} = a*+Bbha+5,
n—00
d) Esuna sucesion ce potencias de laforma x, = u,", donce

1420 430 4o+ phr
Uy = y Uy =n
p
Claramente u, — 1, por lo que tenemos una indeterminadon del tipo 1°°. Usaremos €

criterio de equivalencia logaritmica

p
1427 +3n n
vn(un—l):n< tenton et p 1):

p
:%(n(ﬁ _1)+n(3%—1) +---+H(Pﬁ —1))

Teniendoen cuenta que limn( %/a — 1) = loga, deducimos que:

Ilim v,(u, — 1) =log2 +log3 + --- + logn = logn! = lim{x,} = n!.
n—oo

f) Esunasucesion ce potencias x, = uy", donck:

31432452+ +(2n—1)? )
Uy = — 5 Vp=n".
4 n3
Labase {u,} converge al, pues aplicandoStolz cona, =1+ 3% + 52 +--- + (2n —1)?
y b, = n?, tenemos:

dpp1—an _ @Qn+1D* 4n?+4n+1 4

= = - -
bpy1—by (m+13—-n3 3n2+3n+1 3

Se trata de una indeterminaddn del tipo 1°°. Aplicaremos € criterio de ejuivaencia

logaritmica
31432452 4+...4+(2n—1)>2
Un(”n - 1) - }’l — 1 =
4 n3
33143 +52 44+ 2n— 1) —4n’
4 n
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Apliquemos ahora d criterio de Stolz conz, = 3(1 + 3% + 52 4+ -+- + (2n — 1)?) —

4n3,w, = n. Tenemos:

Zn+1 — Zn
Wp+1 — Wy

=32n+1)*—4m+1)3 +4n° =—1.

Deducimos que v, (u, — 1) — —3 'y, por tanto, lim{x, } = e i =%.

— 1 \’ _ 1 ? . 2
g) Xp=n [(1 + m) — 1:| Pon@rnOSZn = (1 + m) . Lasucesion
{zn} esunaindeterminadon del tipo 1°°. Tenemos que:

1 1

1

_! 0
"3 log(l + 1/n) _ nnlog(l + 1/n)

En conseauencia:

xn ~ nlog(z,) = n?log (1 +

1

L li =lim——-——— =
uegolim{x,} |mnlog(l+%)

1
n3log(1 + %)) ~r

= z; — L.

, 1 o
n3log(l + 1) nlog(l+ 1)

n

©

Ejercicio resuelto Calculalos limites de las sucesiones {x,} definidas por:

Iog(l + 34+ %)
log(logn)

1 I "’
C) Xp=— (1 + Ogn)
n n

N T 1y
e)x,,:;kzlzlogl_[l (1+7)
= j:

a) xp =

g) x, =logn [(w)” — 11|

logn

sy k"

i)x,,=( Xl )
n

. /6 — gsen(1/n)

)xn_nl—nsen(l/n)

eyele--- e
b) =
B |Og(n—|—2) nlogn
) xn = (Iog(n + 1))
fyon= B

] (pn)!
h) xn = ,/(qn)p,, (p.qeN)

1
j)x,,:log(1+;) Un!

2 32 43 (n+1)"
ittt

Solucioén. a) Usaremos la estrategia 7.33. Pongamos H,, = logn + x, donce {x,} — v.

Tenemos que:

|09<1 +p+et %) _ log(logn + x») _ log (Iogn (1 + 'gzl”)) _

log(logn) log(logn) log(logn)
log(logn) + Iog(l + lggn) log (1 + |3‘5n)
N log(logn) B ~ log(logn)
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7.51 Observacién. Hemos visto en €l gercicio resuelto 161 que H, ~ logn, pero
de agui no puede deducirse direcdamente que log(H,) ~ log(logn) que & lo que he-
mos probado. Larazdn es que no es cierto en general que S {xu} ~ {y,} también sea

log(x,) ~ log(yy,). Por eiemplo, las sucesiones {en} y {enZ} son asintéticamente equ-
valentes porque anbas convergen a 1, pero sus logaritmos on las sucesiones {n} y {nz}
gue no son asintéticamente ajuivalentes.

En general, no hay garantias de que una gjuivalencia asintética entre sucesiones £ @rn
serve por una determinada funcion.

¢) Tomandologaritmos tenemos que:

logx, = nlog(l + Ioﬂ) —logn =n (lOg (1 n Iogn) _ |Ogn)
n

n n

Esta expresion esde laformalog(l + u,) — u, donce u,, — 0. Recordemos que:

log(1 + x) — x 1

[im ————— =
x—0 x2 2
Tenemos que:
Iogn Iogn
Iog (1 + ) (Iogn)2
logx, = 3
(m) n
n
Poniendo u, = 'og” , como u, — 0, deducimos que la primera de las dos fracdones

anteriores converge a—— y lasegunch ('09”) — 0. Concluimos que logx, — 0y, por
tanto, {x,} — 1.

) xp = —Z Iogl_[ (1 + ) Pongamos:

Como {z,} eslasucesidn ce las medias aritméticas de la sucesion y, = nlog(l + %

y lim{y,} = 1, se sigue, par € criterio de la media aitmética, que {z,} — 1. Como
{x,} eslasucesion celas medias aritméticas de {z,,}, volviendo ahora a licar € mismo
criterio, deducimos que {x,} — 1.
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f) x, = (2[ Pongamos:

- (5 - (- )

Se trata de una sucesion de potencias de laforma x, = uy" donce u, = 2 ¢ % -

y v, = n. Claramente u,, — 1, por lo que se trata de una indeterminadéon el tipo 1°°.
Aplicaremos € criterio de gyuivalencia logaritmica

vn(un—l)_n< '\lﬁ_\/;_l) (\ﬁ_l)zw
~—n (Iog \/g) = '03” 0.

Deducimos que x;,, — 1.

I DY
g) La sucesiéon x,, = logn [(%ﬂ) — 1} es de la forma b,(a, — 1) donde
n
an = ('O%'étl))n, b, = logn. Veamos que {a,} — 1. Para dlo, como se trata de una

indeterminadon del tipo 1°°, aplicamos el criterio de equivalencia logaritmica

('09(n+1) 1) ”|OQ<1+%) Iog(1+%>n
n\———— = —

= —0
logn logn logn

Por tanto, {a,} — 1. Podemos aplicar ahora d criterio de equivalencia logaritmica ala
sucesion by, (a, — 1). Tenemos que:

b _ (Iog(n + 1))”'°g”
a — _

" logn

Estasucesion es unaindeterminadén del tipo 1°° y podemos volver a glicarle d criterio
de gyuivalencia logaritmica

[ 1 1
nlogn (M — 1) =nlog(1 + —) - 1.
logn n

Concluimos que {x, } — 1.

o (pn)!
h) x, = amP donck p, ¢ € N. Esunasucesion del tipox, = %/z, donce z, = (((11:,’)1,),',,.
Tenemos que:
it __(pnt p)t (@mP"  (pnt Dpn+2)---(pnt p) ( n )””
n (qn+q)P"rP (pn)! (gn +4q)? n+1

La fracdén (1’”“)((”’,’,12) (pn+p) o5 yn cociente de dos painomios en la variable

del mismo grado p y coeficientes lider iguales a p? y g? respedivamente, por tanto su
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np
limite esigual a(g)p. Lasucesion (- 21)"" = (1 — L) converge a € 7. Por tanto,

n+1 n+1
en virtud ddl corolario 7.40, lasucesion ceda onverge a(Z)”.
e —e(/m e — Gy . o er — e
K)x,=n ve = . Consideremos lafuncion f(x) =

1—nsen(l/n) 1 sen(l) x—senx’

E_

Pongamos y,, = % Tenemos que x,, = f(y,). Como y, — 0, € limite de {x,} esigual
al limitede f(x) en x = 0. Tenemos que:

ex — e ey |
fX)=———="" —— ~ e ~ ] (x—>0)
Donde hemos usado quelafuncion € - —1 esdelaforma eh;jz;)_l donge Iim /1(x)=0,
por lo gue dichafunciontiene limiteigual alen x = 0. ©

Ejercicio resuelto Sabiendo qe {a,} — a, cdcula d limite de las sicesiones:

a)xn=n('(/a—1)

b) x, = exp(ar) + exp(az/2) + -+ + explan/n) —n
" logn

ay+az/2+---+ap/n
logn
Solucién. b) Es una sucesion ddl tipo x, = ﬁ—: Aplicaremos € criterio de Stolz.

Aan
Unt+1 = Un _ exp(n—:_ll)_l gt
Up+1 — Un log(1 + %) n+1

Donde hemos usado la equivalencia asintética €» —1 ~ z, validasiempre que z, — 0
ylog(l + y,) ~ yn, vélidasiempre que y, — 0. Concluimos que {x,} — a. ©

Ejercicio resuelto Sea{x,} unasucesion ce ndmeros pasitivos tal que {X’;—j‘} —L>0.

s ., X
Calcula d limitedelasucesion 7 [———2
”/xlxz <o Xp

., ., . X .
Solucién. Esunasucesion el tipow, = /y, donce y, = L . Aplicaemos
n xlxz...xn
€ corolario 7.40. Tenemos que:
( )"
Yn+1 Xn+1 X1Xp - Xp)" 1 1
n _ l — ~ L Y= (XIXZ"'xn)n(n_H)
Vn n (X1XZ"'xnxn+1)”+l A/ An+1

1
En virtud, del citado corolario, setieneque "+1/x, 11 — L.Seaz,=(xx3 - x,) "D,
Consideremos la sucesion:

ogs,  109x1) +10g(x2) + - + log(x)
9%n = nn+1)
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Pongamosa, =log(x1) +1og(x3) +- - - +109(x,), by =n(n+1). Aplicaremos € criterio
de Stolz.
ant+1 —an _ 109(xp41) _

1 1
= —log "t} — —logL =logV L.
bt —by  2nt2 2 09" Wt 5100 9

Deducimos que logz, — log~/L, por lo que z, — /L y también 2l VL. El
citado corolario 7.40implicaque w, — /L.

Ejercicio resuelto Sean a, b nimeros positivos; definamos x; =a + (k —1)b para cala
k eN yseaG, lamediageométricade x1, x»,..., x, Y 4, sumedia aitmética Calcula

) ., G
el li mite de lasucesion —=.
Ay

na + —"("2_1)b

n
Gy, YX1X2 - Xy 1 o [ X1X2 0 Xy
An a+n;1b %+n—lb nn

Calcularemos €l limite de la sucesion U, = ”,/L;Z”x", que es del tipo U, = /zy,
n

usando €l corolario 7.40, tenemos:

L -1
Solucion. Tenemos que 4, = =a+ "~ b. Por tanto:
n

Zn+1 _ Xn+1 o = Xn+1 1— 1 " - é
Zp (n + 1)ntl n+1 n+1 e
Deducimosque{g—:;} — 2. ®)

Ejercicio resuelto Sea{x,}— x,{yn} =y, x#y. Definamos z5,,_1 =xn, Y Z2n = Vn.
Justificaque la sucesidon

{ZI+ZZ+"'+Zn}

n
es convergente.
Solucién. Pongamos u,, = it zatt . Tenemos que;
n
Iyt I3+t Igp | 22t Z4g e+ Iop
Uzp = + =
2n 2n
1 X1 +x+- 4+ x4 1L yi+y2+--+ X ¥y x4y
=5 + - S +5= .
2 n 2 n 2 2 2

Donde hemos aplicado € criterio de la media aitmética Andlogamente se comprueba

que {uz,—1} — ZF2. Concluimos que {u,} — 2.

Observa que no se puede cdcular € limite de {u,} aplicando € criterio de Stolz. Lla
mando Z, = zy + zo + -+ + zp,, V,, = n, tenemos u,, = IZ,—: y:

Zn+1_Zn Xm+1> sSn=2m €S par,;
———V =Znt1—Zn= - i
Vit1 — Va Ym, Sin=2m—1esimpar.
i A Zn+1_Zn
Por tanto, lasucesion V1=V No es convergente. ©
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Ejercicio resuelto a) Justificalas desigual dades:

0 < log <x (x>0); x<log

<0 (x <0).
X

b) Dado x #0 definamos x; = x, y paratodon € N:

e —1
Xp+1 = log -
Xn

Estudiala convergencia de {x;}.
Solucion. a) En virtud del teorema del valor medio tenemas que:

et —e” e -l
x—0  x

=€

donck ¢ es un purio comprendido entre x y 0, esto es, ¢ €]0, x[si x > 0,y ¢ €]x,0[ S
x < 0.Enel primercasoes 1 < € < e yene segundoese* < € < 1. A partir de
agui se deducen enseguida las desigualdades del enurciado.
e’ —1
b) Definamos f(x)=Ilog y f(0)=0. Lafuncién f escortinua en R. Supongmos
X

gquex < 0. Entonces, como conseauencia de lasegunda delas desigual dades del apartado
anterior, setiene que lasucesion {x,} escredente y x, < 0 paratodon € N. Por tanto,
dicha sucesion converge y su limite es un nimero o < 0, que debe verificar laigualdad
a = f(e)loque igequea = 0. ©

Ejercicio resuelto| 177| Se cnsideralafuncién f : R — R definida paratodox > 0 por
f(x)=logx —x + 2.

a) Pruebaque f tiene exadamente dosceros, oy 8, cona < 1 < B.
b) Dadox; €]«, §[, se define lasiguiente sucesion pa reaurrencia:

Xp+1 =logx, +2 , VneN.
Prueba que {x,} es una sucesidn mon&ona aedente y amtada que converge af.
Solucion. @ Como lim f(x) = lim f(x) =—-o0y f(1) =1 > 0y, evidentemente,
x—>0 xX—>+00

lafuncion f escortinua en R, podemos aplicar el teorema de Bolzano alosintervalos
10, 1]y [1, +o0], para deducir que f tiene dguncero en cadauno ce dlos.

Como f/(x) =1 —1 =12, sesigueque / esestrictamente deaedente en[1, +oo[ y
estrictamente aedente en |0, 1]. Por tanto solamente puede anularse una vez en dichos

intervalos.

b) Como lafuncién i(x) = logx + 2 es estrictamente aedente parax > 0y h(x) =
a, h(B) = B, se deduce que paratodo x €la, [ esa < h(x) < B. Ademés, como
h(x)— x escortinuay no se anua en Jo, B[ debe tener signo constante. Como /(1) > 0,
deducimos que x < h(x) paratodo x €]u, §[. Por tanto, dado x; €], 8], se tiene que
X1 < h(x1)=Xx3Y, SUPLESLO qLE X;—1 < X5 Setieneque x, =h(xy—1) < h(xp) =Xp41-
Por tanto {x,} es una sucesidn estrictamente aedente y, ademas, todcss s términcs
estén en o, B[, luego dcha sucesién converge y su limite, A, debe verificar la igualdad
A=h(}); puestoquea < A < B,sesiguequer = B. ©
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Ejercicio resuelto Dado un nimero « €]0, 77|, se define lasucesion {x, } dadapor x; =
SeNo, Xp41 = SN Xxy,.

(&) Justificaque lasucesion {x,} es convergente y cdcula su limite.
1 1

(b) Calcula d limitedelasucesion z, = — 5
X

Xn+1 n

Solucion. @) La conacida desigualdad 0 < senx < x, vdlidaparatodox €]0, x|, implica

gue la sucesidn es estrictamente deaedente y de nimeros positivos. De ajui se deduce

enseguida que s convergente y su limite es 0.

b)
1 1 1 1 x2—sen?(xp)
Iy =S S = T T Sy = ™
g xiﬂ x2  sen?(x,) X2 x2 sen?(x,)
X —sen® () _ SeN(Xn) + X Xp = SN(xn) 1
x4 Xn X3 3

7.4. Sucesiones de nimeros compleos

7.52 Definicion. Unasucesion de numeros complejos {z, } se dice que converge a un ndmero
complegjo z s, dado cualquier nimero red ¢ > 0, existe un nimero natura m, tal ques n es
cualquier nimero natural mayor o igual que m, se aumple que |z, — z| < . Simbdli camente:

Ve>0 dmseN tn=2me = |zp—z| <e

Se diceque d nimero z eslimite dela sucesion {z,} y se escribe I_i)m {zy} = z o, Smple-
n—>o0
mente, lim{z,,} = z eincluso, s no hay paosibilidad de confusion, {z,} — z.

Observa que, en virtud de ladefinicion dada, se verificaque
{zn} >z <= |zp—z|—0

Recwrdemos que max{|Rez|, |Imz|}<|z |<|Rez|+|Imz|. Gradas a esta desigualdad tenemos
que:
|Rez, — Rez|
< |z, — z| £ |Rez, — Rez| + |[Imz, — Imz|
[Imz, —Imz|
Deducimos que |z, —z| — 0 s,y sdlo g, |Rez, —Rez| - 0y |[Imz, —Imz| — 0. Hemos
probado asi € siguiente resultado.

7.53 Proposicion. Una sucesion de nimeros complejos {z,} es corvergente s, y solo g, las
sucesiones de nimeros reales {Rez, } y {Imz,} son corvergentes. Ademas, en dicho caso

lim{z,} =z <= Rez =lim{Rez,} y Imz=Ilim{lmz,}
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Gradas a este resultado el estudio de sucesiones de nimeros complejos e reduce a etudiar
la convergencia de dos sucesiones de nimeros redes.

Los resultados obtenidos para sucesiones de nimeros redes en los que no interviene la
estructura de orden son también vélidos para sucesiones de nimeros complejos. Son vaidos,
en particular, los resultados relativos a dgebra de limites, €l teorema de Bolzano-Weierstrass
y e teorema de completitud.

7.4.1. Déefinicion dela exponencial compleja
Unade las formas de definir la exporencia de un nimerored x esmediante d limite

e = lim (1—|—£)n

n—00 n

Por tanto, una forma aherente de definir la exporencia de un nimero complejo seria cdcular
el anterior limite para z € C. Pongamos z = x + iy donce suporemos que y # 0 (puesto que
s y = 0 tendriamos que z = x seriaun ndmero red). Sea

N
Zn:(l+x+nly) .

y y/n
-, = arct .
n Pn gl+x/n

Seany tal que paran = nq se verifique que Re(w,) > 0. Entonces, paran = ng resulta que
on = arg(wy,). Por otra parte, e moduo de w,, viene dado pa:

Pongamos:
X +iy
n

wy, =1+

x o
=14+ —+i
n

Z12 X\ 2 2
Iwn|2=(1+—‘ =(1+—) + L
n n n
Como z,, = (wy)", tenemos, gradas alaférmula de De Moivre, que:

x+iy\"
n

zn = (Wn)" = |wy|" (COS(ngy) + i SEN(n@y)) = (1 +

y2

_ : X\ 2 n/2 .
— ( + ;) + 3 (COS(I’l(pn) +1 Sen(”l(/)n))-

Pero, por d criterio de equivalencia logaritmica, es:

n/2
x\2 2 nf2x  x% 2
7 n__ ¢ ~ e — L X Yy _
lim[wy, | —Ilm[(Hn) +n2} exr)(llm2<n ot ev.

, ., e - . ., n
Ademas, la sucesion {¢, } es asintéticamente equivalente ala sucesion {%} Por tanto
xX/n
] ] y/n
lim{ng,} =limin—— ¢ = y.
Ao} { 1+ x/n} Y
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En conseauencia, tenemos que:

. Z\" . . . .
Jim (14 2)" = tim (wa)" = 1M [wa|" (cos(n ) + 7 SN(1 91)) = €*(cOSy + 7 5en ).

Se define, por tanto, la exporencia de un nimero complejo z = x + iy como

et =e¥(cosy + i seny).

7.4.2. Ejercicios propuestos

360 Estudiala cmonwergencia de las dicesiones:

; . .. 2" in
) zp=Yn+inad" (aeR,|a| <1) i) zn=—_|_2_n
n
S . L
I”) Zn:f/a"‘lw— (a>0) IV) Zn:n%n_+5l CcOoS —
.\ N n n n n
V) (1+1) vi) (1 +i 1)
Zy — Zn = JR— ] —

361 Sea{z,} unasucesion de numeros complejos no nUosy seag, € Arg(z,). SUpong@mos
que{pn} — ¢ Y {|za|} — p. dustificaquelasucesion {z,} — p(cosey +i seng).

- g V2+iz\"
362 Cadcula dlimitedelasucesion z, = (1 + — |-

Sugerencia. Expresa z,, = |z, |(COS¢, + i SeNg,) y usa d gercicio anterior.
363 Calcula d limite de lasucesion z, = n (Q/E( Coszl +i senzi) _ 1)_
n n

Sugerencia: Recuerda que d limite de la sucesion n(v/2 — 1) esbien conccido.

364. Seaz € C,con|z| =1, z # 1. Prueba que la sucesion {z"} no converge (¢que pasa s
supores que mnverge?). Deduceque si ¢ esun nimero red que no es un multi plo entero
de rr, las aucesiones {cos(nyp)} Yy {sen(ng)} no convergen.

7.4.3. Ejerciciosresueltos

iAntes de ver lasolucidn de un gercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto Calcula d limite delasucesion z, = n (2/5 (cos% + i sen %) - 1).

Sugerencia. Reauerda que d limite de lasucesion n(4/2 — 1) es bien conceido.
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Solucion.

z,,:n(%(cosl—l) +iY2senl 4 %—1):
2n 2n
" " cos(£)—1 w7 Sen (%
=n<f—1)+ 61%4_1'\/51# S log2 +iZ
2 35 2 5 2
Ejercicio resuelto Seaz € C,con|z|=1,z#1. Pruebaquelasucesion {z"} noconverge
(¢qué pasa si supores que conwverge?. Deduce que s ¢ es un nimero red que no esun
multi plo entero de 7, las ucesiones {cos(ng)} y {sen(ng)} no convergen.

Solucién. Siguiendo la sugerencia, supongmos que {z"} converge aun nimero w € C.
Como |z"|=|z|" =1, debe ser |w|=1. Por unaparte, esclaro que {z" !} — wy también
{z"T1} = z{z"} — zw, por tanto debe ser z = wz, lo queimplicaque (z — Hw =0 lo
cual esimpasible porque z # 1 y w # 0. Concluimos que {z, } ho converge.

Seag un nimero red que no es un multi plo entero de 7. Pongamos z = cosg + i seng.
Tenemosquez # 1Yy |z|=1. Porloantesvisto, lasucesion {z"} = {cos(ny) +i sen(ne)}
noconverge. Veamos que esto implicaque ninguradelas sucesiones {cos(n¢)}, {sen(ne)}
converge.

En efedo, de laigualdad:
1
sen(n + 1) =senncosl +cosnsenl = cosn= ﬁ(sen(n + 1) —senncosl)

sededuceque s {sen(ng)} converge, también converge {cos(ng)} vy, por tanto, la suce-
sion{cos(ng) + i sen(ng)} converge, lo que es contradictorio.

Andogamente, de laigualdad:
1
cos(n + 1) =cosncosl —sennsenl = senn = a(cos(n + 1) — cosn cos 1)

se deduce que si {cos(ng)} converge, también converge {sen(ny)} vy, por tanto, la suce-
son{cos(ny) + i sen(ngp)} converge, lo gue es contradictorio. ©

7.5. Demostraciones alternativas de los teoremas de Bolzano y de
Welerstrass

Lasdemostradones que vimos en el capitulo 4 celosteoremas de Bolzano y de Welerstrass
se goyaban diredamente en “primeros principios’, esto es, en la definicion de cortinuidad y
en e axioma del supremo. Por eso dichas demostradones on un pa@o complicadas y no cel
todo fadles de seguir en ura primera ledura. Con la ayuda de la teoria desarrollada en este
cgpitulo podemos dar demostrad ones mas cortas y amigables de dichos teoremas.

7.54 Teorema (Otra demostracién del teorema de los ceros de Bolzano). Todafuncidon con
tinuaen unintervalo que toma valores pasitivos y negativos £ anuda en algun purio de dicho
intervalo.
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Demostracion. Sea f :[a,b] — R corntinua y supongmos que f(a) > 0y f(b) < 0. Si
dividimos €l intervao [a, b] por un purto ¢ €la, b[ en dos subintervalos [a, c] Y [¢, b], puede
ocurrir que f(¢) = 0 en cuyo caso hemos acdado; en otro caso serd f(c¢) # 0, por lo que una
soladelasdesigualdades f'(a) f(c) < 0, f(c) f(b) < 0tiene que ser cierta, esdedr, lafuncién
f tomavaores de signos opuestos en los extremos de uno celos subintervalos [a, ¢ Y [c, b] en
gue hemos dividido €l intervalo [«, b]. Podemos ahora repetir este proceso partiendo ¢k dicho
subintervalo. Esto eslo que hacemos sguidamente.

Pongamosa; = a, by = b. Dividimos € intervalo [ay, b1 ] por lamitad en dos subintervalos
y elegimos aquél en e que lafuncion f toma valores de distinto signo en sus extremos y a
este subintervalo le llamamos [a,, b,]. Repetimos ahora d proceso dividiendo pa la mitad €
intervalo [a,, b,] y obtenemos unintervalo [a3, b3] tal que f(as3) f(b3) < 0. Esteproceso o bien
se acéa porque en agura gapa hemos dividido € intervalo pa un purto en € que lafuncién
f se anula, en cuyo caso ya hemos encontrado un puto de [a, b] dondk lafuncidén se anula, 0
bien podemos proseguirlo indefinidamente obteniendo urasucesion ceintervalos|ay,, b, conla
propiedad de que f(ay) f(by) < 0 paratodon e N. Como f(ay) > 0y f(by) < 0, fAdlmente
se sigue que debe ser f(a,) > 0y f(by) < 0 paratodon € N. Las sucesiones {a,} y {bn}
son mondonas y actadas por lo que convergen. Ademés, como b, — a, = (b —a)/2" !, se
sigue que anbas sucesiones convergen aun mismo nimero. Pongamos lim{a, } =lim{b,} = «.
Como paratodoneN esa <a, < b, sesiguequea <o <b. Como f escontinua en[a, b], en
particular es continua en o por lo gue se verificaque:

Se) = fllim{an}) = f(lim{by}) = lim{f(an)} = lim{f (bn)}.

Como paratodon € N es f(a,) > 0, se sigue que f(«) = 0. Como paratodon € N es
f(by) <0, sesigueque f(x) <0.Concluimos que f(«) =0. O

La demostrad6n anterior da lugar al método e bisecddn pera cdcular (de forma goroxi-
mada) raices de ewiadones. Dicho métodotiene la ventaja de que se programa muy fadl mente
y permite controlar el error méximo que se cmmete asi como € ndmero deiteradones necesarias
paralograr una determinada predsion.

7.55 Teorema (Otra demostracion del teorema de Welerstrasy. Todafuncion continuaen
unintervalo caradoy acotado dcanza en dichointervalo unmaximo y un minimo absolutos.

Demostracion. Sea f : [a, b] — R continua. Probaremos primero que f esta aotada en[a, b],
es dedr, que d conjurto imagen f([a, b]) esta amtado. Razonaremos por contradicaén. Si f
no esta aotada e [a, b] paratodon € N tiene que haber algin x, € [a, b] tal que f(x,) = n.
De esta forma obtenemos una sucesion {x,} de purtos de [a, b] verificando que f(x,) = n
paratodon € N. Como la sucesion {x,} esth aotada, €l teorema de Bolzeno-Welerstrass nas
diceque {x,} tiene dgurasucesion parcial, {xy )} convergente. POoNgamos y, = {x, ()} y sea
A =lim{y,}. Comoa < y, <b tenemosquea < A < b. Ademés, por la continuidad de f debe
verificarse que f(A) = lim{ f(y,)}. Pero esto esimpasible parque d ser f(yu) = f(xXo@m)) =
o(n)=n,sesiguequelasucesion{ f(y,)} noestéd amtada, por [o que no puede ser convergente.
Concluimos que necesariamente f esta aotada en [a, b).

Una vez que hemos probado que d conjunto f'([a, b]) esth aotado, como evidentemente
no es vado, € axioma del supremo ncs dice que hay un nimero red M que & e minimo
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mayorante del mismo, esdedr, M = sup f([a, b]). Usandod resultado probado en el gercicio
resuelto 153 sesigue que hay unasucesion{z,} depurtosde|a, b] tal quelim{ f(z,)} =M .La
sucesion {z, } esta amtada por o que, en virtud del teorema de Bolzano-Welerstrass tiene una
parcial, {zs ()} convergente. PONgamos wy, =z, () y sealim{w, } =c. Comoa <w, <b setiene
quea <c¢<b.Porla mntinuidad de / setieneque f(c) =lim{ f(w,)} =lim{ f(zo(m)} =M.
Luegolafuncion f acanza en ¢ €[a, b] un maximo absol uto. O

7.6. Continuidad uniforme

Piensa un par de minutos antes de responcder a la siguiente pregunta. Supongmos que f
es una funcién continua en unintervalo I. ¢Es cierto que s tomamos valores x, y € I muy
préoximos entre si los correspondentes valores de lafuncion f(x), f(y) también estan muy
préximos entre si?

Si tu respuesta ha sido afirmativa, como suele ser, te equivocas. Considera lafuncion conti-
nua 1:]0,1] - R dadapor f(x)=1/x.Lospurtos 10710y 1072 est&n muy proximos entre
Si: 10719 — 10729 < 10719, pero £(10719) =100y £(1072%) = 10%° estén muy distantes
entre si. No hay nada extrafio en este comportamiento. A cualquier funcion continua auya gra-
ficatenga una asintota verticd | e pasa lo mismo: hay purtos muy préximos entre si en los que
lafuncion toma valores muy distantes entre si.

Pero también hay funciones cortinuas y atadas que se comportan de forma paredda.
Consideralafunciéncontinua g:10, 1] — R dadapor g(x)=sen(1/x). Esunafuncién amtada:
el mayor valor quetoma es 1y el menor valor quetoma es—1, de hechosetieneque g(]0, 1]) =
[—1, 1]. Sean un nimero natural. Los purtos x, = m ey = 2”17/2 estén, paran
suficientemente grande, muy préximos entre si; de hecho {x, — y,} — 0. Los valores que
toma enéloslafuncién g(x,) =1y g(y,) = —1 distan entre si 2 unidades (que eslaméaxima
distancia que puede haber entre valores tomados por esta funcién).

Si lo piensas un pcaco, te dards cuenta de que en ambos gjemplos este comportamiento
se debe aque las funciones f' y g “oscilan muchag’ en intervalos arbitrariamente pequefios.
Conviene predsar laideade “osciladdn en unintervalo”.

7.56 Definicidn. Se define la oscilacion de una funcion f en unintervalo J contenido en €
dominio de definicion de f* como:

sup f(J) —inf f(J), s f(J) esta aotado;

(/. J):{ +00, s f(J) noestd aotado.

En otros términos: la osciladon de f en J eslalongtud ddl intervalo més pequefio qle n
tiene a f(J).

Paralafuncion f(x)=1/x setienequew(f.[1/2n,1/n])=ny w( /.10, 1/n]) =+o0. Para
lafuncion g(x) = sen(1/x) tenemos que w(g. [1/(2nw + 7/2),1/2nm — 7/2)]) = 2. Estas
funciones tienen ura osciladdn “grande” en intervalos arbitrariamente pequefics. En algures
circunstancias interesa poder controlar € tamafio de la osciladén de una funcion de manera
gue dicha osciladén seamenor que una derta catidad fijada, ¢ > 0, en cualquier intervalo
de longtud menor que un cierto nimero § > 0. Las funciones para las que esto puede hacese
cualquiera seae > 0, se llaman uniformemente continuas.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral



Continuidad uniforme 385

7.57 Definicién. Se dice que una funcién f es uniformemente cntinua en unintervalo 7 s
paratodos > 0 es posible encontrar ung > 0 de manera que siempre que J seaunintervalo
contenido en I de longtud menor que &, se verificaque la osciladon de f en J es menor 0
igua quee.

Teniendoen cuentaquew( f, J)<e<=| f(x) — f(y)|<e paratodosx, y € J, ladefinicion
dada puede expresarse de forma ejuivalente como sigue.

Unafuncién f es uniformemente continua en unintervalo I s paratodoe > 0 esposible
encontrar un§ > 0 de manera que siempre que x, y sean purtos de 7 con |x — y| <4, se
verificaque | f(x) — f(»] < e. Simbdicamente:

lx —y| <6

VeeRT 3§eR™ :
x,yel

} () — S| <6 (7.12)

7.58 Observaciones.

e El concepto de “cortinuidad unforme” esun concepto gobal: depende del comportamien-
to delafuncién en todo unintervalo. No tiene sentido dedr que una funcién es uniformemente
continua en un puro: la continuidad uriforme no es un concepto locd.

e Esmuy interesante comparar las definiciones de continuidad purtual (4.1) y de continui-
dad uniforme (7.12). Resulta evidente que la continuidad uniforme en unintervalo 7 implica
la continuidad en todo purio de 7: toda funcion uriformemente cortinua en unintervalo es
continuaen dicho intervalo.

En general, noescierto que unafuncién continua en unintervalo I seauniformemente con-
tinua en 7 como lo prueban los gjemplos dados a principio. Pero hay una situadon particular
en la que dicha dirmadon si es cierta. Este es e contenido del siguiente teorema. Se trata de
un resultado importante en e que pueden destacase goortadones de varios mateméticos. Di-
richlet yalo incluyé en sus lecdones de 1862 yen 1872Heine dio ura primera demostradén
del mismo. Posteriormente Welerstrass Borel y Lebesgue generalizaron €l resultado inicial.

7.59 Teorema (Teorema de Heine). Todafuncidn continuaen unintervalo caerradoy acotado
es uniformemente continuaen dicho intervalo.

Demostracion. Razonaremos por contradicdén. Sea f : [a, 5] — R una funcion continua y
supon@mos que no es uniformemente mntinua en[a, b]. Ental caso debe existir g > 0 tal que
para asalquier § > 0 hay purtos xs, ys € [a,b] con|xs — ys| <8 Y | f(xs) — f(¥s)| > €o- En
particular, si para calan € N ponemos§, =1, existiran purtos.x,. y, € [a. b con|x, — y,| <1
Y | f(xn) — f(yn)| > €o. Lasucesion {x,} esta amtada por 1o que debe tener una sucesiéon
parcial, {xq(»)}, convergente. Sealim{x, )} = c. Comoa < xq () < b, setienequea <c <b.
Como {x, — yn} — 0, sesigue que {y,(»)} — ¢. Comoc € [a,b]y f escortinua e [a, D],
f escontinua en ¢, luego tiene que existir r > 0 tal que paratodoz €]c — r, ¢ + r[N[a, b]
se verifica | f(¢) — f(z)| < &o/2. Por tanto, para x, y €Jc — r,¢ + r[N[a, b] tenemos que
/)= SO <1/ x) = Sl + /() = f(D)] < €0/2 + €0/2 = &9. COMO {Xg ()} — ¢
Y {Vom)} — ¢, tiene que eistir un nimero o € N tal que paratodon > n, se verificaque
Xo(n)> Vo (n) €lc —r,c + r[N[a, b] por lo que debe ser |f(xa(n)) - f(ya(n))| <&, loqe e
contradictorio paque | f(x,) — f(yn)| > go paratodon e N. O
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