Hoja 3 (seccién 1.3)

EJercicio 1. Explica por qué |a) = >°;A;[j) con A; € C implica {af = >, Aj (j|. Explica
también por qué si A y B son observables entonces i[A, B] lo es mientras que [A, B] no lo es,
excepto cuando se anula.

EJERCICIO 2. Sean |a) y |b) dos estados ortonormales. En el espacio que generan consideramos
el operador 2 + |a) (| donde |a) = —|a) + (2 —14) |b) v |B) = i|a) + |b). Halla sus autovalores.
i Cambia, en general, el resultado si no son ortonormales? Indicacién: Recuerda que en fisica
cudntica se suelen representar los multiplos de la identidad con nimeros, asi 2 significa 21d.

EJERCICIO 3. Demuestra que el unico observable T' que cumple (z|T'|x) = 0 para todo |z) es
T = 0. Comprueba que hay contrajemplos en espacios de Hilbert sobre R. Indicacién: Para la
primera parte, prueba la identidad (z|T'|y) = 1 S 0 i* (21| T|2k) con |2) = |z) +3* |y). Para
la segunda, considera R? con el producto escalar usual.

EJERCICIO 4. El espacio de Hilbert que modela el momento magnético del electrén en reposo
es C? con el producto escalar (#]w) = viw; + viws. Su evolucién bajo un campo magnético
con induccién magnética B € R? viene dada por

(o) ) () m( )

donde ~ es una constante real (la constante giromagnética del electrén). Identifica el opera-
dor H(t) en la formulacién con operadores del segundo postulado y comprueba que es auto-
ajunto. Sabiendo que dim~y = M~!TI, halla dim B;.

EJERrcicio 5. Calcula la solucion general de la ecuacion del ejercicio anterior cuando By =
Bs =0y Bs es constante. Si H es el operador correspondiente a esta situacion, calcula e~ itH/h
y utilizalo para dar una solucién alternativa (si lo has hecho de otra forma).

EJERCICIO 6. Abreviemos en el pozo de potencial infinito |n) = e~*#nt/), (). Imaginemos un
aparato que mide la energia F dando solo tres valores: cero si E' < Ejg, uno si E € [Elg, E30)
o dos si E > Es3p. Al medir el estado o5 |5) + 2 [20) + - [23) + 22 |50), ;cuél es la probabilidad
de obtener uno y en qué estado (normalizado) se transformara tras esa medicién?

EJERCICIO 7. Demuestra que si A es un observable que depende explicitamente del tiempo
entonces
oQ
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EJERcICIO 8. Comprueba la identidad [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B.

EJercicio 9. Comprueba [27,p] = ihnz"~!. En general, halla [f,;b\] donde f es una funcién
arbitraria de x. Utiliza el resultado para escribir un principio de incertidumbre para los obser-
vables momento y sen 7.



EJERCICIO 10. Generaliza todavia més el ejercicio anterior hallando [A™, B] para cualquier par
de operadores tales que [A, B] =i\ con \ € R.

EJERCICIO 11. Supongamos que el espacio de Hilbert subyacente es L?(R) (o si lo prefieres,
restringete a la clase de Schwartz). Prueba que el operador T' = e~/ con X\ € R, llamado
operador de traslacién cumple TTZT = Z + \. Indicacién: Apelando al andlisis de Fourier, es
suficiente comprobar su accién sobre ¢(z) = €242,

EJERCICIO 12. Sea F(t) = e*4Be~*4 donde [A, B] = ¢ con ¢ constante. Prueba que F'(t) = ¢y
deduce F(t) = B+ ct. Utiliza este resultado para dar una solucién rapida al ejercicio anterior.



