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El hecho de que la mecdnica de una particula cudntica se represente con una funciéon de ondas, permite que
esté, en cierto modo, en dos sitios al mismo tiempo porque las probabilidades de detectarla en dos intervalos
distintos son tipicamente no nulas. Cuando se consideran varias particulas, hay otro fenémeno chocante que
Schrodinger consideré fundamental y es que resulta imposible en algunas situaciones separar el estado de unas
particulas del de otras lo que lleva a la paradoja de que aparentemente hay una misteriosa accion a distancia
cuando el estado de una de ellas colapsa tras una medicién.

2.1. Producto tensorial

La presentacién moderna de las matematicas con su énfasis en el rigor y la sintesis a
menudo tiene que pagar el peaje de la falta de motivaciéon y una sensacién de hermetismo.
Esta situacién se muestra especialmente en la definicion de las estructuras algebraicas. Por
ejemplo, seguramente en primero te amedrenté la definicién de espacio vectorial como una
lista de propiedades aparentemente arbitrarias (en las que nadie piensa al imaginar un espacio
vectorial). En este sentido, la fisica es mds amable porque las matemadticas se emplean como
una herramienta. A pesar de que la fisica tedrica contemporanea estd tomando una deriva muy
abstracta, siempre habré voces criticas, con razén o sin ella, que sirvan de contrapeso (como
la reaccion al uso de grupos de Lie, denostado como Gruppenpest en los inicios de la mecanica
cuantica).

Sirva el parrafo anterior para justificar dar solo una definiciéon aproximada no rigurosa de
la estructura algebraica que vamos a emplear: el producto tensorial (si te quieres asustar, mira
[6, §IV.5]). Ya comentamos algo acerca de su motivacién a raiz del Postulado 4 en términos de
funciones de onda. Ahora nos centraremos en el producto tensorial de dos espacios vectoriales
V' y W sobre C de dimensién finita, que se indica con V ® W. En pocas palabras, V@ W es el
espacio vectorial generado por expresiones formales ¥ ® w con v € V, & € W donde se supone
que la operacién ® es bilineal en ambos argumentos y verifica la propiedad distributiva, es
decir,

(/\1171 + )\2172) X (/1«1151 -+ /L21172) = Z Z )\j,u,kﬁ’j & Wy,
j=1 k=1

En particular 0 ® yUI® 0 son ambos 07 ® @ que es el vector nulo en V @ W (porque siempre
se obtiene este al multiplicar por cero en un espacio vectorial). Si {v;}]_; y {@x}}L, son bases
de V' y W, todos los elementos de V ® W son combinaciones lineales de ¥; ® Wy, y se tiene
dim(V @ W) = dim V dim W.
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En el Postulado 4 ya se mencion6 que habia una relacién entre el producto tensorial y
que la probabilidad venga dada por el producto de las probabilidades asociadas a componentes
independientes. Ejerzamos de matematicos rodeando de un contexto abstracto a esta relacion a
través de uno de los conceptos duros de primero: el espacio dual. De hecho vamos a considerar
algo mas raro que se podria llamar espacio anti-dual, el conjugado del dual, formado por
aplicaciones que satisfacen f(0; + ) = f(01) + f(vh) y f(AU) = A* f(¥). Llamando V* a este
espacio se tiene un isomorfismo V> @ W* = (V @ W)* que asigna a cada f ® g la aplicacién
que envia ¥ ® W a f(¥)g(wW) (esto es un ejercicio si te gustan las estructuras algebraicas). Por
otro lado, si en V existe un producto escalar, v — (v] establece un isomorfismo V' = V> (en
andlisis funcional esta es una formulacién del teorema de representacion de Riesz). De este
modo, productos escalares (:|-);, v (:|-);y en V' y W dan lugar a un producto escalar natural
en V ® W definido por

(1) (U1 @ W1y ® W) = (U1[02) (W1|da)yy -

Si S y T son operadores lineales que actian, respectivamente, en V' y W, se define su
producto tensorial S ® T como el operador

ST : VoW — VoW que actia como (S®T)(Ve®w) = (57) @ (Tw).
Es evidente que la composicién (producto) de operadores de este tipo se opera factor a factor:
(SeT)(S'®T) = (S8 (TT.

Se cumple (S®T)t = ST®@T" y, por tanto, si S y T son observables en V' y W, entonces S®@ T
loesen V®W.

Después de estas concesiones a la abstraccion, veamos que el producto tensorial admite una
interpretacion méas prosaica en nuestro contexto al trabajar con coordenadas. Todos los espacios
vectoriales sobre C de dimensién n son isomorfos a C"”. Como C™ ® C™ tiene dimensién mn,
debe ser isomorfo a C"". Tal isomorfismo se puede realizar con

u wi 1w
. C"C"—C™ dado por ®<<:>®<:>>— :
Vm Wn Ugls’g:bl

Diremos que ® es el isomorfismo lexicogrifico (el nombre no es convencional) porque los pares
de indices en el ultimo vector aparecen con este orden. Este isomorfismo preserva el producto
escalar usual indicado con un punto en la siguiente formula:

P(a@®b) d(TQw) = (@-0)b- D).

Otra forma de ver ® es considerar la base lexicogrdfica {€1 ®€1,€1® €2, ..., En R En_1,Em®en}
en C™ @ C" donde € son los vectores de la base canénica en cada espaciﬂ (de nuevo, la

!Nétese el abuso de notacién. Por ejemplo, al escribir & ® & € C? ® C? el primer & es (0,1)" y el segundo
es (0,1,0)".
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llamamos asi por el orden de los pares de indices). Lo tnico que hace ® es enviar el ¢-ésimo
elemento de esta base a €. Concretamente, ®(€; ® €k) = €(j_1)n4k-

El producto tensorial de operadores en C™ ® C" también admite una expresiéon tangible al
emplear la base lexicografica. Si §: C™ — C™ y T': C" — C" tienen matrices A y B en las
respectivas bases candnicas de C™ y C”, entonces la matriz de S ® T" en la base lexicografica,
representada como matriz por bloques, es:

allB CL12B e almB
ang CLQQB NN anB
amB ameB ... ammB

Se dice que este es producto de Kronecker de las matrices y a menudo se sobrecarga la notacién
indicandolo con A® B, incluso algunos autores lo llaman producto tensorial de matrices (lo cual
es histéricamente mas justo pues L. Kronecker no fue quien lo introdujo). Es facil comprobar
que el elemento k¢ de A ® B es ag,1+1,Q,41bry+1,R,+1 donde (gi, ) y (Qe, Re) son los pares
cociente-resto al dividir kK — 1 y £ — 1 por m y n. El producto de Kronecker se define también
para matrices no cuadradas, pero no lo consideraremos aqui.

En el lado fisico, el espacio de Hilbert para representar el espin es de dimensién 2 y habiamos
destacado la base ortonormal {|z+),|2—)}. Al identificarla con la base canénica de C?, el
espacio es simplemente C? con el producto escalar usual. Un matemético podria considerar
que a|z+) 4+ b|z—) es una notacién cursi que tienen los fisicos para escribir el vector (‘g) de
toda la vida.

Segtn el Postulado 4, C2 ® - ---- ® C2, que es isomorfo a (C2N, es el espacio de Hilbert
adecuado para estudiar sistemas cuanticos formados por N particulas con espin. Si no anadimos
propiedades mecénicas, diremos que estos sistemas son sistemas de espin. En este contexto,
el producto tensorial simplemente separa lo que ocurre con cada particula. Por ejemplo, el
vector |z+4) ® |z—) indica que la primera particula tiene espin arriba y la segunda espin abajo.
Por otro lado, |z4) ® |z—) + 5 |z—) ® |z+) indica algo més complicado, la primera particula
tiene espin arriba o espin abajo, pero la segunda necesariamente tiene el contrario (esto tiene
que ver con el entrelazamiento que veremos después). Ademads, la distribucién entre estas dos
opciones no es equitativa, hay 52 = 25 veces mas posibilidades de detectar la primera particula
con espin abajo y la segunda con espin arriba que la configuracién contraria.

Seria muy gravoso escribir continuamente productos |z+) ® |z£) ® - - - ® |z+£). Hay varias
taquigrafias al uso. La que emplearemos aqui es sustituir una expresion de este tipo por la
secuencia ordenada de signos dentro de un bra. Por ejemplo,

|[+=) = |2+) ® |2—) y 4+ ——+)=|z+)®|z—) @ |2—) @ |2+) .

Por supuesto, el producto tensorial no es conmutativo, solo asociativo. Si quisiéramos escribir
el primer ejemplo en C* con el isomorfismo lexicografico, se tendria

0

1 0\ o 1 . 0 1\ o
|+—) = (0> ® <1> — 1ol mientras que |—+) = (1> ® <0> —
0

o= OO
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El segundo ejemplo darfa lugar a un vector en C'6, de sus 16 coordenadas la tinica no nula es
un uno en el séptimo lugar. Es muy inusual describir estados en un sistema de espin a través
de ® porque se pierde la intuicién fisica y habitualmente uno deberia emplear vectores de alta
dimensiéon con muchas coordenadas nulas, lo cual es poco econémico.

Con la notacién anterior, los productos escalares en sistemas de espin son bastante triviales,
pues un vector correspondiente a una lista de signos es ortogonal a otro con una lista distinta.
Por ejemplo,

Fi(—+ |+ —=)+2i(—+]—-+),

(Woltr) = (++]+-)+2(++|—+)
b —
= 0+2-04+%-0+2¢-1=24.

Del mismo modo, en los sistemas de espin el producto tensorial de operadores fisicamente
significa, de manera intuitiva, hacer algo a cada una de las particulas por separado. Por ejemplo,
aplicar S1 ® 1 significa aplicar el operador de espin en la direccién x a la primera particula y
no hacer nada a la segunda. Sabemos que Sy [+) = % |=) y S1|—) = Z|+), asf pues, para los
vectores [1g) y |¢1) del ejemplo anterior

(SO W) = 2|+ —in )y (St ) = & ) + Al

También tendriamos (S7 ® S1) [11) = %2 |—+) + % |+—).

2.2. Estados producto y entrelazados

Los elementos de V ® W de la forma ¥ ® @ con v € V y @ € W, son una excepcién, la
gran mayoria de los elementos no se pueden escribir asi sino como una combinacién lineal de
productos tensoriales. Si V' y W son espacios de Hilbert que representan dos componentes de
un sistema cudntico, los estados que corresponden a vectores ¥ ® W se dice que son estados
producto mientras que el resto se dice que son estados entrelazados. Por ejemplo, el estado que

corresponde al vector normalizado % [+4) — % [+—) + 5 |—+) — 3 |——) es un estado producto
porque

) 1 1 1 1 1 1 1

SR — sl s m P - o) = (S + =19 ) @ (= [ = —= 1) ).

51— 51+ 51=h 5 = (M + ) o (51— 5 1)
Por otro parte, es facil convencerse de que % |++) + % |——) corresponde a un estado entre-

lazado. Enseguida veremos un algoritmo sencillo que lo corrobora.

Fue Schrodinger quien introdujo en [10] (el articulo donde aparece su famoso gato) el
término entrelazamiento (Verschrankung en el original aleman). En un articulo posterior [11]
escribié que no es una caracteristica més de la mecanica cuantica, sino la que la desvia de las
lineas clasicas de pensamiento.

Lo que tiene de particular el que un estado esté entrelazado o no es el efecto sobre lo que se
llaman mediciones parciales, las que afectan solo a una componente del sistema. El producto
escalar definido como en V ® W separa probabilidades, pero al reemplazar ¥; ® w; por
combinaciones lineales de expresiones de ese tipo es como si la independencia entre los sucesos
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se rompiera. Por ejemplo, dado un vector normalizado (a|+) + 8]—)) ® [1) con |¢) € C2
normalizado, al medir la primera particula con una méaquina SGz y no tocar la segunda se
obtiene |+) ® [1) con probabilidad |a|? y |~) ® |¢) con probabilidad |3]2. Con el lenguaje del
Postulado 3 usamos las proyecciones Py = |[+) (+|® 1 P_ = |—) (—| ® 1. De esta forma el
estado de la segunda particula se preserva independientemente de la primera. Sin embargo,
para « |++) + B |——), que corresponde a un estado entrelazado, tras la medicién el resultado
es |++) con probabilidad |a|? y |[——) con probabilidad |3|?. Al medir la primera particula
la segunda colapsa al estado de la primera. A pesar de que la segunda particula no tenia un
estado de espin definido en la direccién z lo adquiere a través de una medicién de otra parte
del sistema.

Sean {¥1,...,Un}ty {W,...,w,} bases de V'y W que escogemos ortonormales (aunque no
es estrictamente necesario). Entonces cualquier |¢)) € V ® W se escribe como

n

‘Qﬁ) = Z Zajkﬁj ® W,

j=1k=1

El vector |¢) corresponde a un estado producto si y solo si

) = (i)\j@) <znzﬂkwk) = izn:)\jﬂkﬁj ® W
= k=1 '

7j=1k=1

La igualdad aji = Ajpuy. significa que la matriz A = (ajk);n,;zl tiene todas sus filas proporcio-
nales, esto es, rango uno. En otras palabras, [1) corresponde a un estado entrelazado si y solo
si rg(A) > 1. En el caso C? ® C? se deduce que

(2) aiy |[++) + aiz |[+—) + a2 |—+) + a2 |—)

corresponde a un estado entrelazado si y solo si det(A) # 0.
Revisitando el ejemplo que abre este apartado,

: » , . ! )
/2 1/2' =0 = % |++) — % |+=) + 5 [—+) — 5 |——) — estado producto.

1/2 —1/2 2

El hecho de que la primera fila de la matriz sea i veces la segunda justifica que hay una
factorizacién del tipo (i|+) +|—)) ® (3|+) — 3|—)) que, tras normalizar, da lugar a la que
habiamos escrito.

Un comentario al margen es que la descomposicion en valores singulares permite dar una
expresion “minima” de un estado entrelazado en términos de estados producto ortonormales.
Recordemos que dicha descomposicion permite hallar matrices unitarias U, y (7”, donde los
subindices indican la dimension, tales que

A= UmRﬁ,I con R rectangular diagonal m x ny r;; > 0.

Una matriz rectangular diagonal es la generalizacién obvia de las matrices diagonales sin exigir
que sean cuadradas, esto es, rj = 0 para j # k. Con ello se obtiene |1)) = zj rj;b; ® Cj
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donde las coordenadas de l;j vienen dadas por la j-ésima columna de U, y las de ¢; por la
de U, conjugada. Si solo un 7;; es no nulo (lo que corresponde al caso de rango 1) entonces
evidentemente se tiene un estado producto. En cualquier caso, los b; ® ¢; son ortonormales.

Después de la lexicografica, la base més importante de C? ® C? en lo relativo a sistemas
de espin es la base B = {|®), |®1),|P2),|P3)} formada por los llamados estados de Bell (més
propio seria llamarlos vectores de Bell) definidos como

|<I>o>=\}§(!++>+|——>) y @) =(1®0;)[®e) paraj=1,2, 3.

Algunos autores (por ejemplo, [9]) utilizan normalizaciones u ordenaciones diferentes. De
a}aj = a?- = 1 se deduce que los |®;) estdn normalizados. Es también bastante facil com-

probar (®¢|®;) = 0. Por otro lado, si {j,k,¢} = {1,2,3}
(D)[Pr) = (Pol(1 @ 0)(1 @ 0p)|Po) = £i (Po|(1 ® 0y)[Po) = £i (Po|Py) = 0.

Asi, sin apenas cuentas, hemos probado que B es una base ortonormal. Podriamos también
haber razonado a partir de las expresiones explicitas de los elementos de esta base. La de |®g)
yva la hemos escrito y las del resto son:

i 1

|¢1>=j§(r+—>+|—+>), B = (1) = 1=4). 189) = 2= (1) = =),

Con la notacion de se tiene que para los estados de Bell la matriz A es la identidad o una
matriz de Pauli. Usando que son no singulares, el criterio antes establecido implica que los
estados de Bell estan entrelazados, lo cual establece una diferencia fundamental entre B y la
base lexicogréfica que es relevante en algunas aplicaciones.

2.3. La desigualdad de Bell

Los estados entrelazados no son una entelequia. Hay desintegraciones de particulas subato-
micas que dan lugar a dos particulas de espines opuestos y, por ciertas leyes de conservacion
asociadas al momento angular, permiten preparar un estado |®2).

Ya sabemos lo que ocurre al hacer una medicién parcial, solo de la primera particula, a
través de las proyecciones Py = |[+) (+|® 1y P_ = |-) (—| ® 1. Segtin el tercer postulado tras
la medicion se obtendrd

|+—) con probab. 1/2

_ i R __|medicién
|q)2>_ 2(|+ > | +>) P+7 P_

|—+) con probab. 1/2

En principio nada impide que las particulas se alejen mucho después de la desintegracién y
antes de la medicién (en realidad si hay cierta dificultad préctica con el esquema descrito por
la tipica vida media corta de las particulas que podrian participar en la desintegracion, pero
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obviémosla). Digamos que una particula estd en casa y otra en la universidad. La medicién
que hagamos de la primera particula, la que estd en casa, provoca que esta colapse a un
estado definido |+) o |—) con cierta probabilidad. Ya conocemos que esta es la parte rara de
la mecdnica cudntica (la interpretacién de Copenhague), pues antes de medir la particula solo
estaba medio en |+) medio en |—), pero el entrelazamiento ha causado algo més raro aun: el
colapso del estado de una particula que estd muy lejos con la que no observariamos ninguna
interaccién mecanica. Actualmente se han conseguido entrelazamientos en longitudes de mas
de 200 km, por tanto, no estamos hablando de distancias fuera de la escala humana. Esta falta
de localidad que parece absurda en una teoria fisica es lo que se llama paradoja EPR por un
famoso un articulo de Einstein, B. Podolsky y N. Rosen [4] en el que criticaron la mecénica
cuantica. Si uno es puntilloso con la historia, mucho de lo que se dice habitualmente acerca de
este articulo (de solo 4 pédginas) es falso y responde a nuestra visién actual del problema que
procede de D. Bohm, de J. Bell y de otros autoresﬂ

El articulo pretende demostrar que las funciones de onda no pueden dar una descripcién
de la “realidad fisica” que los autores definen como

If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with pro-
bability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element of
physical reality corresponding to this physical quantity.

Y afirman

In quantum mechanics it is usually assumed that the wave function does contain a complete
description of the physical reality of the system in the state to which it corresponds. |...]
We shall show, however, that this assumption, together with the criterion of reality given
above, leads to a contradiction.

En la prueba dan por supuesto que hay localidad, que el entrelazamiento a distancia no tiene
sentido:

On the other hand, since at the time of measurement the two systems no longer interact,
no real change can take place in the second system in consequence of anything that may
be done to the first system. This is, of course, merely a statement of what is meant by the
absence of an interaction between the two systems.

Volvamos al experimento con espines. Podemos negar la existencia de entrelazamiento entre
particulas lejanas apelando a una falta de informacién. Si me dejo un guante en casa y veo en
clase que sélo tengo el de la mano derecha, es que en casa estd el de la izquierda. Decir que
mientras no conocia la situacién los guantes estaban en un estado superpuesto entrelazado y
colapsan a un guante definido cuando veo el guante derecho es complicar las cosas de manera
absurda (ese es el tipo de absurdo que ilustré Schrodinger en [I0] con un gato superpuesto
entre vivo y muerto). De la misma forma, si una particula se ha desintegrado en una de espin

2Por ejemplo, en él no se menciona el espin y la frase de Einstein “acciones fantasmagdricas a distancia” es
aflos anterior y no estd en [4]. Para un lector actual el articulo es demasiado filoséfico. Einstein criticé en privado
la redaccién de Podolsky por considerar que divagaba y un afio después en un articulo generalista incluyé la
misma informacién cientifica en pocas lineas (quizd influya que parece que le retiré la palabra a Podolsky por
unas declaraciones que hizo sobre el articulo).
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+ y en otra de espin —, y me llevo una a clase y dejo otra en casa, sabiendo el espin de una,
sabré el de la otra.

A causa del Postulado 3, el tinico indicio practico que tenemos de que hemos preparado un
estado entrelazado como |®2) es que al medir muchas veces este estado en pares de particulas
la mitad de ellas obtenemos |[4+—) y la otra mitad |—+). Pero tal situacién es trivial de simular
si estamos trabajando con una colecciéon de pares particulas sin entrelazar tal que la mitad son
|+—) y la otra mitad |—+). El problema de fondo es que la fisica cuantica experimentalmente
solo da resultados estadisticos y quizd haya caracteristicas individuales que estamos obviando
que conduzcan a lo mismo (por ello en [4] se concluye que la mecénica cuéntica es incompleta).
Estas hipotéticas caracteristicas se llaman wvariables ocultas. En nuestro ejemplo, aunque la
teorfa diga que hemos preparado muchos |®9) quizé haya unas propiedades fisicas desconocidas
que no estamos teniendo en cuenta que hacen que en la desintegracién de la particula la mitad
de las veces se creen pares |[+—) y la otra mitad |—+).

Fisica cudntica Variables ocultas
Estado entrelazado o bien [+—) o bien |—+)
i
ﬁ( [+=) = 1—+) ) antes y después de medir
medicién — [+—), |—+1> proporciones 3 por
con prob. 3 razones desconocidas

Esto parece imposible de refutar. ;Cémo vamos a demostrar que no existen propiedades
fisicas desconocidas que se pueden integrar en la fisica clasica y de forma que la cudntica
solo sea una aproximacién estadistica? Justamente la estadistica se olvida de las propiedades
individuales. Pues curiosamente Bell en 1964 ide6 un ingenioso experimento [3], en principio
mental, para comprobar este extremo, y afios méas tarde se consiguié hacer una versién real de
tal experimento con un resultado contrario a las variables ocultas en ciertos términos generales.
Hoy en dia entendemos la gran relevancia de esta limitacién severa de alternativas a la fisica
cudntica que se han reflejado en un reciente premio Nobel compartido entre algunos de los que
desarrollaron los experimento

Lo importante es hacer varias mediciones del espin, concretamente al menos tres. En vez
de seguir el argumento original de [3], utilizaremos un razonamiento elemental, précticamen-
te combinatorio que parece deberse a Mermin [7], el fisico que resumié la interpretacién de
Copenhague en “Shut up and calculate!”.

Una observacién previa es que para cualquier direccién 7 € S? se cumple
(3) ) = —=

La prueba se reduce a recordar las formulas

(|7+) ® [i—) — [fi—) @ |it+) ).

9 g . 0 0
|Ti4+) = cos 2 |+) + €'? sen 3 |—) y |i—) = —e P sen B |+) + cos 2 |-).

3De nuevo, la historia es més enrevesada de lo que se cuenta y se falsea con nuestra visién actual. El influyente
libro de von Neumann [12], de 1932, ya incluia una “prueba” matemdtica de la ausencia de variables ocultas
que no fue criticada hasta afios después [§]. Por otro lado, el articulo de Bell que se presenta como el ataque
final a la paradoja que toda la comunidad esperaba, apenas recibié atencién inicialmente.
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donde ¢ y 0 son las coordenadas esféricas de 7i. Esto implica que en cualquier direccién en
la que midamos |®3) siempre obtendremos con probabilidad % cada uno de los dos posibles
resultados del espin.

Supongamos ahora que hay ciertas propiedades fisicas desconocidas que hacen que cada
una de las dos particulas tenga unos valores determinados del espin en las direcciones 71, 72
y 73 independientes de la medicién y previos a ella. Llamemos pgs a la probabilidad de que la
primer particula tenga espin correspondiente a |7i;+) y la segunda a |7,+).

Dado un conjunto muy grande de parejas de particulas denotemos con f, . a la frecuencia
relativa de los pares en los que la primera particula tiene espin + en las tres direcciones
y definamos frecuencias relativas similares para las otras combinaciones de signos, siempre
referidas a la primera particula. Por ser cantidades no negativas, se cumple:

(fr— + fo—=) < (f—+ + [+—) + (f— + =)

Cuando el numero de particulas es muy grande, el primer paréntesis aproxima la probabilidad
de que el espin sea + en la direccion 77; y — en la 7i3 para la primera particula, pero esto ultimo
es lo mismo que decir que la segunda particula tiene espin + en la direccién 7i3. En resumen,
el primer paréntesis aproxima pi3. Identificando de la misma forma los otros dos paréntesis, se
tiene

(4) P13 < p12 + po3.

Este es un ejemplo de desigualdad de Bell, aunque no la original ni la més conocida.

La fisica cuantica nos da una manera de calcular estas probabilidades. Si para algin ejemplo
encontramos una violacién de tendremos que desechar la idea de las propiedades fisicas
desconocidas introducidas para negar el entrelazamiento. Consideremos los vectores

it = (0,0,1)Y, ity = (V3/2,0,1/2) vy i3 = (V3/2,0,—1/2).

La primera es la direccién habitual del eje Z positivo y las otras consisten en girarla 7 /3 y 27/3
alrededor del eje OY. En la base { I+),|—) }, los estados con espin positivo corresponden a

o= (). o= (). - ()

y los de espin negativo a

=) () e (3F).

Considerando (3) con 7 = 7i; y calculando el producto escalar con |fi1+) ® |7ia+) se obtiene
i L2
= vt

De la misma forma,

7 7
= |— - 1 An M — g frnd ‘7
D13 /o (3 + |11 —) 3 y P23 NG
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Aunque no usaremos el resto de los pe, es facil ver que la simetria pry = por vy pre = 0
permite hallarlos sin ningun célculo. Evidentemente, % > % + % es una negacién flagrante de
la desigualdad de Bell .

Sobre el papel el experimento para descartar es tan simple como usar muchas veces dos
maéquinas de Stern-Gerlach con los 7i; del contraejemplo:

h/2 Ly W 2
SG, o : o SGi,
e - =N\ _p/2

Sin embargo, a menudo los experimentos famosos de la mecanica cuantica son mas mentales
que reales. El primer experimento de la violacién de una versién de la desigualdad de Bell fue
realizado en 1972 por J. Clauser y S. Freedman [5] (hay un esquema en [2, §16.5.1]), aunque
se considera el liderado por A. Aspect en 1982 el definitivo [I]. En ambos, en lugar del espin
se utilizo la polarizacién de los fotones, que tiene un comportamiento cudntico similar.

Bell razoné en [3] utilizando funciones de densidad. Normalizando los resultados del espin
como 1y —1 definié P(7i1, 7i2) con la media de los productos de los espines medidos en la primera
particula en la direccién 77 y en la segunda particula en la direccion 7io. La desigualdad que
obtuvo fue

|P(71, fi2) — P(fi1,73)| < 1+ P(fia, i)

cualesquiera que fueran los vectores unitarios 77;. A menudo el nombre de desigualdad de Bell o
teorema de Bell (curioso nombre para algo falso) se refiere a esta férmula. Si tienes interés en la
deduccidn, el articulo original de Bell [3] es bastante legible y en [2, §16.4] hay una explicacién
mas breve y moderna asi como algunas extensiones posteriores.

Ejercicios de la seccién 2

EJERrciciO 1. Explica por qué el isomorfismo lexicografico entre C™ @ C" y C™" satisface
P(axb) - ¢(TRW) = (a@-v)(b-w) donde “” indica el producto escalar (complejo) usual. Explica
también la igualdad ®(€; ® €x) = €(;_1),4r donde €; son los vectores de la base canénica en
cada espacio.

EJERcICIO 2. Calcula las matrices en la base {|++),|+—),|—+),|——)} de S3® S2 y S1 ® S
con S; los operadores de espin. Halla también el efecto del producto (la composicién) de estos
dos operadores sobre |y+) ® |z—).

EJercicio 3. Consideremos un operador de rotacién R = Rg(a) y el vector normalizado
[y = % |+—) — % |—+). Demuestra que sean cuales sean @ y « se cumple que (R ® R) [¢))

estd normalizado y representa el mismo estado que |¢). Indicacién: Si R|+) = |fi+) muestra
que R|—) y |i—) representan el mismo estado.
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EJERCICIO 4. Sea {|1),...,|n)} una base ortonormal de C" y A una matriz compleja n x n.
Demuestra la férmula Tr(A) = >"7_, (i|Al¢) donde Tr(A) es la traza de A. Para un producto
de Kronecker de matrices prueba Tr(A ® B) = Tr(A)Tr(B).

EJercicio 5. Consideremos los operadores T; = S; ®1+1® S;, j =1,2,3,en V = C? @ C2.
Halla una base ortonormal {|to), [11), [12),|13)} de V' tal que Tj|¢g) = 0 para todo j y
(TE + TF + T3) [r) = 2h? |¢bg) para k = 1,2,3. Indicacién: Halla primero |tp) y completa la
base como desees guardando la ortonormalidad. Nota: Esto es parte de una regla para sumar
momentos angulares que se indica con la criptica férmula % & % =01

EJERCICIO 6. Con la notacién del ejercicio anterior, comprueba [T;2 + T2, T3] = 0. Indicacién:
;Por qué equivale a comprobar [T + T3 + 752, T3] = 0?

EjERrcICIO 7. Estudia si 8328 1 144) + 2304y + 21— + Z ) + 2 )+ L) se

puede escribir como 7® @ con 7€ C2y W e C2® C2 0 como @®b conde C2®C? y b e C2
con ¥, W, d, b normalizados.

EJErRCICIO 8. En C2 sean |U,) = cosa|+) +sena|-), |[¥1) = —sena|+) + cosa|—) con
a € [0,27) y los operadores P, = |¥,) (Vo] y P = |¥L) (U] Explica por qué My = P, ® 1
y M; = P} ® 1 son operadores de medicién en C2 ® C? de acuerdo con el Postulado 3.

EJERCICIO 9. Prueba que tras una medicién correspondiente a los operadores My y Mp del
ejercicio anterior el estado de Bell |®g) colapsa a |¥,) ® |¥,) 0 a [U1) ® |[U1) y calcula con
qué probabilidades.

EJjercicio 10. Con la notacion de los dos ejercicios anteriores, supongamos que medimos |®)
comprobando si la primera particula estd en el estado |¥,) y la segunda en |Wg), esto es,
utilizando P, ® Pg como uno de los operadores de medicién. Muestra que la probabilidad de
que o) colapse a |¥y) @ [Vg) es 3 cos?(a — ).

EJERCICIO 11. Sean iy, 7o, 3 € R? vectores unitarios distintos en el semiplano {z > 0, y = 0}
tales que 7o apunta en la direccién de la bisectriz del angulo entre 77; y 7i3. Demuestra que
contradicen la desigualdad de Bell p13 < p1s + po3 donde pry = ‘(@2\1/%0 ‘2 con |ge) =
|Tik+) @ [7ig+).

EJERCICIO 12. Demuestra exp(S®14+1®7T) = exp(S) @ exp(T'). Indicacién: Utiliza como paso
intermedio Y o0 S0 o L (") S™m @ T

n!
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