Introduccion historica

Seminario: Introduccién a la fisica cuantica segundo semestre 2025-2026

Fernando Chamizo https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/

Las ecuaciones diferenciales dominaban los métodos matematicos de la fisica a finales del siglo XIX y
todavia los dominan hoy, aunque se han introducido nuevos ingredientes entonces insospechados. La fisica
cudntica surgié cuando ciertos fenémenos cudnticos se comportaban “a saltos”, escapando de la suavidad que
requieren las derivadas.

1.1. Unidades y constantes

En la vida cotidiana es natural manejar diferentes unidades dependiendo del contexto. Por
ejemplo, a nadie se le ocurriria indicar la edad de un adulto en dias o su peso en toneladas.
También hay variaciones locales, aunque cada vez menos acusadas (por ejemplo, los grados
Fahrenheit practicamente ya solo se emplean en Estados Unidos).

A pesar de que también en fisica el contexto ha multiplicado las unidades, el Sistema
Internacional, abreviado SI, ha alcanzado gran éxito unificando y universalizando. Un sistema
de unidades solo tiene sentido cuando hay magnitudes fisicas que medir. Seguro que se te
pasan por la mente el espacio y el tiempo como las mas fundamentales y quiza también la
masa. El Sistema Internacional reconoce siete magnitudes bésicas con sus unidades. El resto
se construyen a partir de ellas. La siguiente tabla recoge las cuatro que apareceran en el curso,
las tres antes mencionadas y otra relacionada con los fenémenos electromagnéticos:

Magnitud | Unidad | Simbolo | Dimensién
espacio metro m L
tiempo segundo s T

masa kilogramo kg M
corriente amperio A I

No necesitamos nuevas unidades para la velocidad o la aceleracion porque las férmulas
ds d*s
= — y a = ——
dt dt?
con s = s(t) el espacio muestran que la velocidad se mide en m/s y la aceleracion en m/s.
En un contexto vectorial, la velocidad y la aceleraciéon son
dr LA
il y =
dt dt?
con 7 = 7(t), la posicion, describiendo una curva en R?, y cada una de sus tres coordenadas
tienen las unidades indicadas en el Sistema Internacional.
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La tdltima columna de la tabla asigna a las magnitudes fisicas una dimensién representada
por una letra que abrevia longitud, tiempo, masa e intensidad. En fisica estd terminantemente
prohibido sumar peras con manzanas y por ello es necesario que en las ecuaciones las di-
mensiones cuadren. Estas dimensiones, indicadas con dim, se expresan como un “monomio”
del tipo LTPMY1°. Por ejemplo, para la velocidad y la aceleracién se tiene dimv = LT~ ! y
dima = LT 2. Otras cantidades importantes en fisica son el momento lineal y el momento
angular definidos por

F=mi y L=Fxp=mFx7,

por tanto, las dimensiones de cada una de sus coordenadas son LT M y L2T~'M, respectiva-
mente.

Ninguna de estas magnitudes fisicas derivadas de las fundamentales tiene unidades con
nombre en el SI (fuera de él, a veces se emplea el gal, una unidad de aceleracién [12]). Esto
no es una regla general, el SI admite algo mas de 20 nombres para unidades formadas por
productos de potencias de las unidades basicas. Repasaremos algunas formulas con la excusa
de introducir algunos de estos nombres.

Con seguridad, la férmula més famosa de la fisica es £ = mc® con E la energia y c es
la velocidad de la luz. La coherencia de las dimensiones exige dim E = L2T~2M. A la unidad
correspondiente se le llama julio (por J. P. Joule) y se indica con J. Es decir, un julio es,
por definicién, 1kgm? s~2. La férmula E = mc?, que pertenece a la mecanica relativista, no
serd relevante en este curso ni lo es en nuestra experiencia cotidiana. Por cierto, no es tan
importante el valor de la energia en si, sino su variaciéon. Mas bien, la idea fisica que debemos
tener de energia es que es una constructo matemaético de forma que su cambio se puede emplear
en realizar trabajo. La definicion de este dltimo tiene que ver con uno de los conceptos basicos
que estudiaste en Calculo I1. El trabajo a lo largo de una trayectoria v se define como la integral
de linea

2

W = /ﬁ - dr con F la fuerza y 7 la posicién.
v

Quizé la segunda férmula més famosa de la fisica sea F' = ma con F' la fuerza, que aqui
tomaremos como su definicién. Se deduce que dim F = LT~2M. La unidad asociada es el newton
(obviamente, en honor a I. Newton, para muchos el mayor fisico de todos los tiempos) igual
a 1kgms~2. En la linea de lo dicho antes, trabajo y energfa tienen las mismas dimensiones.
De la férmula integral se deduce dim W = Ldim F = L-LT2M que confirma dim W = dim E.

Las dos ultimas unidades derivadas que consideraremos estan relacionadas con la electrici-
dad. Si has seguido un curso bésico de fisica te asombrara que la carga (eléctrica) no parezca
como magnitud basica. Por otro lado, esta claro que las personas de a pie relacionan la electri-
cidad con el voltaje que en fisica recibe el nombre técnico de diferencia de potencial (eléctrico)
y tampoco aparece en la tabla. Estas son magnitudes fisicas derivadas debido a las férmulas

_d

7=
dt

y E=qV
donde I es la corriente (eléctrica) (que toma el SI como magnitud bésica), ¢ es la carga

eléctrica y V es la diferencia de potencial. En consonancia con estas férmulas, dimqg = TI
y dimV = dimE/dimg = LT 3MI~!. La unidad de carga es el culombio (por C.-A. de
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Coulomb), denotado con C' e igual a 1s A y la de diferencia de potencial es el voltio (por A.
Volta) igual a 1kgm?s~3 A~! y que, como todos sabemos, se suele indicar con V. Estas dos
férmulas no seran muy relevantes para nosotros, simplemente nos dan la tranquilidad de que
no necesitamos mas unidades fundamentales para definir cargas y diferencias de potencial. La
segunda formula se relaciona con una unidad no perteneciente al Sistema Internacional que
es muy comun en fisica de altas energias: se llama electronvoltio, denotado mediante eV, a
la energia que adquiere un electron bajo una diferencia de potencial de un voltio. Utilizando
la tabla al final de esta seccién se deduce la igualdad exacta 1eV = 1,602176634 - 10~19.J.
Para poner esto en perspectiva, la colision més energética alcanzada en el LHC ha sido de
1,36 - 1013 eV, lo que son poco més de dos millonésimas de julio, algo imperceptible en el
mundo macroscopico.

Lo dicho con respecto a las unidades derivadas de las basicas, se resume en la siguiente
tabla:

Magnitud Unidad | Simbolo Definicion
fuerza newton N 1kgms—?2
energia, trabajo julio J 1kgm?s—2
carga eléctrica culombio C 1sA
diferencia de potencial voltio V lkgm?s3 A1

Para ajustar las dimensiones algunas formulas fisicas requieren constantes universales. Ya
hemos visto una en la férmula E = mc?, que podemos interpretar como equivalencia entre masa
y energfa con un factor ¢ para que las dimensiones concuerden. Quizé te resulten familiares
las que aparecen en la ley de gravitacion universal de Newton y la ley de Coulomb
mima q192

2 v FERE

F=G

con m; masas, ¢; cargas y d distancia. Es facil ver que se debe cumplir dim G = 3T 2M Ly
dim K = L3T~*MI~2 para que los segundos miembros tengan unidades de fuerza. Debido a las
ecuaciones de Mazwell, que rigen la electrodindmica, K se suele escribir como 1/(4meg) y se
dice que &g es la permitividad del vacio, asi pues dimeg = L3 T*M 112,

Una vez fijado un sistema de unidades, el valor de estas y otras constantes viene dictado por
la naturaleza, son experimentales. Poco a poco el Sistema Internacional ha ido evolucionando
para proceder en el sentido contrario y definir sus unidades en términos de algunas constantes
fisicas fundamentales (siete, actualmente) a las que se asigna convencionalmente valores exactos
relacionados con numeros enteros. Asi, aunque suene a broma, en 1983 se cambié el valor de
la velocidad de la luz a un nimero entero para definir el metro sin tener que depender de un
patron almacenado en Paris. De cara a este curso, la constante mas importante es la constante
de Planck h que tiene dimensiones de energia por tiempo que coinciden con las de momento
angular, esto es, dimh = L2T~!M. Su cambio a un valor exacto de forma que 10*2h sea entero
es muy reciente, de 2019. A pesar de que h es la constante y notacién originales en férmulas de
la fisica cuantica, en los textos actuales aparece mas h = h/(27), llamada constante de Planck
reducida. Una tercera constante exacta es la carga elemental e que indica la carga del electron
sin signo (la misma que la del protdn).
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Los valores de todas las constantes mencionadas, anadiendo la masa del electrén que aparece
en algunos célculos, se recogen en la siguiente tabla:

Constante Simbolo Valor Naturaleza
constante de Planck h 6,62607015 - 10734 J s exacta
velocidad de la luz c 299792458 m s~ ! exacta
carga elemental e 1,602176634 - 10~ 19 C exacta
masa del electrén Me 9,1093837139 - 103! kg aproximada
constante gravitatoria G 6,67430 - 10~ kg~ tm3s—2 aproximada
permitividad del vacio €0 8,8541878128 - 10712 C? kg~ m 3 s? | aproximada

Todas estas constantes excepto la gravitatoria seran relevantes en el curso.

1.2. Fisica extrana

A finales del siglo XIX y principios del XX, algunos fenémenos desafiaban la fisica conocida.
Para no divagar daremos por conocidas varias férmulas y la descripcién de los problemas serd
mas bien una interpretacion moderna sesgada con los conocimientos actuales sin ajustarse del
todo a la realidad histérica.

La radiacién del cuerpo negro. Este fendmeno que se considera siempre en la génesis de
la fisica cudntica, es el més dificil de explicar si no se tiene conocimientos sélidos de mecanica
estadistica, por ello serd el que tenga una descripciéon més vaga (hay mas detalles en [6]).

Un cuerpo emite radiacién electromagnética con distintas frecuencias (ntimero de oscila-
ciones por segundo) segun sube su temperatura. Asi, sabemos que algunos objetos se ponen
“al rojo vivo”, indicando que emiten luz visible mayoritariamente con la frecuencia correspon-
diente a este color. Para unificar la situacién, se supone que el cuerpo tiene la capacidad de
absorber cualquier frecuencia, no refleja ninguna, es lo que se llama un cuerpo negro. Experi-
mentalmente, J. Stefan observé en 1879 que la energia irradiada por unidad de tiempo y de
area a través de la superficie, digamos P, depende de la temperatura 7" absoluta (en kelvin,
grados Celsius més 273,16) por la féormula

P=ocT* con o una constante universal.

L. Boltzmann justificé esta relacién teéricamente en 1884 y por eso hoy en dia se le llama ley
de Stefan-Boltzmann.

Tras la teoria electromagnética de J. C. Maxwell es 16gico pensar que la radiacién se produce
porque hay multitud de cargas que oscilan con diferentes frecuencias en el cuerpo negro.

Las técnicas para tratar sistemas con muchas particulas, son las de la mecéanica estadistica.
Un argumento empleado habitualmente en esta disciplina es la distribucion de Boltzmann
(también relacionada con el trabajo de Maxwell) que consiste en que por cada “grado de
libertad”, la energia E aparece con probabilidad exp( - %) (2], cf. [4, §40]) donde T es
la temperatura en kelvin y k& = 1,380649 J K~! es una constante universal, la constante de
Boltzmann. Desde el punto de vista matematico, si suponemos que las energias forman un
continuo en [0, 00) se tiene que la funcién de densidad de probabilidad en este intervalo viene
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dada por f(E) = ﬁ exp (— %) donde el coeficiente se ha escogido para que fooo f(E)dE = 1.
En esta situacién, la energfa media es la esperanza E = [~ Ef(E) dE = kT, segin la férmula
que conoces de Probabilidad I.

Volviendo al cuerpo negro, una funcién fundamental es u(v) con v la frecuencia. Esta
funcion se define como la densidad de energia emitida por unidad de frecuencia. Con argumentos
de termodindamica y mecanica estadistica se pueden probar las férmulas

812

P= 1 /000 u(v) dv y u(v) = —FE,

c3

donde E, es la energia media de los osciladores correspondientes a la frecuencia v. Ahora bien,
en la radiacién electromagnetica diferentes frecuencias se manifiestan como grados de libertad
distintos, por tanto, se deberfa tener E, = kT, lo que lleva (sustituyendo en la segunda
formula) a la ley de Rayleigh-Jeans u(v) = 87v2kT/c® que se ajusta bien a los experimentos
para frecuencias pequenas y temperaturas moderadas. El problema surge porque al calcular la
densidad de energia total, debida a la emisién en todas las frecuencias, obtenemos

kT [
8T / V2 dy = o,
0

c3

que implica P = oo en la ley de Stefan-Boltzmann. Esto se llama catdstrofe ultravioleta,
indicando que hay algo en las frecuencias altas (ultravioleta significa frecuencias mayores que las
visibles) que hace que para ellas la teoria no funcione correctamente. De hecho los experimentos
sugieren que a temperatura constante u(v) — 0 cuando v crece.

El efecto fotoeléctrico. En 1887 H. Hertz tras sus multiples experimentos pioneros con
ondas electromagnéticas observé que un metal bajo la acciéon de radiaciéon ultravioleta emi-
te electrones (en realidad habria que decir electricidad, porque el electrén no se descubrié
hasta 1897). De alguna manera, la radiacién electromagnética actia sobre los electrones des-
prendiéndolos. Si aplicamos entre el citodo, donde esta el metal, y el anodo, donde se recogen
los electrones, una diferencia de potencial (esto es como conectarlos a una bateria) observa-
remos que la corriente eléctrica en funcién de la diferencia de potencial tiene una gréafica del

tipo:
v

Esto parece razonable. La corriente I depende de la cantidad de electrones que pasan por
unidad de tiempo. Una diferencia potencial positiva ayuda a que los electrones pasen y una
negativa, en oposicién, los frena. A partir de cierto valor I se estabiliza porque se desprenden
todos los electrones posibles y para un valor Vj de diferencia de potencial en oposicién no se
desprende ninguno. Gracias a la formula E = ¢V la diferencia de potencial nos da informacién
sobre la energia de los electrones mientras que I = % nos la da acerca del niimero de electrones.

Vo
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La intensidad de una onda electromagnética, que es como el cuadrado de su amplitud,
esta relacionada con la densidad de energia. Uno esperaria que mayor intensidad diera lugar
a electrones mas energéticos, pero no es asi, solo se generan mas electrones. La frecuencia
es la que parece determinante, incluso radiacién con poca intensidad arranca electrones si su
frecuencia es alta, por otro lado, por debajo de cierta frecuencia el efecto desaparece, sea cual
sea la intensidad.

Hay algo que no cuadra si imaginamos la radiacion como ondas que chocan contra la
materia. Hay una dependencia en la frecuencia cuando parece que lo 16gico seria que se mostrase
en la intensidad. Es como si en la playa observases que las olas altas mueven a mucha gente,
pero muy poco a no ser que lleguen varias seguidas.

La estructura atémica. Los experimentos dirigidos por E. Rutherford en 1909 sugerian
que los atomos estaban formados por electrones que orbitan alrededor de un nicleo cargado
positivamente. En el movimiento circular la fuerza centrifuga viene dada por mwv?/r con r
el radio. Si pensamos en el atomo méas simple que solo tiene un electrén y un protédn, el de
hidrégeno, esta fuerza sobre el electréon debe estar compensada por la de Coulomb y se obtiene
una relacién entre el radio y la velocidad:

mev? K e? , Ke? 1

=—5 v =—— con K =
r r Mel dmeg

(1)

que lleva a que la energia total del electrén, compuesta por su energia cinética %mev2 y la

, ) 2 . , L.
energia potencial —KTG correspondiente al campo eléctrico, es

1 Ke? Ke?2 Ke? Ke?
E = FEcin + Epot = —mev? — = — .
2 T 2r r 2r

Ahora bien, bajo ciertas hipdtesis que daremos por ciertas, la férmula de Larmor en electro-
dindmica [5] afirma que una particula de carga ¢ y aceleracién a sufre una pérdida de energia
por emisién de radiacion electromagnética con una tasa de variacion en el tiempo %c_3q2a2. En
nuestro caso, la aceleracién es la centripeta v?/r, la que obliga al vector velocidad a torcerse
para seguir el movimiento circular compensando la fuerza centrifuga, entonces

_i(_ KeQ) _ 2Ke*(v?/r)?
dt 2r ) 3c3 ’

Esto implica que r es decreciente, de modo que el electrén tiende a precipitarse hacia el nicleo.
Si suponemos que la variacion de r en el tiempo, al menos inicialmente, es mucho menor que v,
seguird una espiral que da muchas vueltas y nuestra hipdtesis de partida de un movimiento
circular serd aproximadamente cierta. Sustituyendo v2, operando y simplificando se obtiene la

ecuacién diferencial sencilla
. 4K2%et
4+ I =0 con IC:TS
3msic

donde, como es habitual en fisica, los puntos sobre las variables indican derivadas con respecto
del tiempo. Resolviendo la ecuacién diferencial por separaciéon de variables, se obtiene que
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r = r(t) se anula para t = t. con

_ Rg B mgc?’Rg

t,. =2 =_¢ "2
© 3K 4K2et

donde Ry = r(0).

El radio estimado de un dtomo de hidrégeno es Ry ~ 5- 107! y con los valores numéricos
que conocemos, la férmula sugiere que en un tiempo t. ~ 1,3 - 10~!'s el 4tomo de hidrégeno
deberia colapsar a un punto. En general, se deduce que es imposible la existencia de materia
estable, en contra de nuestra experiencia mas obvia, en particular, de que estés siguiendo este
curso.

Por otro lado, se habia observado que el hidrégeno y otros gases, sometidos a altas tem-
peraturas emitia radiacién electromagnética (luz, en el caso visible), con unas frecuencias ca-
racteristicas que dan lugar a las lineas espectrales muy tutiles en astronomia. Los experimentos
de J. J. Balmer y J. Rydberg sugerian que para los elementos alcalinos (que tienen un solo
electrén en su ultima capa) las frecuencias v satisfacian relaciones del tipo

v 1 1
c :R((m +a)? (n2+b)2)

con ny y ng enteros, a y b constantes que dependian del elemento y R una constante universal.
Por consiguiente, parece que, por alguna razén misteriosa, solo ciertas radiaciones electro-
magnéticas relacionadas con enteros estan permitidas y, por tanto, la aplicacion de la férmula
de Larmor que conlleva una variacion suave de r es incorrecta.

1.3. Tres soluciones cuanticas

Historicamente, los problemas citados en la seccién anterior se trataron con argumentos
que en parte apelaban a la fisica cldsica y en parte la negaban. El punto comin era que, por
razones que escapaban a una teoria general, algunas cantidades dejaban de ser continuas y
pasaban a ser discretas a través de multiplos enteros de la constante de Planck.

La radiacion del cuerpo negro. La radiacién electromagnética es tipicamente mas energé-
tica cuanto mayor es su frecuencia v, en el sentido de que parece tener mayor accion sobre la
materia segin lo resenado en el efecto fotoeléctrico. Asi una exposicién prolongada a los rayos X
usados en las radiograffas (con v ~ 3 - 10 s71) puede dafiar nuestros tejidos, mientras que la
luz visible (con v =~ 5 - 10 s71) es inocua. En 1900, M. Planck [9], [10] supuso la radiacién
dividida en pequenos corpusculos de energia hv con h un parametro pequeno. En principio
esto es solo un artificio tedrico, andlogo al utilizado originalmente por Boltzmann para deducir
su distribucién [2], y uno esperaria obtener el resultado fisico tomando h — 0.

Segun la distribucién de Boltzmann, la energia nhyv correspondiente a n corptsculos se

obtiene con probabilidad proporcional a exp ( — Z‘C—"T”) Por tanto, la energia media es

5 g nhwexp (— 22)

E, =
Dm0 €XP ( - %)
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Utilizando las bien conocidas identidades matematicas, que deberias saber probar facilmente,

i r’ = 1 y i = para cualquier |r| <1
n=0 l1—r n—0 (1—r)? ’
se deduce la expresién
— hv

(2) E, =

exp (%) -1
Con lo que nos hemos creido de la relacién con la densidad de energia de radiacion por unidad
de frecuencia, esta viene dada por la férmula de Planck

) 8rhy3c3
uy) = ————.

exp (%) -1
Cuando h — 0 se obtiene u(v) = 87v2kT/c3, la ley de Rayleigh-Jeans que nos daba problemas.
Sin embargo, tomar como h una constante positiva induce un decaimiento exponencial para
frecuencias altas que nos salva de la catastrofe ultravioleta. La solucién de compromiso es
pensar que h es una constante no nula muy pequeia, esto es, que los corpusculos de energia

son fisicamente reales.
Veamos que la férmula de Planck permite deducir la ley de Stefan-Boltzmann. Segun lo

que sabemos,
00 21h 00 3 d
P—C/ u(v)dv = 7T2 / th .
4 /o ¢ Jo exp() -1

Ahora basta utilizar la evaluacion de la integral definida

/°° 23 dx _7;4
o er—1 15

tras un cambio de variable para obtener

270 k4

_ 4 _
P =0T con afm.

Un apunte final, es que, si uno trata de ser riguroso con la historia, Planck no procedié de la
manera descrita y realiz6 varias versiones de su argumento [7], [6]. Por otro lado, seguramente
el desarrollo ulterior de la fisica cudntica ha hecho exagerar a los cientificos y divulgadores
actuales el presunto énfasis de Planck en los paquetes de energia discretos.

El efecto fotoeléctrico. A pesar de que [3] es considerado “el articulo sobre el efecto fo-
toélectrico” de los cuatro famosos de A. Einstein en su annus mirabilis [I1], la verdad es que
estd mas dedicado a la radiacién del cuerpo negro. Ademads, la notacién del apartado que se
ocupa del efecto fotoeléctrico es poco reconocible para un lector actual. Por otro lado, la in-
troduccion del articulo resulta muy cercana, un verdadero pistoletazo de salida de la fisica
cudntica que no desentonaria en un texto actual. Alli se lee:
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La teoria ondulatoria de la luz con sus funciones espaciales continuas ha mostrado
ser un excelente modelo de los fenémenos puramente épticos [...], a pesar de la
perfecta concordancia de la teoria de Maxwell con los experimentos, el uso de
funciones espaciales continuas para describir la luz puede llevar a contradicciones
con experimentos, especialmente cuando se aplica a la generacion y transformacion
de la luz.

En particular, la radiacion del cuerpo negro, la fotoluminescencia, la generacién
de rayos catddicos mediante luz ultravioleta y otros fenémenos asociados con la
generacion y transformacién de la luz parece modelarse mejor suponiendo que la
energia de la luz se distribuye discontinuamente en el espacio. De acuerdo con
este esquema, la energia de una onda de luz emitida desde una fuente puntual no
se distribuye continuamente sobre voliimenes cada vez mayores, sino que consiste
en un numero finito de cuantos de energia que estan localizados espacialmente en
puntos del espacio, se mueven sin dividirse y son absorbidos o generados como un
todo.

Los cuantos (corpisculos) de energia, que Einstein consider6 son lo que mds adelante se
llamarian fotones, las particulas sin masa que componen las radiaciones electromagnéticas, en
particular, la luz. Cada uno de ellos tiene una energia dada por

E=hv con v la frecuencia.

A esta relacion se le llama formula de Planck o formula de Planck-Einstein para evitar confu-
siones con la de la adiacién del cuerpo negro. Planck dividié en corpisculos miltiplos enteros
de hv la energia en la interaccién entre ondas electromagnéticas y materia mientras que Eins-
tein considerd que las propias ondas no son tales ondas sino que estdn compuestas de fotones.
Con esta idea, cada electrén en el efecto fotoeléctrico puede alcanzar una energia hr. En
realidad habra que gastar parte de esta energia W para desprenderlo del metal. De este modo,
la ecuaciéon fundamental que da la energia cinética de cada electrén es
%mezﬂ =hv —W.
Esta formula explica cualitativamente el fenémeno, pero W depende de la estructura del metal
considerado y no lo conocemos, ademads, es de esperar que electrones de diferentes capas del
atomo del metal necesitan diferentes energias. Para evitar ese problema, disminuyamos poco a
poco la frecuencia hasta llegar a una frecuencia umbral v en la que no hay efecto fotoeléctrico.
Se debe cumplir que W, en realidad el W minimo para todos los electrones del metal, es
hvy = W. Si ahora aumentamos la frecuencia y vemos la diferencia de potencial en oposicién Vj
necesaria para parar los electrones, deberfamos tener (recordando £ = ¢V')

h
Vo = g(l/ — ).
Esta relacion lineal concuerda con los resultados experimentales obtenidos por R. Millikan
en 1914 que contribuyeron a que se le otorgara el premio Nobel. Paraddjicamente, su mo-
tivacion era demostrar que Einstein estaba equivocado. La féormula anterior permitié medir
experimentalmente la constante de Planck con cierta precisién [§] tomandola como la pendien-
te de la gréfica de Vg en funcién de v multiplicada por e.
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La estructura atémica. N. Bohr [I] explic6 el dtomo de hidrégeno en 1913 suponiendo
que el electrén describe un movimiento circular uniforme alrededor del niicleo (més adelante,
A. Sommerfeld consideré 6rbitas elipticas) donde la accion a lo largo de cada 6rbita es un
multiplo entero de la constante de Planck h. Este es un caso de la llamada condicion de
cuantizacion de Bohr-Sommerfeld:

%pdq:nh con n € N.

La integral es lo que define la accidon. Sin entrar en detalles, en nuestro caso p es el momento
lineal mev y ¢ es el espacio, de modo que § pdg = mev - 27r. En definitiva, la condicién de
cuantizacién es simplemente el requerimiento de que

meUr = An con n € N.

Equivale a imponer que el médulo del momento angular del electrén en su érbita circular sea un
multiplo entero de h. Esta condicién es un “apano” sin explicacion con la fisica de su tiempo,
pero con los antecedentes de la férmula de Planck y del efecto fotoeléctrico. Al combinar
con la condicién de cuantizacién,
(3) h%n? 1 5 meK?Zet

r=—-—-: —MV” = ———5—.

Kmee? Y 2 2h2n?

La primera férmula implica que las distancias al nicleo toman un conjunto discreto de valores.
La que corresponde a n = 1 se llama radio de Bohr y numéricamente es

h2

= g 529 107 m
€

B
que concuerda con el tamano estimado de un atomo de hidrégeno. La segunda férmula es la
energia cinética del electrén e indica la energia de enlace, lo que nos costaria desligar el electron
del nicleo, por ello es natural asignar al sistema su negativo que denotaremos con E,. Con
lo visto sobre el efecto fotoeléctrico, al pasar de un ns a un n; < ng se emite energia que
corresponde a una frecuencia

E,, - E,, 1 1 meK et
:7:R<———) R= et
v h ¢ n? n3 co Amch3

Esto concuerda, en el caso del hidrégeno, con los experimentos de Balmer y Rydberg y da una
expresion tedrica para la constante R que explica su valor experimental.

Pasar de cualquier ny > 1 a ny = 1 libera energia, en otras palabras, F; es minimo. El
caso n = 1 en la condicién de cuantizacién se dice que corresponde al estado fundamental del
atomo. El nombre es adecuado, pues, por razones que escapan al curso, los estados del dtomo
de hidrégeno correspondientes a n > 1 decaen muy rapidamente al fundamental en condiciones
normales. Desde el punto de vista clasico, parece natural que se tienda a la minima energia,
aunque justamente Bohr credé su modelo para violar las leyes cldsicas que precipitaban el
electrén al nicleo.
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Ejercicios de la seccién 1

EJERCICIO 1. La constante a = e?/(2¢eghc) se llama constante de estructura fina y desempena
un papel fundamental en fisica cuantica cuando se consideran efectos relativistas. Muestra que
es adimensional y calcula a~! — 137 con dos decimales. Un fisico renombrado creyé en 1929
que o' € N y todavia hoy hay alguna numerologia marginal sobre .

1

EJercicIO 2. Comprueba que Rch con R = meK?%e*/(4mch?) y K = tiene unidades de

4meq
energia.
s, .9 4K%e* 1
EJercicio 3. Comprueba que en la ecuacion 77 + K = 0 con K = 225 y K = las
3msc 4d7eg

dimensiones son coherentes.

EJERCICIO 4. Resuelve la ecuacién diferencial del ejercicio anterior, muestra que bajo r(0) =
Ry > 0 se sigue r(t.) = 0 para t, = %K‘le y calcula el valor numérico aproximado de ¢,
cuando Ry = 5- 107! Segiin lo visto en la teorfa, t. aproxima el tiempo que tardarfa en

colapsar un atomo de hidrégeno segun la electrodindmica clésica.

EJERCICIO 5. Demuestra Y o0 o nr™ = r(1—r)~2 para |r| < 1y escribe con detalle la deduccién

de .

EJERCICIO 6. Es bien conocido que y >, n~* = 7%/90. Por ejemplo, se deduce de la identidad

Parseval aplicada al desarrollo de Fourier de 22 — 72/3 en [—m, 7]. Dando esto por supuesto,
oo 23 dx
0 er—1

4 . - _ .z
demuestra = Iz. Indicacién: Expresa (e” — 1) 1 como la suma de una progresiéon

geométrica.

EJERCICIO 7. Escribe los detalles en la deduccion de la ley de Stefan-Boltzmann con un cambio
de variable.

EJjercicio 8. Comprueba que se sigue al combinar la condicién de cuantizacién con .

EJERCICIO 9. Vamos a reproducir un cédlculo que hizo Stefan para estimar la temperatura de
la superficie del Sol. La energia por unidad de tiempo y superficie que nos llega a la Tierra
desde el Sol es Pr = 1367 Jm 2 s~ !. Explica por qué P en la superficie del Sol deberia ser
P 4rd?

= 4oz Pr donde d es la distancia de la Tierra al Sol y R es el radio del Sol. Busca estos dos

valores, sustituye en la ley de Stefan-Boltzmann y deduce la temperatura de la superficie del
Sol.

EJERrcICcIO 10. La superficie de la Tierra es calentada por el Sol y para estar en equilibrio
térmico todo deberia funcionar como si fuera su temperatura la que genera el calor que la
circunda. Con la notacién del problema anterior, trata de justificar por qué es natural suponer
que la energia por unidad de drea y de tiempo es ;5 Pr con r el radio de la Tierra. Suponien-
do en primera aproximacién que se comporta como un cuerpo negro, deduce la temperatura
(media) en kelvin de su superficie con la ley de Stefan-Boltzmann. Indicacién: Nota que Pr solo
llega a la mitad de la Tierra en que es de dia.
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