Primer parcial SEM. MAT. AVANZADA Matemaéticas 25 /mar /2026

1) [1+1.5 puntos] Supongamos que L y m tienen dimensiones de longitud y masa, respectiva-

mente.
2

tiene dimensiones de tiempo.

a) Comprueba que la expresiéon Ty =

b) Si ¢ (x) = L3z e=ma*/(MT) g solucién de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo para un potencial continuo V' = V(z) con V(0) = 0, halla V' y la energia E en
términos de m y Tp.

2) [2.5 puntos] Dando por conocido [a,a!] = 1, donde a y a' son los operadores de destruccién
y creacién, demuestra [af,a"] = —na™"! para n € ZT.

3) [2.5 puntos] Supongamos que en un sistema cudntico el espacio subyacente tiene una base
ortonormal B = {[1),(2),...,|n)}. Justifica la identidad > 7_, (j[u) (v|j) = (v|u) para |u) y
|v) arbitrarios (no necesariamente en B).

4) [2.5 puntos] Sea ¥(z,t) es la funcién de ondas correspondiente a una particula libre en la
circunferencia de longitud L bajo la condicién inicial ¥(z,0) = f(x). Demuestra que para Tj
como en el primer problema se tiene

V3+i
2

V3U(z,Ty) = —if(z) + (f(x — L/3) + f(z+ L/3)).
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1) a) La constante de Planck reducida h tiene dimensiones de energia por tiempo (recor-
demos E = hw) y la energia tiene dimensiones de masa por velocidad al cuadrado (recordemos
E = mc?). Por tanto, dimh = M(LT1)?T = ML?T~!, lo que implica dim Ty = T.

b) Para abreviar, escribamos o = %. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

w” + Vi = EvY que lleva a 2 (wexp(zaz?)" _ p V(z) para x # 0, dividiendo

2m  zexp(—az?)
entre 1/). Derivando, (z exp(—az?))” = ((1 - 2az?) exp(—osz)), = (—6ax + 4a%23) exp(—ax?).
Se obtiene entonces, por continuidad, que para todo z € R

h2
—2—(—604 +40%2?) = FE - V(x).

m
Con z = 0 se deduce E = 3h2 = % Consecuentemente, V(z) = %ﬁ = %x?
2) Procedemos por induccién en n. Si n = 1, entonces [a',a] = —[a,al] = —1 y se cumple.
Supongamos ahora que [af,a”] = —na™! como hipétesis de induccién y queremos deducir
[af,a" 1] = —(n + 1)a™. Se tiene

[af,a" "] = aTa™! — a" et = (afa” — a"aM)a — a"(aa’ — a'a).

El primer paréntesis es —na™"!, por la hipétesis de induccién, y el segundo es [a, aT] = 1. Por
tanto, se obtiene —na"™ — a" = —(n + 1)a"

3) Sean {A\;}7_; y {ur}j—;, respectivamente, las coordenadas de |u) y [v) en B. Es decir,
luy =325 Ajl3) v [v) = > k—; pk |k). El producto escalar es lineal en el segundo argumento
y antilineal en el primero, por consiguiente,

wy =Y iy (ki) = pide
g k=1 k=1

donde en la segunda igualdad se ha usado la ortonormalidad de B. Por dicha ortonormalidad,
(j]u) y (jlv) son las j-ésimas coordenadas de |u) y |v), asi pues,

n n

> Gilu) wlg) =Y Gl (Glv)* ij

j=1 j=1

que coincide con el resultado anterior.

4) Para tal particula libre se tiene

B =Y anbn(@)e B con u(s) = =2l g B, = 2m2h*n?
= " NG n e

Por tanto, tomando t = T

$ TO Z anwn —27rzn

ne”L
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De f(z) = ¥(z,0) y de esta misma relacién cambiando = por z F L/3 se sigue
F@)=> antn(x), fl@—L/3)=> ann(@)e ™3 fl@+L/3)=> aphn(z)e*™/?.
nez nez neZ

Entonces, usando e~27"/3 4 ¢2mn/3 — 9 cos(27n/3), basta probar la igualdad
V3e 2mint3 — i 4 (V/3 + i) cos(2mn/3) para n € Z.

Si n es multiplo de 3, el coseno y la exponencial valen 1 y se sigue el resultado. Si n no es multiplo

—2min®/3 _ ,—2mi(3k£1)?/3 _ —2mi/3 _ _% _ iﬁ y, de

de 3 el coseno es —1/2 y la exponencial e 5

nuevo, se obtiene la igualdad.




