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1. El algoritmo de eliminaciéon de Gauss

Un sistema de ecuaciones lineales es una ecuacion del tipo
AZ=10b

donde A € Myxn v b € Mynux1 son una matriz y un vector fijos y ¥ = (71,...,2,)" es un
vector de incégnitas. Si desarrollas el producto AZ verds que simplemente son m ecuaciones
del tipo a;1z1 + - - - + @i, = b;. La tabla de los coeficientes a;; viene dada por la matriz A y
si la extendemos con el vector b como tltima columna, decimos que es la matriz ampliada del
sistema que se denota con A'. Esto es, AT = (A\l;), donde la barra vertical no indica nada, es
solo para separar.

Se dice que A es una matriz escalonada si sus filas nulas, si las hubiera, estén al final y cada
fila no nula tiene siempre mas ceros a la izquierda que la que estd encima. Para clarificar méas
la situacion e ilustrar el nombre de “escalonada”, aparte de la matriz nula, estas son todas las
plantillas posibles para las matrices escalonadas 2 x 3 distintas de O:

p1 x % p1 o* % p1 ok % 0| p1 = 0| p1 =* 0 0| mp
0 | p2 * )’ 0 O0fp2 )’ 0 0 > A0 O |p2 ) LO O O0)” \0 0 O

donde * indican nimeros cualesquiera y los p; son no nulos. Estos niimeros p; que marcan el
comienzo de un “escalén” se llaman pivotes. Es decir, los pivotes son los primeros valores no
nulos de cada fila. Todo lo que hay bajo los escalones o a su izquierda son ceros y los escalones
siempre deben tener altura uno.

Un sistema de ecuaciones lineales con matriz es escalonada es sencillo de resolver (dando
por hecho que esto sea posible) porque la solucién de la ecuacién correspondiente al ultimo
pivote se puede sustituir en las anteriores para obtener un sistema con una incégnita menos y
repetir el proceso tantas veces como pivotes haya. Esto es lo que se llama sustitucion regresiva.
Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema con matriz escalonada

2.7}1 — X9 — 2%’3 = 6 2 -1 =2
(1) Tro — T3 = -1 A=10 1 -1
3rz = -3 0 0 3


https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/

Resumen del capitulo 1 2

La tdltima ecuacién implica x3 = —1 y al sustituir en las otras se obtiene
2y —wy = 4 con matriz 2 -1
Tro = -2 0 1 ’
Sustituyendo xo = —2 se sigue 1 = 1 con lo que la solucién es 1 = 1, x9 = =2, 3 = —1.

Para practicar con los nimeros complejos, consideremos el ejemplo minimo

(I i)ay+3ice = 2470 o (140 30 P (24T
(1+2)zy = 4430 ¢ “Lo 1+2) " \4+3i)

Despejando x5 de la segunda ecuacion,

4430 (A4+30)(1-2) 4+6+(3-8)i

= = -9
1+ 2 12 + 22 5 ¢

L2

y al sustituir en la primera ecuacién y despejar x1,

24 T7i-3i(2—i)  2+Ti—6i—3 (=14+i)(1—1i) _—1+1+(1+1)£_L,
o 1+ B 1+ o 12 + 12 - 2 -

T

La eliminacion de Gauss o reduccion de Gauss es un sencillo algoritmo que se aplica a la
matriz ampliada para transformar un sistema de ecuaciones lineales en otro equivalente con
matriz de coeficientes escalonada y, por tanto, facil de resolver (si realmente tiene solucién).
Consiste en ir generando ordenadamente en las columnas los ceros necesarios empleando las
siguientes transformaciones elementales en la matriz ampliada:

1. Sumar a una fila un multiplo de otra.
2. Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.
3. Intercambiar dos filas.

En realidad la segunda no es estrictamente necesaria. Para un sistema tipico basta con la
primera, aunque algunos requieren también la tercera.

Estéa claro que una solucién del sistema lo seguira siendo después de aplicar cualquiera de
estas transformaciones, por tanto, no perdemos soluciones. También esta claro que se pueden
revertir, por tanto, tampoco introducimos soluciones extranas.

Veamos como funciona sobre el sistema

21’1 — X9 — 21‘3 = 6 2 -1 -2 6
201 + a0 — 4z = 4 con At — 2 1 —4| 4
—2x1+ 32+ 3x3 = -—11 -2 3 3 |—11

10z1 — 222 — 1023 = 24 10 -2 —-10] 24



Resumen del capitulo 1 3

Cuando en un sistema hay més condiciones (ecuaciones) que incégnitas que hallar, lo natural
es que no tenga solucién, pero no siempre es asi, como veremos en este ejemplo. Conservando
la primera fila fi, queremos crear ceros bajo aj; = 2, el primer pivote. Para ello aplicamos la
primera transformacién elemental en la forma fo — fo — f1, f3 = f3+ f1, fa — fa —5f1. Asi
pues

29 —1 -2/ 6 2 —1 -2/ 6
2 1 4| 4 0 2 —2/-2
2 3 3|-11] 7 lo 2 1]|-5
10 -2 —10| 24 0 3 0|-6

Aunque no sea necesario, para tratar con niumeros enteros pequenos, apelemos a la segunda
transformacion elemental efectuando fo — fo/2 y fa — f1/3. Tras ello, para crear ceros bajo
el segundo pivote age = 1 aplicamos f3 — f3 — 2fa, fa— fa— fo:

2 —1 -2/ 6 2 —1 -2/ 6
0 1 —1/-1 0 1 —1/-2
— 1o 2 1]-5 0 0 3|-3
0 1 02 0 0 1]|-1

Por ultimo, si fy — f1 — f3/3, la tltima fila se anula y llegamos a una forma escalonada como
la de , asi que la solucién es como alli z1 =1, 29 = =2, x3 = —1.

Los ntimeros complejos solo anaden que los calculos se nos puedan hacer mas cuesta arriba
dependiendo de nuestra experiencia. Veamos un ejemplo con dos incégnitas.

2—-ir1—20 = 2 con A+:(2—L -1 i)

ir1+(1+i)ze = 1 i 144
En principio lo natural es proceder con fo — fo — if1/(2 — i), pero dividir por 2 — i no hace
mucha gracia mientras que todos deberiamos saber la tabla de dividir por i que se reduce a
1/i = —i. Asi que para hacer los cdlculos a mano es mas conveniente intercambiar las dos filas
apelando a la tercera transformacién elemental. Con ello, una posibilidad para la reduccién de
i 1+il1 i 140

Gauss es
1
AT — . — ) .
frerfz (2— i -1 2) far fa+(1420) f1 <0 —2+43i 3+2L>

El 14 2i proviene de —(2—1¢)/i = i(2—1). De la segunda fila se deduce a simple vista x9 = —i y
si tu simple vista no funciona aqui, haz el calculo que necesites. Sustituyendo se sigue 1 = 1.

La tercera transformacién elemental, aparte de para simplificar calculos, se usa cuando en
el lugar en que debiera haber un pivote hay un cero. Para ver este punto y ademaés un caso en
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que hay infinitas soluciones, consideremos el ejemplo:

200 +x3 = 3 0 2 1|3
1+ a2 —3x3 = —1 con At =1 1 -3/-1
1+ 3x9 — 223 = 2 1 3 -2 2

No podemos tomar aj; como pivote porque es nulo. Para remediarlo, intercambiamos las
dos primeras filas y después aplicamos, como antes, la eliminacién de Gauss con la primera
transformacion elemental:

1 1 —3/-1 1 1 —3/-1 1 1 —3]-1
02 13 N 02 1|3 — 02 13
13 -2 2 fsmfs=hv \g 2 1] 3 fs=fs=lz - \g o oo

Asi se tiene que x3 es arbitrario, lo cual viene heredado de que la fila nula se lee como la
trivialidad 0 - z3 = 0 que se cumple para todo x3. Asi pues, escribamos x3 = A (donde \ indica
un nimero arbitrario). Entonces zo = (3—\)/2. Sustituyendo en la primera ecuacién se deduce
que la solucién general es
TA—5 3—A

9 y I = T, r3 = A
La incégnita z3 estrictamente no la hemos hallado, solo la hemos cambiado de nombre y hemos
despejado x1 y z9 en términos de ella. En general, solo despejamos las variables correspon-
dientes a pivotes.

Dando a A valores enteros impares obtenemos soluciones enteras sencillas. Por ejemplo,
A = 1,3,5 conducen a las soluciones (1, 1,1)¢, (8,0, 3)%, (15, —1,5)!. Asignar algtin valor sencillo
a los parametros y comprobar que el resultado satisface la ecuacién, apenas requiere esfuerzo
y es una buena garantia de que no nos hemos equivocado en los calculos de la eliminacién de
Gauss.

xr1 =

Los sistemas de ecuaciones lineales no siempre tienen solucién. Un ejemplo muy tonto es
r1+x2 =1, x1 + 29 = 0. Veamos lo que ocurre con la eliminacién de Gauss en un ejemplo con
nuestros nimeros complejos. Consideremos el sistema 2 X 2 que tiene como matriz ampliada

v (6—4i 9+7i|54i
- 1+2i)

6+2; 100
Procedamos sin ningun truco, con el paso natural fo — fo — (6 4+ 2i)f1/(6 — 4i) que lleva al
calculo

6+2i (6+2i)(6+4i) 284360 T+9i
6—4i 62 + 42 52 13

Por otro lado,

7T+ 90 . . 7T+ 90
13 (9+70) 0 y E

C(5+10)=2+4i.
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Asi pues, el resultado del primer y tnico paso de la reducciéon de Gauss es

n (6—4£ 9+7i 5+z)
A — .-
f2'—>f2*%f1 0 0 —-1-2
La tdltima fila nos dice que 0 = —1 — 2, lo cual es una contradiccién.

2. La solucién general de sistema

El propdsito de este apartado es dar un enunciado tedrico acerca de la estructura de las
soluciones de los sistemas lineales que serd 1til a lo largo del curso.

En el estudio de esta estructura desempena un papel muy importante el niimero de pivotes
(escalones) al aplicar eliminacién de Gauss a una matriz A. Llamaremos a este ntimero rango
de A, y escribiremos rg(A). Para tranquilidad del que diga “asi no es como me lo explicaron a
mi”, mas adelante en el curso veremos otra definicién equivalente. Para estudiantes avanzados
que quieran saber por qué esta bien definido, es decir, por qué a mi a y mi primo nos tiene que
dar lo mismo aunque apliquemos diferentes formas de la reduccion de Gauss, la recomendacién
es que piensen en términos de soluciones de sistemas.

El resultado anunciado es el siguiente:

Un sistema de ecuaciones lineales AZ = b con rg(A) =r y A € Muxyn tiene solucion si y
solo si v =rg(AT). En ese caso, eligiendo una solucion Ty, todas las soluciones vienen dadas
por

n—r
fo—l— E )\jUj
7=1

con \; arbitrarios y v ciertos vectores. Ademds elecciones distintas de los \; dan lugar a
soluciones distintas. Para n —r = 0 se entiende que el sumatorio (que es vacio) no aparece,
esto es, que la solucion es unica.

Si tienes alma de matemadtico, entenderds que este enunciado una forma sintética de recoger
las conclusiones obtenidas al aplicar la reduccién de Gauss. Nota que siempre n > r porque
con n columnas caben a lo mas n escalones.

Una observacion importante para este curso es que los sistemas de la forma AT = 6, 1
llamados sistemas homogéneos, siempre tienen la solucién Z; = 0 y asf, cuando esta no es la
Unica solucién, todas las soluciones vienen dadas por el sumatorio.

Una consecuencia del resultado anterior que casi siempre sirve para resolver un problema
de las pruebas de acceso a la universidad se llama teorema de Rouché-Frobenius en los paises de
habla hispana aunque el matematico F.G. Frobenius no tenga tanto que ver con este resultad(ﬂ

!Parece que el nombre fue introducido por el matemético hispanoargentino J. Rey Pastor. En el mundo
anglosajén se llama teorema de Rouché-Capelli, lo que es mucho mdés légico porque tanto E. Rouché como
A. Capelli lo enunciaron y demostraron, aunque no fueran los primeros en hacerlo.
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Dado un sistema de ecuaciones lineales A7 = b con A € M xn s€ cumple:

1) Tiene solucidn unica, y se dice que es compatible determinado, si y solo sin =rg(A) =
rg(A™).

2) Tiene infinitas soluciones, y se dice que es compatible indeterminado, si y solo si n >
rg(A) = rg(A™).

3) No tiene solucion, y se dice que es incompatible, si y solo si rg(A) # rg(A™).

El hecho de que el resultado principal sea tedrico, no impide dar algunos ejemplos. Para

comenzar fuerte, veamos uno con niimeros complejos.
Consideramos el sistema

Tl — (X9 + T3 = 3+,
x1+ize+ (1 —i)xs = 2+,
i1+ x2 + i3 = —1+43i.

La eliminacién de Gauss para obtener la forma escalonada se reduce a:

1 —i 1 3+1i 1 —i 1|3+
i 1—il 241 — 0 2 —i| —1

i1 i =143 PR \o o o] o
Si solo deseamos discutir el sistema, los dos pivotes muestran rg(A) = rg(AT) = 2, donde
A € M3(C) es la matriz de coeficientes, y por tanto el sistema es compatible indeterminado. El
resultado de estructura, nos asegura que todas las soluciones & vienen descritas por & = Zo+ AU
donde A € C es arbitrario. Para obtener unos posibles Iy y ¥, tenemos que terminar de resolver
el sistema. Siguiendo el procedimiento habitual, tomamos x3 = A. La segunda fila nos dice
2ixg = —1 + i\, que dividiendo entre 2i da z9 = (i + \)/2 y sustituyendo en la ecuacién
correspondiente a la primera fila obtenemos z1 = i — A + (5 + iA)/2. En definitiva, todas las
soluciones son

5/2+ i —1+i/2
Z= i/2 +A 1/2 con \eC.
0 1

Por ejemplo, para A = i se obtiene Z = (2, i, i), que claramente cumple las ecuaciones. Con la
notacion del resultado, n =3, r =2, ¥y = (% + i, é,O)t y U] = ( -1+ é, %, 1)t.

Terminamos con un ejemplo correspondiente al sistema homogéneo Ax = 0 con
11 -1 2 =3

(2) A=|-3 -3 4 —6 8
2 2 1 4 -7
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La forma escalonada se consigue con los siguientes pasos:

11 -1 2 -3 11
A — 00 1 0 —1 — 00 1 0 —1
PopiNoo0 3 0 -1/ R0 0 0 0 2
Las columnas que no contienen pivotes son la segunda y la cuarta y corresponden a pardmetros
libres, asi xo = A1, x4 = Ao, mientras que despejando 1, x3 y x4 utilizando las ecuaciones de

abajo a arriba, x5 =0, 3 =0, x1 = —A1 — 2)X9. Con ello
—A1 — 2\ -1 -2 -1 -2
A1 1 0 \ 1 0
Z= 0 =10 0 ( A1> =M | 0 [+X] o0
Ao 0 1 2 0 1
0 0 O 0 0

El paso intermedio es solo para practicar con el producto de matrices, esta claro que las
coordenadas de ¥ y ¥, los dos tltimos vectores columna, vienen dadas por los coeficientes
de A1 y A2 en la expresion inicial para Z.

3. La matriz inversa

La eliminacién de Gauss puede dar diferentes matrices escalonadas dependiendo de cémo
procedamos. Eso si, al aplicarla para resolver un sistema siempre conducira a la misma solucion.
Un ejemplo sencillo es 2x1 + x93 = 4, 1 + x2 = 3. En un paso de reduccién de Gauss se llega a
la matriz escalonada y, con ella, a la solucion:

(2 1’4> — <2 14) — x1=1, 29 =2
1 13) pospiip \ 0 1/2]1 P s

pero si quieres evitar la aparicién de fracciones quiza encuentres m&s conveniente un paso

previo:
2 1|4 . 1 113 . 1 11 3 1 o
1 113) aep \2 1|4) fosfa—2n \ 0| —1| =2 1=1, T2 = 2.

Las matrices escalonadas finales tienen la misma estructura, pero son bien distintas.

Una manera de forzar la unicidad de la forma escalonada es que, una vez aplicada la
eliminacién de Gauss a nuestro gusto, utilicemos la segunda transformacion elemental para
que todos los pivotes sean unos y la primera transformacién elemental para que todos los
numeros encima de cada pivote sean ceros. De esta forma, los unos que conforman los pivotes
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son los Unicos elementos no nulos en su columna. Por ejemplo, para matrices 2 x 3 distintas
de O todos los posibles resultados son:

10*) (1*0) (1**) (Ouﬁ) (01*> (OOL)
(01*’001’000’001’000’000
donde * indican nimeros cualesquiera.

Se dice que esta forma extendida de la eliminaciéon de Gauss es la eliminacion de Gauss-
Jordan o la reduccion de Gauss-Jordan. La matriz resultante se dice que es la forma escalonada
reducida de la matriz de partida.

Seguro que te estas preguntando qué tiene esto de particular. En primer lugar, da las
soluciones de un sistema directamente, sin necesidad de sustituir, en segundo lugar permite
resolver varios sistemas al tiempo si comparten la misma matriz (esto es lo mas importante en
la practica) y finalmente, es 1til para el calculo de la matriz inversa de la que habla el titulo
de este apartado (esto es lo méds importante aqui).

Veamos primero como funciona la reduccién de Gauss-Jordan en el ejemplo anterior. Con
la primera matriz escalonada:

2 1[4y _ (1 122 R 1 0l1
0 1/211) iz \O 1 [2) pimspi—po2 \O 1/2)°
fo—=2f2

El primer paso fuerza a que los pivotes sean 1 y el otro, crea un cero encima del segundo pivote.
La solucién se lee directamente en la ultima columna, marcada en negrita.
Con la segunda matriz escalonada se obtiene el mismo resultado por otro camino:

1 1] 3 . 1 1|3 . 1 0|1
0 —11-2) fo-p \O 112) pispi—£2 \O 1|2/°

A pesar de que la eliminacién de Gauss-Jordan evita la sustitucién regresiva ofreciendo
directamente la solucién (también la evita con pequefias variaciones en el caso de infinitas
soluciones), desde el punto de vista computacional lo que uno gasta en extender el algoritmo
de Gauss al de Gauss-Jordan es comparable a lo que gasta en sustitucién regresiva. Mas
interesante es que la eliminaciéon de Gauss-Jordan permite resolver simultdneamente varios
sistemas con la misma matriz de coeficientes, una situacién comtin en algunos problemas de
ingenieria. En breve, para resolver

AZ=b, AF=by, ... AF=by,

se aplica eliminacién de Gauss-Jordan a (A|byby . . . by,).
Un ejemplo sencillo es la resolucion simultanea de los tres sistemas

201+ 320 =17, 2x1 + 3x0 =11, 221 + 3z = 2,
3131—1‘2:5, 3:131—1‘2:0, 31’1—1‘2:3.
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La reduccién de Gauss de (A|bibabs), resumiendo dos pasos en uno, es

2 3|7 11 2 R 2 3|7 11 2
3 —1|5 0 3) pus2fian \O —11|—11 —-33 0/

Ahora debemos multiplicar la primera fila por 1/2 y la segunda por —1/11 para que los pivotes
sean uno y después crear un cero encima del segundo pivote:

R 1 3/2|7/2 11/2 1 R 1 02 11
Az \O 1] 1 3 0) psf-3f2\0 111 3 0)°

farr—fa/11

Por tanto, las soluciones de los sistemas son (z1,x2) = (2,1), (1,3), (1,0).

Ahora vamos, por fin, con el tema principal de este apartado. Dada un matriz cuadrada
A € M, se dice que A1 € M,, es su matriz inversa si AV A=1Ty AA™ = 1.

En realidad, basta con que cumpla una de las igualdades porque se puede probar que una
implica la otra (aunque no es en absoluto evidente). Dos propiedades de la inversa con respecto
al producto y a la traspuesta que es conveniente memorizar (o razonar) son:

(AB)"'=B'at  y  (A) TP =(a"Y)

No todas las matrices de M,, tienen inversa. Un resultado afirma que la condicién necesaria
y suficiente para la existencia de inversa es que rg(A) = n (que el rango sea maximo). Mas
adelante veremos una caracterizacién con determinantes que quizd te resulte mas familiar.
También puede que recuerdes una féormula con determinantes para calcular inversas. En el
caso de Mo afirma

_fa b 1 1 d —b
A_(C d’) con. ad = be#0 — A _ad—bc<—c a)'

Ademas, si ad — bc = 0 no existe la inversa.
Por ejemplo, se puede comprobar con esta férmula que la matriz

1+2 -2
A= (—2+2z —1—25)

tiene la curiosa propiedad de que coincide con su inversa, A = A~!. La tinica operacién relevante
a hacer es

(14 20)(—1 — 20) — (—2)(—2 + 20) = (3 — 4i) — (4 — 4i) = —1.

Para dimensiones mayores, cuando uno pide a un ordenador que calcule una matriz inversa,
no utilizard esa férmula que quizd recuerdes con determinantes, porque da lugar a una cantidad
ingente de calculos. Para matrices generales procedera por eliminacién de Gauss-Jordan.
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La idea es la siguiente: calcular la inversa de A € M,, es lo mismo que resolver AX = [
donde X € M, es una matriz de incégnitas. Separando las columnas de X y de I obtenemos
que hay que resolver n sistemas con la misma matriz de coeficientes. Si lo piensas, tras esta
interpretacion, se tiene el siguiente algoritmo para calcular la inversa:

(A7) S2ussdordan -y 41y,

La condicién rg(A) = n para que exista la inversa de A € M,, proviene de que en otro caso no
podriamos conseguir la identidad en el lado derecho, ya que esta tiene n escalones.

Calculemos por eliminaciéon de Gauss-Jordan la inversa de la siguiente matriz:

1 2 -1
A= 5 1
-1 1 11

Primero aplicamos la reduccién de Gauss a (A|l),

12 -1]1 00 12 <11 0 0
An — (o1 3|2 10 — fo0o1 3|/-2 1 0
oh 2 \o 3 101 0 1) PR 0 0 17 31

Los pivotes ya son unos y solo resta crear los ceros encima de ellos:

10 75 -2 0 10 0[54 —23 7
— (o1 3]-2 1 o] — (01 0-23 10 -3
hoh=2k\o o 1|7 -3 1) {0 0 1) 7 =3 1

En definitiva,

54 —23 7
Al=1-23 10 -3
7 -3 1

Para dar publicidad (un poco enganosa) al método, supongamos que queremos calcular la
inversa de

00 01
0100
A_l()OO
0010

Este es un ejemplo muy particular pues contiene muchos ceros y entonces los determinantes
que tendrias que calcular, si reniegas de Gauss-Jordan, son bastante inmediatos. De todas



Resumen del capitulo 1 11

formas, habria que considerar, aunque fuera mentalmente, 17 determinantes, lo cual no puede
competir con la simplicidad de

(AlI) —

fierfs facrfa

o O O
O O = O
= o O O
o = O O
o= O O
O O = O
o O O
— o O O
o O O
O O = O
O O O
O = O O

La inversa es la matriz que ha quedado a la derecha.

En favor de lo que ya conoces, si es cierto, como hemos visto, que apenas requiere esfuerzo
escribir la formula general para la inversa de una matriz 2 x 2 si hemos memorizado la férmula
con determinantes. De todas formas, evidentemente, el resultado es el mismo si aplicamos
eliminacién de Gauss-Jordan. Por ejemplo, para

(2 5 , . 1 (3 =5
A= (1 3> la férmula da directamente A~ = (_1 9 ),

donde se ha usado 2 -3 — 5-1 = 1. Para proceder por Gauss-Jordan, efectuamos primero
eliminacién de Gauss y parece conveniente usar un paso previo de intercambiar las filas para
que no aparezcan denominadores:

1 3|10 1 1 3|0 1
All) — — .
( ’ ) fierfe (2 5‘ 1 O> fo—fa—2f1 (O _1' 1 —2)

Para completar Gauss-Jordan, cambiamos de signo fo para conseguir que el pivote sea 1 y
creamos el cero encima de él:

1 30 1 1 03 -5 -1
= (I|1A7).
fQH——)fQ (O 1‘ -1 2) fl’—>f—1—>3f2 <0 1' -1 2 > (4=

Como esperabamos, el resultado es el mismo que antes.
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