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1. La notacién de los conjuntos

En cierto punto del siglo XX, hubo un movimiento en favor de que las matemadticas y
su ensenanza, estuvieran basadas en la nocién de conjunto. Aunque esta opinién ha perdido
fuerza en lo relativo a la educacién, cualquier libro basico de matematicas hace referencia a
los conjuntos sin llegar a definirlos. Tampoco lo haremos aqui (no es nada sencillo) y nos
limitaremos a la idea vaga de que un conjunto es una coleccién de cosas que decimos que son
sus elementos.

Si indicamos un conjunto exhibiendo sus elementos, los encerramos entre llaves. Asi A =
{1,2,7} quiere decir el conjunto formado por los elementos 1, 2 y 7. Para indicar que algo es
elemento de un conjunto, se usan “€”, que se lee pertenece. A veces se especifican los elementos

%))

por una propiedad y para ello es 1til el simbolo “:”con el significado de tal que. Por ejemplo,
& c{0,1,&% O}, 103 € {x € N : x es ntimero primo}.

Aqui N es el conjunto de los nimeros naturales, que recordaremos en breve.
Con A C B se indica que A estd incluido en B (se admite también que sean iguales) y con
A D B que A incluye a B. De este modo,

{seres humanos} C {vertebrados}, {bipedos sin plumas} O {seres humanos}.

Segun la leyenda, Platén afirmé la igualdad entre los dos tltimos conjuntos.
Las operaciones més basicas entre dos conjuntos A y B son la interseccion y la union,
definidas como

ANB={z:xz€Ayuxec B} y AUB={z : x€ Aoz € B}.

En la segunda férmula el “0” no es exclusivo, puede estar en ambos conjuntos. Para que AN B
dé siempre un conjunto, se introduce el conjunto vacio B, el que no contiene elementos. Por
ejemplo, {n € N : n? = 2} = (). Otra operacién comtines A— B={z : 1€ Ay z ¢ B}.
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Dos simbolos de l6gica matematica que aparecen a menudo en combinacién con los conjun-
tos son V y 3, que significan “para todo” y “existe”. La negacién del segundo, la no existencia,
se indica con #. Por otro lado, uno de los conectores légicos més importantes en matematicas
es =, que indica la implicacién. En general, en este curso vamos a intentar minimizar el uso de
estos simbolos sustituyéndolos por palabras. Solo para practicar, una manera barroca de escri-
bir A C B, que solo haria gracia a un matematico, es “x € A = x € B”. También podriamos
decir “x € B se cumple Vz € A”.

Con f: A — B se representa una funcion del conjunto A al conjunto B, una manera de
asignar a un elemento = € A otro y € B, lo cual se expresa como f(x) = y. Podemos imaginar
las funciones como algoritmos deterministas: con una misma una entrada siempre obtenemos
la misma salida.

2. Conjuntos de numeros

Ya conoces los nimeros naturales N = {1,2,3,4,...}, los nidmeros enteros, que anaden
los negativos y el cero, Z = {0,—1,1,—-2,2,-3,3,...}, los racionales Q = {fracciones} y los
reales R, que imaginamos como puntos de una linea. En principio también deberias conocer
los complejos C, que seguramente te pareceran algo raro que “no existe”.

Aunque histéricamente las cosas sean mas complicadas, se pueden entender Z y Q co-
mo extensiones de N que solventan el problema de que no podamos efectuar algunas de las
operaciones elementales.

+ | - | x| =
Si | No | Si | No
Si | Si | Si | No
Si | Si | Si| Si*

OlN|Z

(*) Salvo por cero

En principio R parece innecesario porque podemos hacer las mismas operaciones elemen-
tales que en Q, pero ya los antiguos griegos descubrieron que en algunas de sus construcciones
geométricas aparecian longitudes que no eran racionales, por ejemplo la diagonal de un cua-
drado de lado 1.

Dentro de la teoria actual, intuitivamente los reales completan los “huecos” que quedan
entre los racionales y esto estd relacionado con tomar limites.

Sin entrar en las complicaciones de la teoria, seguramente sepas que al dividir una fraccién
se obtienen cifras decimales que se acaban o que se repiten indefinidamente. Por ejemplo:

1 2
3= 0,125, % =0,5645454 . . ., - = 0,285714285714 . ..

Sin embargo, te puedes imaginar un nimero decimal que ni se acaba ni se repite, por ejemplo

o = 0,101001000100001 ...
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Este ntimero estd entre 0,1 y 0,2, que son racionales, y también entre 0,101001 y 0,101002,
que siguen siéndolo. Podemos crear infinidad de pares de niimeros racionales por debajo y por
encima de «, pero nunca lo alcanzarédn. De alguna manera, los racionales dejan “huecos” y «
esta en uno de ellos.

Representar los nimeros reales geométricamente como los puntos de una recta horizontal,
les da una ordenacién natural (més grande cuanto més a la derecha) y permite establecer
desigualdades, esto es relaciones por medio de los simbolos, <, >, < o > que significan, res-
pectivamente, menor, mayor, menor o igual y mayor o igual.

Con esta imagen geométrica, la distancia entre dos puntos a,b € R es |a — b| donde las
barras representan el valor absoluto:

T six >0,
|z| = .
—x sixz<0.

Esto es, |z| coincide con x olvidando el signo.

Una vez que hemos completado con R todos los huecos de QQ, parece que no es necesario in-
ventar més nimeros. Sin embargo en bachillerato te hablaron de los numeros complejos, C, una
extension de R que constituye un choque frontal con la abstraccién. Histéricamente nacieron
de la necesidad de resolver ecuaciones algebraicas (hallar raices de polinomios). Seguramente
tienes la sensacién de que el resto de los conjuntos de ntiimeros existen y estos no. En cierto
modo, todas las construcciones matemaéticas son artificiales. Mas alla de las discusiones filoséfi-
cas sobre su existencia en el mundo real, el caso es que son muy importantes en ingenieria y
es totalmente necesario que sepas trabajar con nimeros complejos.

La forma habitual de introducir C es como el conjunto {z + iy : z,y € R} donde i es
“algo” que cumple 72 = —1.

Dado un nimero complejo z = x + iy, con z,y € R, se dice que = es su parte real y que y
es su parte imaginaria. A veces se denotan con R(z) o Re(z) y con J(z) o Im(z). Asociado
a un numero complejo z estd su conjugado Z que se obtiene cambiado la parte imaginaria
de signo. Esto es, si z = = + iy, siempre con z,y € R, se cumple Z = x — 1y. El conjugado
respeta las operaciones elementales, que repasaremos a continuacién, es decir, 21 £ 2o = Z1 +2o,
712y =Z1-Z2 Y 21/% = Z1/Z2.

Aunque utilices calculadoras u ordenadores para hacer cuentas, es importante que conozcas
la mecanica de las operaciones elementales en C. Esencialmente lo que tienes que saber es:

= Sumas y restas — triviales.

= Multiplicacién — emplear i = —1.

= Divisién — multiplicar por el conjugado del denominador.
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Respecto al dltimo punto, observa que para z =  + iy se tiene z - Z = 22 — i2y? = 2% + ¢2. El
método para hacer divisiones se basa en que con la multiplicacién por el conjugado se consigue
que el denominador pase a ser real.

Por ejemplo, si 23 = 1+ 2¢ y 20 = 3 — %, no cuesta nada calcular z; + 20 = 4+ i y
z1 — 29 = —2 + 3¢. Para la multiplicacién se operan de la forma habitual los paréntesis:
2129 = 3 — i 4 6i — 2i> = 5+ 5i, donde se ha usado i2 = —1. La divisién, hecha muy despacio,
seria:

2 142 B+9)(1+2) 346i+i+2° 1 7.

31 32 412 10 10 10"

Mucho tiempo después de que se introdujeran los nimeros complejos, se llego a la idea de
que era conveniente asociarlos a puntos del plano. El niimero complejo z = x + iy corresponde
a (x,y). Por el teorema de Pitdgoras, el segmento que lo une con el origen mide /22 + y2,
la raiz cuadrada del producto 2Z que usamos en la divisiéon. Esta longitud es lo que se llama
mddulo o valor absoluto del nimero complejo z y se indica con |z|. Extiende al valor absoluto
en R, de ahi la notacién.

3. Matrices y vectores

Una matriz m x n es solo una tabla de nimeros con m filas y n columnas (altura x base).
Denotaremos mediante M, x,(R) al conjunto de todas las matrices reales m xn. Si uno permite
nimeros complejos, escribiremos M, xn(C) v M,y si no tenemos interés en distinguir los
dos casos. Las matrices cuadradas, con m = n, son mas importantes que el resto y se suele
abreviar m x n por m en la notacién. Por ejemplo M3 (R) son las matrices reales 2 x 2. Se tiene
Mpsxn(R) € Mppxn(C) porque R C C, lo niimeros reales se pueden considerar complejos con
parte imaginaria nula.

Las matrices se suelen denotar con letras mayusculas y sus elementos, los nlimeros que la
integran, con la letra minuscula correspondiente, indicando con subindices la fila y la columna,
en este orden. Por ejemplo,

2 3 5
A= <7 11 13> — alp = 3, ags =11, ao3 = 13.

Muchas veces se escribe A = (a;j), 0 A = (al-j)i’f:l si se quiere indicar el ntimero de filas y
columnas.

La matriz que tiene todos sus elementos cero se conoce como matriz nula y a veces se
denota con O. Entre las matrices cuadradas destacan las diagonales cuyo nombre se explica
por si solo: son las matrices D con d;; = 0 cuando i # j. Si ademds d;; = 1 para cada i, se dice
que tenemos la matriz identidad, denotada por I (o por I, si se quiere indicar su tamafo).
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Una operacién importante sobre las matrices que a este nivel parecera arbitraria es la
trasposicion que consiste en intercambiar filas y columnas. De esta forma, convierte matrices
de M,,,xn» en matrices de M, «,. Se suele indicar con el superindice ¢. Extendiendo la notacién
de niimeros complejos, A indica conjugar todos los elementos de la matriz A. Un par de ejemplos
son:

2 6
A=(1 1| = At—At—@ 1 2)
4 6

(140 2 o (14D =i\ o (1 i
B_<—£ 1) ~ B_<2L 1>’B_<—2L 1)‘

La suma de dos matrices A, B € M,,xn, se lleva a cabo de la manera natural sumando
elemento a elemento. Lo mismo ocurre con la resta. La multiplicacién de dos matrices solo se
define si el nimero de columnas de la primera coincide con el ntimero de filas de la segunda.
Si Ae Mpyxny B € M,y entonces AB € M,,«;. El elemento ij del producto se calcula con
la féormula ), a;;brj. Esto equivale a decir que se hace una operacién como la del producto
escalar habitual de la fila i de A por la columna j de B y el resultado da lugar al elemento ;.

-2

Por ejemplo:
3
101+—210_—111 10111_—24
2 -1 1 311—502’2—1101_—56'
Te preguntards cémo a alguien en su sano juicio se le puede ocurrir que esta es una manera

sensata de multiplicar tablas. Hay un primer indicio acerca de ello al final de este apartado.
En relacién con la suma y el producto, la trasposicion cumple

(A+B)' = A"+ B, y  (AB)' = B'A".

El cambio de orden en la segunda féormula no es ninguna tonteria porque si A, B € M,, es muy
inusual que AB y BA coincidan, en caso de que lo hagan se dice que conmutan. Por si te suena
la terminologia, para n > 1 el producto en M, no tiene la propiedad conmutativa, pero si la
propiedad asociativa. Esto dltimo significa que A(BC) y (AB)C dan lo mismo.

Dicho sea de paso, las matrices O e I son claramente elementos neutros de la suma y de la
multiplicacién de matrices cuadradas. Es decir, A+ O =0+ A=Ay Al =1A = A.

Hasta ahora para ti un wector era una lista ordenada de dos o tres nimeros, sus coor-
denadas. En este curso los vectores seran algo mas general, asi un polinomio o una senal los
consideraremos mas adelante como vectores en un espacio adecuado. Antes de meternos en esas
finuras, es importante que pienses que los vectores de toda la vida, los que conoces, pueden
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tener mds de tres coordenadas si se trabaja en un espacio de mas dimensiones. Entonces repre-
sentamos un vector de los de siempre por una lista de n niimeros y en este curso es conveniente
que estos nimeros estén escritos en vertical, es decir, como una matriz n x 1, lo cual es un
fastidio al escribir un libro o unos apuntes porque las lineas van en horizontal. Un truco que
usaré cuando sea tipograficamente conveniente es levantar vectores “tumbados” con el simbolo
de trasposicion.

El conjunto de todos los vectores formados por n coordenadas se denomina R™ o C", depen-
diendo de si queremos considerar niimeros reales o complejos. Como ya sabes, habitualmente
se indica que algo es un vector escribiendo una flecha sobre su nombre. Asi son ejemplos de
vectores de toda la vida

) L+i
3 L
v= =(2,3,5,7) R y w=]| 0 |ecC>.
. 1
9

El vector con todas sus coordenadas cero, llamado vector nulo, se suele indicar mediante el
simbolo 0.

La mania tan rara de que los vectores ahora estén en vertical proviene de que serd convenien-
te multiplicar matrices por vectores y que resulte otro vector. Concretamente, si consideramos
un vector ¥ como una matrix n X 1 entonces para A € M., se tendrd AT € M,,«1, es decir,
es un vector de m coordenadas. El nuevo vector depende del original de una forma concep-
tualmente sencilla, que méas adelante llamaremos lineal. Cada nueva coordenada viene dada
por una suma de las antiguas con diferentes coeficientes que indican cuanto participan en el
resultado.

La razén de ser de las matrices es que funcionan como “maquinas” que pasan vectores a
vectores (en rigor, A € M,y actia como una funcién f: C" — C™) y que respetan ciertas
propiedades. Si aceptamos esta manera de entender las matrices, tendremos una explicacion
acerca de la extrana definicién de su multiplicacion. Al aplicar la maquina B sobre ¥ y después
la méquina A al resultado, obtendremos A(B%). Si queremos que esto sea la maquina AB
aplicada a ¥, no hay maés remedio que definir este producto de la extrana forma habitual.

Por otro lado, los vectores sirven para representar magnitudes, como las fuerzas en fisica,
en las que no solo es importante el tamafnio o intensidad sino también la direccién, aunque
tienen otras aplicaciones en las que esta motivacién es menos obvia, por ejemplo a los gréaficos
realistas generados por ordenador (CGI) o al tratamiento de senales. La introduccién de los
vectores es relativamente tardia en la historia de las matemaéticas, del siglo XIX. De hecho,
la imparticién en las universidades de la teoria matematica que los involucra, llamada dlgebra
lineal (para ti un sinénimo de Matemaéticas I), no estaba todavia totalmente generalizada a
mediados del siglo XX, mientras que ahora forma parte de cualquier plan de estudios cientifico.
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