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Comentarios

Trataremos ahora a temas mucho menos abstractos que recuerdan a la etapa escolar.
Por supuesto, el enfoque serd nuevo. Un gran protagonista es el algoritmo de Euclides que
ocupa un papel muy relevante en muchas aplicaciones, sobre todo a la criptografia.

1. Divisibilidad

Ya hemos empleado en ejemplos anteriores implicitamente la nocién de divisibilidad. Re-
cordemos su significado: Dados a € Z y d € Z\ {0} decimos que d divide a a o que a es miltiplo
de d o que d es divisor de a, si existe ¢ € Z tal que a = dg. También ha aparecido antes la
notacién bésica al uso: se escribe d | a para indicar que d divide a a. Para practicar con los
simbolos, el significado de esta notacién se resume en la expresion sintética

dla < Jq€Z: a=qd.

Se suele negar d | a con d { a. Por ejemplo, 7 | 21, —8 | 65536, 7 1 22, 8 1 1. Segin la definicidn,
cualquier d € Z \ {0} divide a 0, fuera de ese caso caso especial |d| < |a| cuando d divide a
a € Z\ {0}, donde las barras indican el valor absoluto (el nimero sin signo).

A pesar de que no siempre podemos dividir en Z\ {0}, si que lo podemos hacer si admitimos
una cantidad sobrante pequena. El teorema de la division (o lema de la division euclidea) es
un resultado basico que concreta esa afirmacion:

Teorema de la divisién. Dadosa € Z y b € 7\ {0} existen unos tinicos nimeros
enteros q y r, llamados cociente y resto, respectivamente, tales que

a=bg+r y 0<r<|b.

Por supuesto, b | a si y solo si 7 = 0. La tnica diferencia con lo que sabes desde nino es que
ahora también admitimos nimeros negativos. Como indica el resultado, la politica al respecto
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es que el resto siempre debe ser mayor o igual que cero. Recuerda que en los cursos elementales
se decia que a era el dividendo (lo que se va a dividir) y b el divisor (por lo que se divide).

Ejemplo. Calcular el cociente y el resto al dividir 17 y —17 entre —5.
En el primer caso, 17 = (=5) - (—3) + 2 implica que el cociente y el resto son —3 y 2. En el
segundo caso, —17 = (=5) - 4 + 3 de modo que el cociente y el resto son 4 y 3.

Para la demostracién de la existencia del cociente y el resto se introduce el conjunto
C={a—bqg:q€Z N a—bg>0}.

Nos limitamos a b > 0, el caso negativo es similar (ejercicio) porque bqg = (—b)(—q). Se tiene
C # @ ya que, por ejemplo, a —b-0 € Csia>0ya—>b-a € Csia<0.Sear el menor
elemento de C'. Por definicién, r > 0 y falta probar r < b. Procedemos por reduccién al absurdo.
Sir=a—bgy > bentonces ' =a—b(qo+1) =r—b> 0 también estd en C, lo que contradice
que r sea minimo.

Ejemplo (Tedrico). Demostrar la unicidad del cociente y el resto en el teorema de la divisién.

Digamos que a = bgy + 71y a = bga + 12 con 0 < 71,79 < |b|. Restando las igualdades se
sigue b(q1 — q2) = ro — r1. En particular, b | 71 — 72, pero como |r; — ro| < |b| esto solo puede
darse si 71 = 2 que a su vez implica q; = g2 empleando b(q1 — q2) = r1 — r2.

Un concepto estrechamente ligado a la divisibilidad es el mdximo comin divisor de dos
enteros a y b no simultdaneamente nulos que, como sugiere su nombre, se define como el mayor
d € N tal que d | ay d|b. Usaremos la notaciéon d = med(a,b). Cuando med(a,b) = 1 se dice
que a y b son coprimos o primos entre si.

Nétese que se ha definido el méximo comiin divisor de forma que sea siempre positivo. En
relacion con esto, es insensible a cambios de signo de los argumentos:

mcd(a, b) = med(a, |b|) = med(|al,b) = med(|al, |b]).

Otras propiedades muy sencillas son med(a,b) = med(b,a) y med(a,0) = med(0,a) = |al.
Dejamos sin definir med(0,0) ya que, en cierto modo es oo pues 0 es divisible por nimeros
arbitrariamente grandes.

Ejemplo. Explicar por qué med(—10,25) = 5.

Si comprobamos los niimeros del 1 al 10 veremos que los divisores positivos de —10 son
1, 2, 5y 10. De ellos solo 1 y 5 dividen a 25. El maximo comun divisor es 5 porque es el mayor
de los dos.

Ligado también a la divisibilidad, pero con una importancia menor en el desarrollo de la
teoria, se define el minimo comin miltiplo de a,b € Z \ {0} como el menor ¢ € N tal que a | ¢
y b | c. Escribiremos ¢ = mem(a, b).
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Existe una relacién sencilla entre el maximo comun divisor y el minimo comin multiplo:

|al|b]

—_— Z .
med(a, D) para a,beZ\ {0}

mcm(a,b) =
Mas adelante veremos cémo se prueba. Una consecuencia directa es que si a y b son coprimos,
entonces mem(a, b) = |al[b].

Ejemplo. Calcular mem(—10, 25).
Usando la férmula y el ejemplo anterior, mem(—10,25) = 10 - 25/5 = 50.

De nuevo, el minimo comin multiplo es invariante frente a cambios de signo de sus argu-
mentos.

2. El algoritmo de Euclides

Seguramente ya tienes una idea acerca de cémo calcular a mano med(a, b) cuando a y b son
nimeros naturales pequenios. Ahora vamos a ver un método que aparentemente es mas largo y
complicado. Para justificar esta paradoja hay que apelar a tu corazén de informatico en ciernes.
Si tratases de implementar el algoritmo que conoces seria ineficiente para nimeros enormes.
Concretamente, ningtin ordenador imaginable podria calcular el méximo comun divisor de
nimeros que ocupan cientos o miles de bits en memoria. Sin embargo, con el método que vas
a aprender, en cualquier ordenador actual el calculo lleva una fraccién de segundo.

Este método maravilloso de muchos siglos de antigiiedad (aparece en los Elementos de
Euclides de cerca del 300 a. C., obra importantisima en la historia de las matematicas) es el
algoritmo de Fuclides que consiste en la aplicacién sucesiva de

Tn—1 = TnCn—1 + Tn+1 para 1<n<N

partiendo de ro = a, r; = b con a,b € Z\ {0} y donde ¢,—1 y Tp4+1 son, respectivamente,
el cociente y el resto al dividir r,—; entre r,. El algoritmo termina cuando ryi+1 = 0 (no
podriamos dividir por cero) y se tiene ry = mecd(a, b).

Hay un caso excepcional muy tonto: Si b | a entonces N = 1, en esta situacién obviamente
med(a,b) = |b| y r1 = b con lo que 1 = —mcd(a, b) si b < 0.

Aunque el algoritmo suene lioso, en la practica es mecéanico y facil de recordar.

Ejemplo. Calcular med(—24,10) con el algoritmo de Euclides.
Sabemos que med(—24,10) = mecd(24,10), aunque nada impide aplicar directamente el
algoritmo de Euclides con a negativo. Los céalculos en este caso serian:

n=1 — -24=10-(-3)+6 — co=-3,12=06

n=2 — 10=6-1+14 — c=1,r3=4
n=3 — 6=4-14+2 — =1, r4=2
N=n=4 — 4=2-2+40 — c3=2,1r5=0
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El maximo comun divisor buscado es r4 = 2.

Incidiendo en un comentario anterior, ejemplos como este hacen poca propaganda de las
virtudes del algoritmo de Euclides porque basta un momento de reflexion para convencerse
de que med(—24,10) = 2 sin llevar a cabo précticamente ninguna cuenta ya que los unicos
divisores comunes de 24 y 10 son 1 y 2.

Practiquemos con otro ejemplo que seria mucho mas dificil de hacer “de cabeza”.

Ejemplo. Calcular med(9737,1939) con el algoritmo de Euclides.
Esta vez solo indicaremos las cuentas del algoritmo en si, sin recalcar los valores de n ni
los cocientes y restos parciales:

9737 = 19395 + 42,
1939 4246 + 7,
42 = 7-6+0.

Esta vez hemos terminado en N = 3 pasos. El maximo comun divisor buscado es r3 = 7, el
altimo resto no nulo.

No utilizar la invariancia del médximo comun divisor por cambios de signos en sus argu-
mentos modifica los célculos, incluso el ntimero de pasos puede ser distinto.

Ejemplo. Calcular med(—3991,1963) con el algoritmo de Euclides primero directamente y des-
pués usando que coincide con med(3991, 1963).
Las dos columnas siguientes recogen las dos versiones:

3991 = 1963 -2+ 65, —3991 = 1963 - (—3) + 1898,
1963 = 65-30+ 13, 1963 = 1898 -1 4 65,
65 = 13-540; 1898 = 65-29 + 13,

65 = 13-5+0,
De ambas maneras se obtiene que el maximo comun divisor buscado es 13.

Comentario. Los ejemplos, aunque preparados, no hacen justicia a lo rdpido que es el algoritmo de
Euclies para nimeros gigantescos. El niimero de pasos esta acotado por cinco veces el nimero de digitos
(en base diez). De este modo, con el software adecuado, calcular el méximo comin divisor de ndmeros
con el tamano mencionado al comienzo de este apartado es una trivialidad en un ordenador moderno.

Por el teorema de la division sabemos que en el algoritmo de Euclides r, > 7,41 > 0 vy,
por tanto, el algoritmo termina, el N con rny11 = 0 estd bien definido. La pregunta natural es
por qué ry = med(a,b), en suma, por qué funciona el algoritmo. De nuevo la respuesta esta
en el teorema de la divisién, del cual es ficil deducir con su notacién (ejercicio), med(a, b) =
mcd(b, 7). Aplicando esta relacién en cada paso del algoritmo de Euclides se sigue med(a, b) =
mcd(rp, Tht1) ¥y para n = N se deduce med(a, b) = med(ry,0) = 7.
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3. Ecuaciones diofanticas lineales

Una de las aplicaciones matemaéticas principales del algoritmo de Euclides es la resolucion
de ecuaciones lineales (de grado uno) en enteros. A este respecto, un resultado fundamental es
el siguiente:

Identidad de Bézout. Dados a,b € Z no simultaneamente nulos existen x,y € Z
tales que ax + by = d con d = mcd(a, b).

Comentario. Sorprendentemente, el matemético del siglo XVIII que da nombre al resultado no tiene
demasiado que ver con él. Parece que la atribucién deriva de que se le llamé asi en un libro de algebra
del siglo XX que tuvo gran impacto.

La identidad de Bézout con este enunciado es un resultado de existencia. Por ejemplo,
partiendo de mecd(168,77) = 7 permite concluir que la ecuacién 168z 4 77y = 7 tiene alguna
solucion (z,y) € Z x Z, pero no nos da pistas acerca de cémo calcularla. Es ahi donde entra el
algoritmo de Euclides, que da una prueba constructiva de la identidad de Bézout indicando un
método para encontrar una soluciéon. En pocas palabras, se despeja d de la pentltima ecuacién
y se van sustituyendo las anteriores hasta que todo queda en funcién de a y b.

Con més detalle: Sabemos que rny = d, por tanto, tomando n = N — 1 en la recurrencia,
TN—2ZN—2+TN_1YN—2 = d con (zny_2,yn—2) = (1, —cny_2). Por otro lado, tomando n = N —2
se puede expresar ry_1 en términos de 7ny_o y ry_3 para obtener, sustituyendo, ry_srn_3 +
rN_oyn—3 = d para ciertos xn_3,yn—_3 € Z. Repitiendo el proceso, al final llegamos a axg +
byo = d porque ro =ay r; =b.

Ejemplo. Hallar x e y enteros tales que 168x + 77y = 7.
El algoritmo de Euclides viene dado por

168 =77-2+ 14 T7T=14-547 14=7-240

y nos confirma que med(168,77) = 7. De la pentltima identidad se obtiene 7 = 77 — 14 - 5
Ahora sustituyendo el divisor, 14, utilizando la primera identidad y dejando todo en funcién
de 168 y 77, se obtiene
7T = T7T—(168—-"77-2)-5
= 77—168-5+77-10
= 168(—5) + 77 - 11.

Por tanto (z,y) = (—5,11) es una solucién valida.

Ejemplo. Hallar z e y enteros tales que 29x + 8y = 1.
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Procediendo como antes,

22 _ 2?12 (4% ecuacién) 1 = 3-—2-1

5 — 3.142 — (32 ecuacién) 1 = 3—(5-3-1)-1=5-(—=1)+3-2

3 = 2.1+1 (22 ecuacién) 1 = 5-(~1)+(8—5-1)-2=8-2+5-(-3)
1 1-240 (12 ecuacién) 1 = 8-2—(29—-8-3)-3=29-(—3)+8-11.

Lo cual nos da la solucién (x,y) = (—3,11).

Si tuvieras que programar este procedimiento, posiblemente te llevaria un rato. Ademads,
al hacer los calculos a mano hay que poner cierto cuidado identificando qué nimeros hay que
operar y cuales no.

Existe una manera alternativa de proceder con la que es dificil perderse y permite una
implementacién rapida y eficiente, pues no hay que almacenar todo el algoritmo para ir sus-
tituyendo las ecuaciones, se puede llevar a cabo al tiempo que el algoritmo de Euclides sin
ningln gasto de memoria. Se basa en una tabla del tipo

Co c1 Co ... CN_-1
1 0 ay az ... aN—-1 *
0 -1 bl b2 e bN—l *

donde los ¢, son los cocientes sucesivos del algoritmo de Euclides y los a,, y b, se construyen
con la regla
Gn+1 = ApCp + Ap—1, bn+1 = bncn + bn—l-

Es decir, cada elemento de una fila se multiplica por el cociente que esta encima y se suma
el resultado al elemento anterior. La tltima columna, marcada con asteriscos, no es necesaria,
pero nos puede servir como comprobacién, pues siempre debe dar b/d, —a/d con d = med(a, b).
La columna que nos interesa es la penultima porque (x,y) = (ay—1,by—1) es una solucién de
ax + by = £d. Es facil ajustar el signo a ojo. De todas formas, se cumple que para obtener una
solucién de az + by = d hay que tomar (ay—_1,by—_1) si N (el niimero de pasos en el algoritmo
de Euclides) es par y (—an—1, —by—1) si es impar.

Si estds interesado en saber por qué funciona esto, toma n = N — 1 en el siguiente ejemplo.

Ejemplo (Tedrico). Con la notacién anterior completada con ay = 0, by = —1, probar por
induccién aa, + bb, = (=1)"*1r, ;1 para0 <n < N.

Para n = 0 se reduce a sustituir las definiciones. Por otro lado, las recurrencias para a,
y by, implican aay 41 + bbni1 = (aa, + bby)c, + aan—1 + bb,—1. Por la hipétesis de induccidn,
esto coincide con (—1)"*'r, ¢, + (—1)"r,. La férmula del algoritmo de Euclides asegura
Tn41Cn = Tn—Tnt1 Y, Sustituyendo, se obtiene (—1)”+2rn+2, completando el paso de induccién.
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Ejemplo. Hallar, esta vez con la tabla, una solucién entera de 168x + 77y = 7.
El algoritmo de Euclides nos habia dado los cocientes ¢y = 2, ¢; = 5, co = 2. La tabla se
construye en dos pasos:

2 5 2 2 ) 2
1 0 1 y 1 0 1 )
0 -1 -2 0 -1 -2 -11

y se tiene 168-5+77(—11) = —7, por tanto, (=5, 11) es solucién de la ecuacién buscada (segin
lo dicho, el cambio de signo responde a que hay tres pasos, un nimero impar, en el algoritmo).
Si completamos la tltima columna, obtenemos 11, —24 que coincide con 77/7, —168/7 en
consonancia con la comprobacion antes indicada.

Los posibles signos de a y b no introducen complicaciones adicionales.

Ejemplo. Hallar con la tabla una solucién entera de —29z + 34y = 1.
El algoritmo de Euclides senalando los cocientes es:

—29=34-(-1)+5 — ¢p=-1,
34=5-6+14 — ¢ =6,
5=4-1+1 — =1,
4=1-440 — c3=4.
La tabla asociada a estos cocientes resulta
-1 6 1 4
1 0 16 7
0 -1 1 5 6

de donde (z,y) = (7,6) es una solucién de —29x + 34y = 1. Esta vez no hay que cambiar el
signo porque el nimero de pasos ha sido 4 que es par.

Cuando uno considera en una ecuacion solo las soluciones enteras (o a veces racionales) se
dice que esta tratando una ecuacion diofdntica, en honor a Diofanto de Alejandria que en el
siglo III plante6é problemas de este tipo. Las ecuaciones diofanticas lineales en dos variables
ax + by = c con a,b,c € Z generalizan la que aparece en la identidad de Bézout y surge el
problema de saber si tienen solucion y, en caso afirmativo, cémo hallar todas ellas. La respuesta
es el contenido del siguiente resultado:

Sean a,b,c € Z con a y b no simultdaneamente nulos y d = mcd(a,b). La ecuacion
az +by = c tiene solucién x,y € Z si y solo si d | c. En ese caso, todas las soluciones
(que son infinitas) vienen parametrizadas por

cxo + bt cyo — at

[L'zid s yzid con teZ

donde xg e yg son enteros fijados cualesquiera que cumplen axg + byg = d.
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En términos practicos, si nos piden resolver ax + by = c¢ en enteros debemos aplicar el
algoritmo de Euclides para hallar (zg,y0) y después usar las férmulas para z e y. En realidad,
simplificando ax + by = ¢ por d basta considerar el caso con coeficientes a y b coprimos.

Ejemplo. Halla todas las soluciones enteras de 102z + 75y = 6.
Dividiendo entre 3 se tiene 34x + 25y = 2. El problema estd bien propuesto porque
mecd(34,25) = 1, que divide a 2. El algoritmo de Euclides confirma que este es el caso:

34=25-149 — co=1,
25=9-247 — ¢ =2,
9=7-1+2 — =1,
7=2.34+1 — c3=3,
2=1-240 — c1=2.

La tabla que corresponde a los cocientes c; es:

1 2 1 3 2
1 0 1 2 3 11 25
0 -1 -1 -3 —4 —-15 —-34

donde la ultima columna es solo para la comprobacion. Por tanto una solucién de 34x+25y =1
es (11,—15) o su negativa. En este caso, es (xo,y0) = (—11,15) porque el nimero de pasos del
algoritmo de Euclides es impar (cinco). Aplicando la férmula, obtenemos la solucién general
de 34x + 25y = 2, que coincide con la de 102x + 75y = 6,
2-(—11) + 25t 2-15 — 34t
x:%:—%—i—%t, y:f:30—34t con te€Z.

Por ejemplo, para t = 10 se obtiene que (z,y) = (228, —310) satisface 102z + 75y = 6, lo cual
no es nada obvio a simple vista.

El resultado sobre la solucion de las ecuaciones diofanticas lineales en dos variables es una
consecuencia bastante directa de la identidad de Bézout, .

Ejemplo. Demostrar que, con la notacién anterior, ax + by = ¢ tiene solucién si y solo si d | c.
La implicacién directa “tiene solucién = d | ¢” se sigue facilmente ya que en ax + by = ¢
el primer miembro es divisible por d (porque a y b lo son) y entonces el segundo debe serlo
también.
La otra implicacién “d | ¢ = tiene solucién” proviene de que la identidad de Bezout
asegura que existen xg, yo € Z con ax + by = d y entonces z = xy/d, y = cyp/d son enteros que
satisfacen ax + by = c.

Para el resto de la demostracion, es muy sencillo comprobar que las soluciones anunciadas
realmente lo son. Solo restaria probar que no falta ninguna deduciendo a partir de ax; +
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by1 = ¢ = axa + bys que existe un n € Z tal que x; — x9 = bn/d, yo — y1 = an/d. Si te
gustan las matematicas, supondra un reto completar los detalles por ti mismo o buscarlos en
la bibliografia. En el primer caso te conviene leer antes el primer parrafo del siguiente apartado.

4. El teorema fundamental de la aritmética
Un resultado de divisibilidad que se deduce de la identidad de Bézout es que para a, b, c € Z
ay b coprimos A a|bc = alc.

La manera de obtenerlo es notar que la identidad de Bézout asegura que ax + by = 1 con
ciertos z,y € Z, lo que implica a(c:IJ + %y) = cy se concluye a | c.

La razon para resaltar esta propiedad de divisibilidad es que participa en la prueba de
algunos resultados importantes. Su aplicacion méas famosa es en la demostracion de que todo
entero mayor que 1 se descompone en factores primos. Recordemos que un ndmero primo es
un numero natural distinto de 1 que solo es divisible por si mismo y por 1.

Teorema fundamental de la aritmética. Cada n > 1 entero se puede descom-
poner de forma tnica como

al 02 (893

n=ppy’ - con aj €N y pj <---<pg primos.

Comentario. Actualmente se excluye el 1 de los primos, aunque en siglos pasados se inclufa. Por otro
lado, en algunos contextos es natural admitir primos negativos, aunque nosotros no lo haremos aqui.

Una vez que conocemos el resultado inicial y el teorema fundamental de la aritmética, no

es dificil deducir (ejercicio) que dados n,m > 1 enteros si n = p{* ---p* y m = p?l pgk
entonces
med(n, m) = prlnfn(alﬁl) . _pznin(akﬁk) y mem(n, m) = prlnéx(m,[h) B 'pzléx(ak’ﬁk)

y que estas igualdades siguen siendo validas incluso si admitimos que algunos «o; o 3; sean
nulos. La conclusién es que es posible calcular med(n, m) y mem(n,m) factorizando. Este es
el método que seguramente ya conocias. Es importante recalcar que no suele ser adecuado
para nimeros grandes. Por ejemplo, si n = 2°2 + 40 y m = 2%12 4+ 1 la factorizacién de
estos numeros llevaria a un esfuerzo computacional considerable, sin embargo, un paso del
algoritmo de Euclides nos dice med(n,m) = med(n,39) Més adelante estudiaremos métodos
que permiten concluir con muy pocos cdlculos que al dividir n entre 39 el resto es 23, asi pues,
med(n,m) = med(23,39) y se concluye que n y m son coprimos. Incluso sin conocer estos
métodos, el esfuerzo para hallar 2512 + 1 con un ordenador y dividirlo entre 39 es menor que
el necesario para factorizarlo.
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Comentario. La factorizacién de 2°'2 + 1 no se consiguié hasta los afios 90 del siglo pasado y dio lugar
a algunos titulares en peridédicos. Se necesitaron 700 workstations de la época trabajando en paralelo
durante meses y un superordenador. Este célculo estd todavia muy lejos de lo que puede hacerse en un
ordenador personal actual. No hay buenos algoritmos para factorizar en primos ntimeros de cientos de
digitos (sobre todo si se escogen “con mala idea”). Algunos esquemas criptograficos comunes se basan
en que multiplicar primos enormes es trivial para un ordenador, mientras que recuperarlos a partir del
producto es muy dificil.

A este nivel, nuestro tinico método para descomponer en primos es la division sucesiva que
consiste en ir probando la divisibilidad por primos cada vez mayores.

Ejemplo. Descomponer 1274 y 3809 en factores primos y utilizar el resultado para calcular su
maximo comun divisor y su minimo comun multiplo.

Los primeros primos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19... Como 1274 es par, es divisible por 2,
el primer primo, obteniéndose 1274 = 2-637. Ahora nos ocupamos de descomponer 637. Ya no
es par y probando sucesivamente con primos mayores que 2, vemos que 637 = 7-91. Seguimos
ahora probando a dividir 91 por primos mayores o iguales que 7 para obtener 91 = 7 - 13 que
lleva a la factorizacién 1274 = 2 - 72 - 13. Cuando hacemos lo mismo con 3809, el primer primo
que lo divide es 13 que da 3809 = 13 - 293. La cuestién es decidir si 293 es primo o no. Para
ello no hace falta prolongar nuestra tabla, porque si fuera producto de varios primos, uno de
ellos deberfa ser como mucho /293 = 17,11 ... y habrfa aparecido ya.

Tras las factorizaciones 1274 = 2 - 72 .13 y 3809 = 13 - 293, las férmulas muestran que
20.70.131.293% = 13 es el maximo comun divisor y que 2' - 72 - 131 . 293! = 373282 es el
minimo comun multiplo.

A pesar de que la demostracién del teorema fundamental de la aritmética es asequible con lo
que conocemos, seguramente te resultaria tediosa. El estudiante interesado puede encontrarla
facilmente en la bibliografia. A cambio, veamos la prueba de la relacién entre el maximo
comun divisor y el minimo comtun multiplo. Nos limitamos a enteros positivos, porque cualquier
combinacién de signos se trataria de forma similar. Procederemos desde primeros principios.
Si diéramos por supuesto el teorema fundamental de la aritmética, con las férmulas anteriores,
todo se reducirfa a la igualdad min(a, 8) + méx(a, 8) = a + 5.

Ejemplo (Tedrico). Demostrar la férmula mem(a, b) med(a,b) = ab para a,b € Z7.

Escribiendo d = med(a, b) es facil ver que a = a’d y b =1'd con a’ y b/ coprimos. Con esta
notacién, queremos demostrar mem(a,b) = a’b'd? /d. Obviamente, a’b’d es un miiltiplo de a y
de b. Sea M cualquier miltiplo comtn. Por ser divisible por b, M = d'b'd y utilizando que
también lo es por a, se tiene la cadena de implicaciones:

dd| M = dd|Vdd = d |bd = d|d = d>d = M >dVd.

En definitiva, hemos probado que a’t/d es un miltiplo comtn de a y b y que cualquier otro es
mayor o igual que él, por tanto, mem(a, b) = a’t'd.
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