Inicial primer apellido

Algebra, examen final, convocatoria ordinaria.

1° DEL GRADO EN INGENIERfA INFORMATICA, CURSO 2025-2026 12 DE ENERO DE 2026

APELLIDOS Y NOMBRE D.N.I.

Instrucciones: Justifica todas las respuestas. La duracién es de 3 horas .

Problema 1. Sea la funcién f:N—Q dada por f(n)=1(2n+1)%
(a) [1.5 puntos] Estudia si es inyectiva y si es sobreyectiva.

(b) [1 punto] Encuentra alguna g:Q—N tal que la composicién go f sea biyectiva.

Solucién (a): Para ver si f es inyectiva, consideramos m,n €N con f(m)= f(n). Entonces

1 1
1(2m+1)2: 1(2n+1)2:> 2m+1)2=2n+1)* = 2m+1|=2n+1|=2m+1=2n+1,

va que 2m+1, 2n+1 son positivos al ser m,n>1. De 2m+1=2n+1 obtenemos entonces que m=mn, y por tanto f es inyectiva.

Para ver si f es sobreyectiva, observamos que f(n)= i(?n—i— 1)2>0, asf que no puede existir ningtin n €N con f(n)=—1; como
—1€Q@, f no es sobreyectiva.

Solucién (b): Para n€N, f(n)=1(2n+1)?=(n+3)?; podemos entonces definir g como

n, si g=(n+3)?* para algin n€N,
9(q)= :
1, siq es de otra forma.

Entonces (go f)(n)=g((n+3)?) =n, que es biyectiva por ser la funcién identidad.

Problema 2. [2.5 puntos] Escribe una férmula que dé todas las soluciones (z,y) € Z? de 292+8y=2 y encuentra razonadamente
una de ellas que tenga 100 <y < 129.

Solucién: Comenzamos aplicando el algoritmo de Euclides a los coeficientes de la ecuacién 29z 48y =2.

29 =83+5
8 =51+43
5  =31+42
3 =21+1
2 =12+0

Esto nos dice que el méximo comun divisor de 29 y 8 es d=1.
Hallamos zg,y9 €Z con 29z¢+8yy =1 con el método de la tabla:

3 1 1 1 2
1 0 1 1 2 3
o -1 -3 4 -7 -11

Como hay un ndmero impar de pasos en el algoritmo de Euclides, tenemos que cambiar el signo, y por tanto xg=—3 e yg=11
son solucién de la ecuacion 29z+8y=1. Por lo visto en clase sobre soluciones de la ecuacion de Bezout, se tiene que todas las
soluciones de la ecuacién que aparece en el examen son

2-(—3)+8t 2-11-29¢
ngz—m—&f, =

1 1
Para encontrar una solucién con 100 <y <129, tenemos que hallar un ¢t €7Z con 100 <22—29t¢ < 129. Resolviendo,

=22-29t,  tEZ.



7
100<22—-29¢, 78<—29¢ —;—SZt —2>—£2t,
y también

107
22-29t<129 —29t<107 t>_ﬁ> —4,

asi que el tnico t €Z que cumple simultdneamente ambas desigualdades es t=—3. Por lo tanto, la solucion pedida es

2=—648-(—3)=—30, y=22—29-(—3)=109.

Problema 3. [2.5 puntos| Resuelve el sistema

2x1+4xo+x3+dry = 0,
1 +2x0+x3+x4 = 0,
T1+2x9+3x3—514 0

y escribe el conjunto de soluciones en la forma {\ii+uv: \,u € R} con 4,7 €R?.

Soluciones: Aplicamos Gauss a la matriz asociada al sistema:

2 4 1 o 1 2 1 1 o 1 2 1 1
121 1 |2==02 41 5| =22%(00 -1 3
123 -5 1 23 —5) BFH \oo0o 2 -6
o 1 2 1 - 1 21 rn 1 2 0 4
2Bl o 13;—2+001—3 =200 0 1 =3] ()
00 0 000 O 00 0 O
Esto corresponde al sistema
r1+2x9+4x4 = 0,
r3—3ry = 0
Denotando xzo =\, x4=p, tenemos que
. = —2\—4p,
r3 = 3u

y todas las soluciones son de la forma (—2A—4u,\,3u,1), esto es,
A=2100)+p(—403,1),  ApeR.

Problema 4. Decide razonadamente si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos donde M,, indica el conjunto de matrices
reales nxn:

(a) [0.75 puntos| Para cualquier A€ My se cumple [45A4]|=2025|A].
Solucién: Si A es una matriz cuadrada de orden 2, entonces

|45A| =45%|A|=2025|A],
asi que el enunciado es verdadero.

(b) [0.75 puntos] Un autovalor de A € Mageg también lo es siempre de A*.

Solucién: Si Ao €R es una autovalor de A, entonces es una raiz del polinomio caracteristico p(x) =|A—=z1|, esto es, cumple que

p(Ao)=[A—=AoI|=

Pero el determinante de una matriz cuadrada coincide con el determinante de su matriz traspuesta, por lo que

(A= D)=
Como (A—/\()I)t:At—)\()It:At—Aol,

At I| =0,

y Ao es entonces raiz del polinomio caracteristico para Af. Por lo tanto, Ag es una autovalor de A? y el enunciado es verdadero.



(c) [1 punto] Para cualquier aplicacién lineal f:R® —R3 su nicleo es distinto de {0}.
Solucién: Sea f:R°—R3 una aplicacién lineal. Sabemos que

dim(ker f)+dim(imagen f) = dimR® =5.

Por otra parte, imagenf es un subespacio de R3, asf que dim(imagenf)<3. Entonces

5=dim(kerf)+dim(imagen f) <dim(kerf)+3 = dim(kerf) >5—-3=2,

y por lo tanto kerf no puede ser {6}7 que solo tiene dimensién 0. Por lo tanto el enunciado es verdadero.




