
Maravillas en el país de los determinantes

La fórmula de Cauchy-Binet. Las pobres matrices rectangulares no cuadradas carecen
de determinante, sin embargo, el producto de dos matrices rectangulares puede ser una matriz
cuadrada y hay una fórmula que relaciona el determinante del resultado con determinantes de
trozos cuadrados de las matrices de partida. Esta es la fórmula de Cauchy-Binet que afirma

det(AB) =
∑

S⊂{1,...,n}
#S=m

det(Ac
S) det(Bf

S) para A ∈Mm×n(K), B ∈Mn×m(K)

donde Ac
S significa elegir las m columnas de A especificadas por S y Bc

S elegir las m filas de B
indicadas por S. ¡Ah! y #S indica el cardinal de S, su número de elementos, no es un hashtag.
Normalmente se aplica esta fórmula con m ≤ n, pero tiene validez general si convenimos, como
es habitual, que una suma vacía es nula. Así se obtiene det(AB) = 0 para m > n, lo cual
es cierto porque rg(AB) ≤ mı́n

(
rg(A), rg(B)

)
< m = dim(AB). Por otro lado, si n = m se

obtiene la fórmula fundamental

det(AB) = det(A) det(B).

La prueba de la fórmula de Cauchy-Binet (y, en particular, de que el determinante del
producto de matrices cuadradas es el producto de determinantes) consiste en tener claro cómo
se relacionan los elementos de AB con los de A y B y jugar un poco con las permutaciones.
Lo puedes ver en [3].

En el caso m = 2 con K = R, si llamamos ~c a la primera columna de B y ~d a la segunda,
al tomar A = Bt se sigue

det(AB) =
∣∣∣∣∣‖~c‖2 ~c · ~d

~c · ~d ‖~d‖2

∣∣∣∣∣ =
∑

S⊂{1,...,n}
#S=2

det(Bf
S)2 =

∑
1≤i<j≤n

(cidj − cjdi)2

donde ~c · ~d es el producto escalar habitual, c1d1 + · · · + cndn, y ‖~c‖2 = ~c · ~c, ‖~d‖2 = ~d · ~d. La
positividad del último sumatorio implica

(~c · ~d)2 ≤ ‖~c‖2‖~d‖2

que es lo que se llama desigualdad de Cacuhy-Schwarz, quizá la desigualdad más famosa de las
matemáticas, con permiso de la triangular.

1



El lema del determinante de la matriz. Todos sabemos que det(A+B) = det(A)+det(B)
es, en general, más falso que los euros de madera. Sin embargo, el lema del determinante de
la matriz, traducción libre de matrix determinant lemma afirma que hay una relación entre
det(A + B) y det(A) cuando B es de rango uno. En primer lugar te deberías convencer a ti
mismo de que una matriz B ∈Mn(K) de rango 1 es siempre de la forma ~u~v t con ~u,~v ∈ Kn−{~0}
entendidos como matrices n× 1. El susodicho lema es la identidad

det(A + ~u~v t) = det(A) + ~v tA−1~u det(A)

para A ∈Mn×n(K) invertible. El último sumando es un número, una matriz 1×1, que coincide
con ~v tCt~u donde C es la matriz de cofactores. Esto tiene sentido incluso si A no es invertible,
es decir, si det(A) = 0. En ese caso resulta det(A + ~u~v t) = ~v tCt~u. Para K = R o C esto se
deduce de lo anterior con un argumento de continuidad porque cualquier matriz singular se
vuelve regular con un cambio infinitesimal adecuado en sus elementos.

La prueba de la fórmula en el caso invertible es tan breve e ingeniosa que no me resisto a
incluirla. Cambiando ~u por A~u es fácil ver que basta considerar el caso A = I. La siguiente
igualdad de matrices por bloques se reduce a operar:(

I ~0
~v t 1

)(
I + ~u~v t ~u

~0 t 1

)(
I ~0
−~v t 1

)
=
(

I ~u
~0 t 1 + ~v t~u

)
.

Al tomar determinantes y usando que el determinante de un producto es el producto de de-
terminantes, se sigue 1 · det(I + ~u~v t) · 1 = 1 + ~v t~u, que es justo lo que queríamos probar.

Condensación de Dodgson. ¿Y dónde están las maravillas? Fuera de la comunidad ma-
temática no es universalmente conocido que C. Dodgson, el autor de “Alicia en el país de las
maravillas” bajo el sobrenombre de Lewis Carroll, era matemático (aunque no de primera fila),
además de clérigo y fotógrafo. Dentro de la comunidad tampoco se conoce tanto su contribución
a los determinantes. En [1] se sugiere que la primera prueba impresa del teorema de Rouché-
Frobenius (según la terminología del mundo hispano), la cual se basaba en determinantes, se
debe a él.

La contribución que ha llegado a nuestros días con su nombre es la condensación de Dodg-
son, un método para calcular determinantes basado en la aplicación repetida de la identidad,
llamada a veces identidad de Desnanot–Jacobi válida para matrices A ∈Mn×n(K)

det(A) det(C) = det(An,n) det(A1,1)− det(An,1) det(A1,n)

donde Ai,j es la matriz A sin la fila i y sin la fila j y C es la matriz “interior” (n− 2)× (n− 2)
obtenida al eliminar las filas y columnas primeras y últimas. El método de Dodgson aplica
esta identidad a bloques con n = 3 de la matriz de la que queremos hallar el determinante, de
esta forma, C es un número y los determinantes que se calcular son siempre 2× 2. En [4] está
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reproducido el ejemplo del artículo original [2] con detalle. Según Dodgson «el nombre “con-
densación” parece adecuado [porque] creo que es bastante más corto y simple que cualquiera
empleado hasta ahora [para calcular determinantes]». Esto es opinable, además de que hay un
problema cuando det(C) = 0.

En [4] hay una demostración directa de la fórmula de condensación. Para una divertida
prueba basada en matrimonios promiscuos, mira [5].
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