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1. Definicion y propiedades

El producto escalar en R™ que conoces de cursos pasados paran =2y n = 3 se extiende a
n > 3 de la forma obvia:

—

T y=my1 +T2y2 + -+ Tnyn con = ($1a$27---,xn)ta y= (yly?JZa---,yn)t-

Otra notacién medianamente comun para el producto escalar es (Z, ), sobre todo para gene-
ralizaciones de & - if como las que veremos después.

Esta operacion tan sencilla de multiplicar las coordenadas respectivas y sumar los resultados
es interesante porque estd relacionada con medir longitudes y dngulos. Concretamente, la norma
(longitud) de un vector Z y el dngulo « entre dos vectores Z e ¢ vienen dados por las férmulas

(1) 2| =vz-& vy cos o = con 0 < a<m.
Geométricamente, dos vectores en el plano dibujados como flechas determinan dos angulos (en
sentido antihorario) que suman 27, el que va de Z a ¢ y el que va de ¥ a Z, por convenio se
toma siempre el més pequeno y de ahi la restriccién 0 < o < 7. En matematicas medianamente
avanzadas siempre se usan radianes, asi que este 7 son los 180° de toda la vida.

En algunas situaciones es conveniente considerar maneras de medir generalizadas en espa-
cios vectoriales sobre R. Un ejemplo cotidiano, aunque avanzado para este curso, es que en las
seniales (funciones) reales de periodo T resulta natural medir con (f, g) = % fOT fg. El voltaje
de nuestros enchufes en funcién del tiempo es de la forma f(¢) = Asen(27t/T) con T' = 50
(oscila 50 veces por segundo). Cuando se dice que su corriente es de 230 voltios no significa
A = 230 sino \/(f, f) = 230, lo que conduce a A = 230y/2, por tanto, hay picos de mds de
300 voltios. Este producto escalar permite cuantificar mejor lo que aprovechan los motores
eléctricos de esta corriente oscilante.

La existencia de productos escalares raros ttiles motivé en el desarrollo del algebra li-
neal una definiciéon abstracta muy general de producto escalar, una declaracion de minimos
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requeridos para que algo se pueda considerar que lejanamente tiene que ver con longitudes y
angulos.

Si V' es un espacio vectorial sobre R, se dice que una funcién (-,) : Vx V — R es un
producto escalar (generalizado) si tiene las tres siguientes propiedades:

1) Es lineal en el primer a'rgumentoﬂ Para todo #,7,2 € V, A, u € R se cumple (\Z +
uys Z) = MZ, 2) + u(y, 2).

2) Es simétrica: (Z,y) = (§, %) para todo Z,§ € V.

3) Es definida positiva: (Z, &) > 0 para todo & € V — {0}.

Los espacios vectoriales sobre R en los que hemos definido un producto escalar con estas
propiedades se dice que son espacios euclideos.

Por ejemplo, en la linea de lo dicho antes, (P, Q) = f_ll PQ define un producto escalar en
el espacio de polinomios R, [z] convirtiéndolo en un espacio euclideo. La linealidad se sigue de
la linealidad de la integral:

1 1 1
(AP + pPs, Q) :/_I(AP1+MP2)QZ)\/1P1Q+M/1P2Q=)\<P1,Q)+M<P27Q>~

La simetria es evidente por la conmutativa del producto de polinomios. Finalmente, (P, P) > 0
para todo polinomio P no nulo porque (P, P) = f_ll P? es el 4rea limitada por la grafica de P?
sobre el intervalo [—1,1] del eje X.

En R? se tiene que (¥, %) = r1y1 + 22292 define un producto escalar generalizado, distinto
del habitual. La comprobacién de la primera propiedad es:

(AT + pif, 2) = (Aw1 + py1)z1 + 2(Az2 + py2) 22
= Max121 + 2x220) + p(y121 + 2y222) = M7, 2) + (¥, 2).

La segunda propiedad es bastante trivial y también la tercera, pues (&, ) = 22 + 273 es suma
de cuadrados.

Por otro lado, (Z,%) = z1y2 — z2y1 no define un producto escalar en R2. Se cumple la
primera propiedad, pero no las otras dos ya que (Z,7) = —(¢, %) y (Z,Z) = 0.

La politica que usaremos aqui serd preferir la notacién (Z,y) para los productos escalares
generalizados y reservar Z - ¢ para el producto escalar usual.

En muchas aplicaciones se utilizan espacios vectoriales sobre C. Es muy posible que nunca
te hayan definido en C" ni siquiera el producto escalar “usual”. La féormula es muy similar a
la de R™ con una pequena salvedad. Para 7, € C" se deﬁneE|

fg:x1y1+x252++xnyn con f:(xlvx%"wxn)t: g:(y1>y27"'>yn)t

!Tradicionalmente se pide la linealidad en ambos argumentos, pero por la segunda propiedad, basta hacerlo
en uno.

2En fisica y algunas 4reas de las matematicas las x; y las y; estan intercambiadas de modo que la linealidad
que falla es la del primer argumento.
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donde la barra sobre las y; significa el conjugado. Esto se hace para que la norma ||Z|| definida
como la raiz cuadrada de Z - £ sea un numero mayor o igual que cero. Como ejemplo, si
=02+, 1+ G=(-1+i,2—i) y ¥ =(3,i), se tiene

U1 - Uy = 0, U1 - U3 =7+ 2i, U3 - U1 =7 — 2i, Uy - U3 = —4 + i.

También hay una definiciéon generalizada de producto escalar para espacios vectoriales
sobre C igual a la de R excepto que la simetria de la segunda propiedad hay que cambiarla por

@9 = 7.9

Los espacios vectoriales sobre C con un producto escalar en este sentido generalizado se llaman
espactos hermiticos. Esto es, son los andlogos sobre C de los espacios euclideos.

Hay tres propiedades con nombre que satisfacen todos los productos escalares generalizados,
sobre R o sobre C. Son consecuencias de la definicién (las pruebas no son inmediatas). En este
curso no haremos uso de ellas, pero son demasiado importantes como para no mencionarlas:

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: [(Z, 7)| < ||Z]|||7]]-
Desigualdad triangular: ||Z + ¢ < ||Z| + ||¥]|-

Teorema de Pitdgoras: |7+ 7|* = ||Z]|> + ||7]|* siempre que (Z,7) = 0.

El nombre de la tltima propiedad proviene de que con el producto escalar usual en R?, la
condicién (Z, %) = 0 indica que ¥ e . Si haces un dibujo, verds que & 4+ ¢ mide lo mismo que
la hipotenusa correspondiente a los catetos Z e 4.

Solo para practicar, veamos que los vectores Z, % € C3 (con el producto escalar usual) dados
por = (2+i,1+ i, 1)t 7= (1 —3i,1 —i,1+ 9i) estdn bajo las hipdtesis del teorema de
Pitagoras y cumplen su conclusién. Las cuentas, con un poco de detalle son:

T-7=02+)1+3)+ 1+ +i)+ (1 —9) = (=14 7i) + 2i + (1 — 9i) = 0.

La suma es © + % = (3 — 2i,2,2 + 9i)! y se tienen las normas

1Zl = VIZ+iP+ 1 +i2+12=v5+2+1=E,
17 = /11 = 3i2 + [T — il> + |1+ 9i]> = V10 + 2 + 82 = V04,
17 + g1l = /13— 207 + 22 + 2+ 9iF = VI3 + 4 + 85 = V102.

En consonancia con el teorema, se tiene 8 + 94 = 102, jPitdgoras nunca falla!
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2. Ortogonalidad

En la jerga del algebra lineal se utiliza el término ortogonalidad para indicar perpendicula-
ridad. Es decir, dos vectores # e ¢ son ortogonales si (Z,y) = 0. Si ademds T e ¥ son unitarios
(esto es, ||Z]| = ||y]] = 1) se dice que son ortonormales. Por extension, se dice que una base
B = {i1,...,u,} de un espacio vectorial con producto escalar es base ortogonal si los i; son
ortogonales dos a dos y que es base ortonormal si son ortonormales. Un resultado sencillo
afirma que los vectores ortogonales no nulos son siempre linealmente independientes, por tanto
para comprobar que un conjunto de vectores ortogonales es base de un espacio V basta ver
que contiene dim V' vectores.

Por ejemplo B = {ﬁl = (6,4)!, iy = (2, —3)t} es base ortogonal de R?. Es base porque
estd compuesta por 2 = dim R? vectores y es ortogonal porque i - iz = 0. No es ortonormal
porque ||@1|| = 2v/13 # 1 y tampoco s es unitario.

En R3,
L1 L L1 L L1 .
B={i =841, @ = c(4,-7,-4), @ = £(1,-4,8)'},
9 9 9
La ortonormalidad se sigue comprobando u - e = Uy - U3z = Uz - Uz = 0y [|u1] = ||dz| =
||iz|| = 1. Una vez sabido esto, son base porque hay 3 de ellos.

Un ultimo ejemplo con niimeros complejos cuyos calculos, ya sea completos o parciales, se
dejan al que quiera practicar, es:

B= {ﬁl — (44 30,4, —2 1 60), @y = (4,4 — 3i,—2 — 6i)!, T3 = (—2 + 6i, —2 — 61, 1)t},

que constituye una base ortogonal de C3. Se cumple ||ii|| = ||ila]| = ||if3]] = 9, por ejemplo
i1 ||? = |4+ 3i|? + 42 + | — 2+ 6i|?> = 25 + 16 + 40 = 81. Por tanto al dividir los vectores de B
por 9 se obtiene una base ortonormal.

Ya hemos visto, que la ortogonalidad nos ahorra comprobar la independencia lineal. Otra
propiedad importante es que permite calcular las coordenadas, de manera muy simple, sin
resolver sistemas.

Si B = {iy,...,1u,} es una base ortogonal de un espacio vectorial V', para cualquier
vector £ € V se tiene
<l’, Uj>
=2
;]|

T = x1U1 + Tty + -+ + Tl con x; =

Es decir, ||@;]|~%(Z, ;) son las coordenadas de # en la base B.
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—

Un ejemplo de que esto funciona es hallar las coordenadas de © = (0,2,1)! en la base
ortonormal de R?® considerada antes. En vez de calcular z1, z2 v x3 resolviendo el sistema
U = x111 + X2t + x313, en virtud del resultado anterior, tenemos directamente

—

1:1, xg:ﬁ‘ﬁg:—Q, 1‘3:17-163:0.

3

xl:'ﬁ‘

Es facil comprobar ¥ = @] — 2us y por tanto este calculo es correcto.

Otro ejemplo, esta vez con una base ortogonal, es el cdlculo de las coordenadas de ¥ =
(1,3,7)t en B = {1, i, i3} con

i = (2,2,1), iy = (2,-1,-2)", i3 = (1,-2,2)"

que es base ortogonal de R?. Se tiene ||@;|| = 3 y las férmulas de las coordenadas dan
15 5 15 5) 9 1
TrT1T = — = — To — —— —= —— €rQ = — =
1= 45 T3 2 9 3’ 359

El resultado se comprueba facilmente con & = 5(u; — u2)/3 + us.

Veamos un tltimo ejemplo con nimeros complejos hallando las coordenadas de & = (—5 +
i,6 + i)t en la base ortogonal B = {(1 + i, i), (=2 +i,3 + i)!}. Las cuentas, con detalle, son:

(=54+i)A—=i)+(6+i)(—=i) -3

= = — = —]_
" Ui+ TP 3
(=5+i)(-2—i)+(6+i)(3—i) 30
x2: " - :—:2’
| —2+i]2+ (34 15

que es coherente con & = —(1+i,i)! +2(=2+i,3+ i)'

La moraleja es que hallar coordenadas en bases ortogonales es mucho mas facil que en el
caso general: en vez de resolver sistemas de ecuaciones debemos calcular productos escalares, lo
cual resulta una ventaja computacional inmensa en algunas aplicaciones. Esto motiva buscar
un procedimiento para transformar una base en otra ortogonal. Existe un algoritmo famoso
con tal fin llamado proceso de Gram-Schmidt. La entrada es una base {#7,0a,...,7,} que no
es ortogonal y la salida otra {u, us,..., Uy} que si lo es. Los pasos del algoritmo son

2) =1y =0

Si tras este proceso dividimos @; por |||, lo que se llama normalizacion, los vectores resul-
tantes serdn unitarios y formardn una base ortonormal.
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Veremos mas adelante una interpretacién de en términos de la proyeccién ortogonal. Si
uno la entiende, no es necesario memorizar estas formulas, se pueden deducir sobre la marcha.

Para seguir las cuentas veamos primero un ejemplo muy sencillo en que partimos de la base
de R3
B = {171 = (27070)t7 Uy = (17073)t7 U3 = (3757 7)t}

Segun el algoritmo , tomamos %7 = (2,0,0)! como paso inicial y el siguiente, correspondiente
a j = 2, produce

L 1 2 0
2
ﬁ2252—<v2_:u;> ;=10 -1 ol =10
i o) ale) =G
Finalmente para j = 3 se obtiene
- o - - 3 2 0 0
S o (U3,11) (U3, U2) _ . 6 21 B

TR EE T el 2T\ Taly) "o ls) TG
' 2 7 0 3 0

Es evidente que B = {1, ts, 13} es ortogonal. Si queremos una base ortonormal al cambiar ;
por @;/||i;|| obtenemos una reordenacién de la base canodnica.

Al hilo del ejemplo anterior, ortogonalizar en R™ o C™ es un poco superfluo porque dispo-
nemos de la base candnica que ya es ortogonal. En general, no tenemos nada similar en sus
subespacios y el proceso cobra sentido ahi. Por ejemplo, consideremos

V:{f€R3 : x1—|—2x2—5x2:0}.

Su dimensién es 2. Lo usual es que para hallar una base elijamos o2 = A, 3 =  de modo que

x1 —2X+5u —2 5
T=|x2 | = A = A1 + UUy con U = 1 , Ug= 10
T3 W 0 1

La base {¥1, U2} no es ortogonal. Para forzar a que lo sea, después de tomar @, = ¥ solo hay
que dar un paso de Gram-Schmidt:

. (U, 1)
g = Uy — ~ ot U =
[ |

= O Ot
|
—
I

1
2
1
A modo de comprobacion, esta claro que @ - s = 0 y @e € V. Una base ortonormal seria

1 L1 .
{%(—2,1,0)  e2.) }
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Para practicar con los niimeros complejos, hallemos ahora una base ortogonal del subespacio
[,({771, 171}) C C3 donde

o= (2+3i,1+2,2)" v = (8+7i,—3,—6+2i)"
Como antes, tras tomar u; = ¥1, todo se reduce al célculo

(Ta, 1i71) o (8+7i)(2—3i) + (=3)(1 —2) + (-6 +2i)2 22 _ )
@2 " 124 302 + |1+ 202 + |22 2

Con ello, una base ortonormal es
i =01 = (24+3i,14+2i,2)" vy iy =1y — iy = (6+4i,—4— 2i, -8+ 2i)".
Si queremos comprobar el resultado, debemos verificar u; - @y con

(24 30)(6 — 40) + (1 + 20)(—4 + 20) + 2(—8 — 2i) = (24 + 10i) + (—8 — 6i) + (—16 — 4i) = 0.

Finalmente, veamos un ejemplo con un producto escalar en un espacio de polinomios.

Consideramos la base {1, z, 22} de Ra[z] (los polinomios reales de grado a lo mas dos) con
el producto escalar (P, Q) = fil PQ. Si {P), Py, P3} es la base que se obtiene con el proceso
de Gram-Schmidt, de acuerdo con las férmulas debemos tomar P, =1y

fil lz dx

B fil 122 dx B fil z3 dx 5 1
fil 12 dx

P=x 1=rz, P3:I‘2

T 5 T 3
f,ll dx filx dx

Si queremos una base ortonormal, tenemos que dividir entre la norma y tras algunos calculos

se obtiene
1 3 5
(713 = 3 -0}

Aunque este ejemplo parezca muy abstracto, al generalizarlo a R,,[z] aparece en diversas
aplicaciones, por ejemplo en la forma de los orbitales atémicos.

3. La proyeccion ortogonal

En este apartado vamos a ver una de las construcciones més importantes del curso. Estd
basada en el siguiente resultado:

Sea V un espacio vectorial (de dimensién finita) con producto escalar y W un
subespacio suyo. Para cada ¥ € V existe un tnico @ € W y un tnico # ortogonal
a todos los vectores de W tales que ¥ = W + .
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Al vector @ asociado a ¥ se le llama proyeccion ortogonal de ¥ sobre W y escribiremos
W = Py (7). Si a uno le gusta la teoria, no es dificil ver que Py : V. — W es una aplicacién
lineal sobreyectiva con ntcleo los vectores ortogonales a todos los de W, que se suelen denotar
con W+.

En términos visuales y geométricos, la proyeccién ortogonal es la sombra de un vector
sobre una recta o un plano o sus generalizaciones n-dimensionales cuando los rayos de luz son
perpendiculares a ellos. Hay otras proyecciones que sirven para representar sombras oblicuas,
pero resultan matemdticamente menos importantes y no forman parte de este curso. La idea
mental que debemos tener es algo del tipo:

]

i = vector de partida

Py (V) = proyeccién ortogonal

& Pul®) W = subespacio sobre el que se proyecta

|t — Py (¥)|| = distancia al subespacio

Como se ha indicado, se dice que d(7, W) = ||0— Py (0)|| es la distancia del vector al subespacio.
Realmente es una distancia en el sentido de que indica la longitud del camino mas corto:

| — Pw(0)|| < ||U— || para todo @ € W.

Es esto lo que hace que la proyeccién ortogonal sea tan importante, da la mejor aproximacion
de ¥ € V con un vector de W.

Un esquema comun en las aplicaciones es que V es un espacio demasiado grande para
nuestras capacidades técnicas (limitaciones de almacenamiento, funcionamiento en tiempo real,
etc.) y pasamos a un espacio asequible mas pequeno W. La proyeccién ortogonal hace que la
pérdida de precisién sea minima. Por ejemplo, en cédlculo numérico un problema natural es
aproximar funciones relativamente complicadas por elementos de un subespacio de polinomios
y, una vez definido un producto escalar adecuado, la proyeccién ortogonal sirve para obtener
buenas aproximaciones de manera eficiente. Algo similar aparece cuando uno quiere sintetizar
lo més fielmente posible una senal a partir de cierto subespacio de senales posibles que es capaz
de generar el hardware y, con este fin, se proyecta ortogonalmente sobre dicho subespacio.

Vamos a ver dos métodos para el calculo efectivo de la proyecciéon ortogonal y otro mas
que solo funciona en situaciones muy especiales.

Método 1. Si B = {iy,...,u,} es una base ortogonal de W,

. <27, 121> N <17, 1_[2> - <27a I_L»n> —
PW V) = —— 1 = 2+ -+ TS5 Un.
O =@t @pe [l
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Método 2. Si B = {#1,...,U,} es una base de W (no necesariamente ortogonal, entonces
Py () = A01 + Aol + - -+ + ATy,

donde A1, ..., A, vienen dados por la solucién del sistema de ecuaciones lineales
n
(T N¥ij, ) =0, k=12...,n
Jj=1

A primera vista, puede sonar extrano que esto sea realmente un sistema. En los ejemplos
quedaré claro.
Recordando la definicién, es fécil entender por qué el segundo método funciona: estamos imponiendo que
' — Py (V) sea ortogonal a todos los vectores de W. Tampoco es dificil deducir el primer método si pensamos que
B es parte de una base ortogonal mayor de todo V. Nos estamos quedando con las componentes de los vectores
de dicha base que estén en W y despreciando los que estan en W=, asi que, de nuevo, & — Py (0) sera ortogonal
a todos los vectores de W. Si entendemos estas ideas, no hace falta memorizar las férmulas. También podemos
comprender por qué el proceso de Gram-Schmidt funciona: en cada paso estamos calculando ; = ¥; — Pw, (¥;)
donde W; = L:({ﬁ’l, RN ﬁjfl}) y, como ; € Wji, necesariamente es ortogonal a 1,...,%;—1. Lo dnico que se
estd haciendo es quitar a un vector la proyecciéon ortogonal sobre los anteriores.

Veamos un primer ejemplo con el tnico propédsito de practicar con ambos métodos, pues

mas adelante veremos una manera mucho més breve de resolverlo. Consideremos el problema
de calcular la proyeccién ortogonal de v = (4, 3, —2)¢ € R? sobre

Wz{f€R3:3x1—x2—$3:0}

y hallar la distancia de ¢ a W (geométricamente, la distancia de un punto a un plano).

Una base de W se obtiene resolviendo el “sistema’”, lo cual es trivial en este caso: x9 = A,
3 = p, v1 = (A + p)/3. Asf pues, ¥ = \(1/3,1,0) + 1(1/3,0,1)! y los vectores (1/3,1,0)¢ y
(1/3,0,1)" forman una base. Para evitar fracciones (no es obligatorio) quitamos denominadores
y escogemos en su lugar la base de W

B = {51,%} = {(1,3,0)",(1,0,3)"}.

Para el primer método debemos ortogonalizarla, con este fin, se aplica el proceso de Gram-
Schmidt obteniendo u; = U1 y

I 0 T W G 3 ¢

El factor 3/10 es irrelevante para la ortogonalidad, por tanto, se puede omitir pasando iy —

13—0172 = (3,—1,10)!. Finalmente, aplicando la férmula del primer método se llega a

1 3 1

1 —11
:£ S0 AT el Bl
0 10 -1

Py ()
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Por supuesto, el resultado debe estar en W y es facil comprobar que es asi.

Con el segundo método no necesitamos ortogonalizar la base B = {¥,¥2}. En la férmula
n = 2 y operando (ley distributiva en el primer argumento) se obtiene

{

Ahora esté claro que esto es un sistema. Usando los datos,

U] — MU U1 — XUy U1 =0
'172—/\1171-172—)\2172‘17220

STt

1_)“_’1:137 1_)“_’2:—2, 771'171:10, '171"1_)’\2:'172'_‘1:1, 772172:10

y el sistema es

10\ + A2 =13 . 4 . 1
AL 410X = —2 } - M=y =y
Por tanto la proyeccién ortogonal es
1 1 1
4 1
0 3 -1

que coincide con el resultado anterior.
La distancia del seria:

d(@, W) = |7~ Pw (D) = /3 + (-1)2 + (-1)? = V1L.

Supongamos en R" un subespacio definido por una sola ecuacién
W =A{ZeR" : a1z1 + asza + ... anx, = 0}.

Se puede reescribir como W = {# € R" : @-# = 0}. donde @ = (ay,...,a,)". Imaginemos
que {1,...,U,—1} es una base ortogonal de W, entonces anadiendo @ lo serd de R" y segin
lo visto en la seccion anterior, para cualquier v € R"
TS W TR 7 T tlp—1 v-a

Up+ -+ o5 lUn-1 + 7575 G-

]

Los primeros n — 1 sumando dan la proyeccién sobre W, segin el primer método, y despejando
se obtiene la férmula sencilla:

-1

<L
I

— s
[t

No hay que olvidar que este “tercer método” solo sirve para subespacios como el indicado. Con
minimas variaciones funciona en subespacios similares de C™.
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Ahora podemos rehacer de manera mas simple el ejemplo de proyectar ¢ = (4,3, —2) sobre
W ={Z€R3: 3x; — 23 — 23 = 0}. Se tiene @ = (3, —1, —1)* y la férmula da

Py (7) =7 —

a=(4,3,-1) — ﬁ(3’ —1,-1)" = (1,4, -1)"

que coincide con lo obtenido antes.
Consideremos V = R* y un subespacio W C V dado por
W = {f€R4 : xl—2$2+x3:x1—3x2—|—x3+x4:0}.

Queremos calcular la proyeccién ortogonal de @ = (4,8, —4,12)! sobre W. Ahora no hay atajos,
porque aunque los vectores (1,—2,1,0) y (1,—3,1,1) son ortogonales a los de W no es cierto
que W sea el espacio ortogonal a un solo vector.

Para ambos métodos, calculamos una base de W resolviendo el sistema por eliminacién de

Gauss:
1 -2 1 0 . 1 -2 1 0
1 -3 1 1) fosfo-n \O =1 0 1/°

Con x3 = A, x4 = u se sigue xo = p 'y 1 = 24 — A, por tanto
FeW <& Z=\+uth donde = (—1,0,1,0), & = (2,1,0,1)".

Se tiene entonces que B = {¥}, 72} es base de W.

Para aplicar el primer método debemos hallar una base ortogonal de W El proceso de
Gram-Schmidt afirma que para ello basta reemplazar @ por @ — || ||~2(¥ - #1)71. De esta
forma, la base ortogonal resultante es

{ﬁlaﬁZ} = {(_Loa 170)t7 (17 17 1) 1)t}

Segun la formula, la proyeccién ortogonal es

2y =(9,5,1,5)".

Si aplicamos en su lugar el segundo método, llegamos al sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas:
{ (27—)\1171—)\2272)'171:0, PN { —8 —2A1 +2Xy =0,

(?7— AU — /\2?72) - U 0, 28 +2A1 — 6X9 = 0.

2
La solucién A\; = 1, Ay = 5 implica Py (¥) = o +502 = (9,5,1,5)! que coincide con el resultado
anterior.
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Veamos ahora un ejemplo més abstracto en el espacio de polinomios V' = Ra[z] dotado
con el producto escalar dado por (P, Q) = fil PQ. Queremos calcular Py (822) y d(8z2, W)
donde W es el subespacio que tiene como base B = {P;, P} = {z + 1,2? — x}.

Aplicando el segundo método:

822, Py) — A\ (Py, P1) — Xo(Py, P) = 0, 16163, =0

{ (822, Pt) = M (Py, P) = da(Pr, Po) =0, _ { P-5n=
< 5 15

donde para las cuentas simplifica bastante notar que x™ integra 0 en [—1,1] si n es impar,
por la simetrfa. En particular, como PPy = 2% — x se deduce que (P, ) = (P, P;) =0y
podriamos haber utilizado el primer método, aunque no supone una ventaja en el nimero de
calculos. Los producto escalares de 822 con los Pj son:

1 1
<8x2’P1> :8/ (x3+x2)dw: L; y <8$27P2> :8/ (m4—m3)dx: ?

Mientras que los de los P; con ellos mismos, las normas al cuadrado, son:

1 1 1 9 9
(P, P) = / (x+1)*dx = g y (P2, P) = / (2% —x)?dx = / (=223 +22) dx = 5—1—3
—~1 -1 -1

La solucién del sistema es trivialmente A\; = 2, A2 = 3 y la proyeccién ortogonal resulta
Py (82%) =2(x 4+ 1) +3(2? —z) =322 —z + 2.

Con esto, la distancia es

1 4

d(822, W) = ||82% — Py (82)|| = [|52> + & — 2| = (/ (522 + — 2)2d:c)1/2 =7

-1

Para no olvidarnos de los nimeros complejos, para terminar, calculemos la proyeccién
ortogonal de @ = (2 + i, 1 + 7i)? sobre la “recta compleja” dada por el subespacio

W={zeC?: (1+i)x —3izy =0}.

Tomando z2 = A se deduce z1 = 3(1+i)\/2 por tanto W = L({i}) con @ = (3 + 2i, l)t. Solo
hay un vector y no es necesario ortogonalizar, basta aplicar la formula del primer método con
n = 1. Los calculos con mucho detalle son:

240\ (3 = 3 14+70)-1 /3L 3; 34 3; :
() = DG =30 + (4T <2+2L>:(1+L) <2+2L>:< 3t )
‘%A+ %L‘ +,12 1 1 1'+L
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Ligeramente mas sencillo desde el punto de vista computacional hubiera sido tomar zo = 2X
para eliminar los denominadores. Otra posibilidad es x2 = (14¢)A para no dividir por niimeros
complejos.

El atajo para subespacios definidos por una sola ecuacion no es un realmente un atajo aqui,
porque la férmula del primer método no ha requerido cédlculos adicionales. Si uno se empena
en entender W como espacio perpendicular a un vector 4, hay que tener cuidado en no hacerse
un lio con los conjugados: (1 + i)z — 3ize = (21, 22)" - (1 — i,3i)! de modo que habria que
tomar @ = (1 — i,3i)! o uno de sus miiltiplos.

4. Matrices ortogonales y unitarias

Comencemos directamente con la definicién matematica para después dar una breve moti-
vacion.

Se dice que una matriz A € M,,(C) es unitaria si sus columnas forman una base ortonormal
de C™ y se dice que es ortogonal si cumple lo mismo reemplazando C por R.

Se mire como se mire, los nombres no son muy afortunados, pero estin demasiado asen-
tados como para tomar iniciativas en su contra. Seria mas logico llamar a ambas “matrices
ortonormales”.

Si uno tiene clara la forma en la que se multiplican matrices, no es dificil ver que el hecho
de una matriz A € M,(C) o A € M,(R) sea unitaria u ortogonal es equivalente a que se
cumpla la igualdad matricial

AA=1,
donde la barra indica el conjugado (por supuesto es superflua en el caso de matrices ortogo-
nales). También es equivalente a AA' =T o A*A = I. En particular, las matrices unitarias y

. . - . 1t
ortogonales tienen una inversa ridiculamente sencilla, A=! = 4.

Aqui van algunos ejemplos 2 x 2 de matrices ortogonales y unitarias:

3/5 4/5 1 /(5 12 1(V2+i —i 0 —i
(—4/5 3/5)’ 13 (12 —5)’ 2( i —ﬂ—H)’ (z o)'
Las dos primeras son ortogonales si las consideramos en A € M, (R) y unitarias si las con-
sideramos en A € M,,(C). Las dos tltimas son unitarias y no tiene sentido plantearse si son
ortogonales porque no son matrices reales. El calculo detallado de que la tercera matriz es
unitaria seria:

AtA:1<\/§_—z —i ><\/§+z —i >:1<3+1 0>:1.

4 i V2 - i —V2+i 4\ 0 341

La propiedad de ser unitaria u ortogonal es tan singular que practicamente cualquier matriz
que nos inventemos no lo sera.
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Con matrices diagonales es posible encontrar ejemplos sencillos en dimensién mayor, por
ejemplo cualquier matriz diagonal A con a;; € {—1,1} serd ortogonal y, en general, si los a;;
son numeros complejos de médulo uno, serd unitaria. Dos ejemplos de dimensién 4 son

1 0 0 O ¢t 0 0 O
1+i

0O -1 0 O v 0 /2 0 0

0O 0 -1 0 0O 0 1 0

0 0 0 1 0O 0 0 -1

Un ejemplo de matriz ortogonal no diagonal en dimensién 3 es:

1 8 4 1
9 4 -7 -4
1 -4 8

En cuanto uno tenga un minima curiosidad matematica se preguntard a qué vienen estas
definiciones. La gracia de las matrices unitarias y ortogonales es que preservan el producto
escalar usual, es decir, que son las matrices que cumplen

A Aj =7 7.

Geométricamente, los casos n = 2 y n = 3 corresponden a las transformaciones que fijan el
origen y preservan las distancias (lo que corresponde al caso & = 7 en al férmula anterior). Son
por tanto las matrices que representan giros y simetrias o la composiciéon de ambos.

Las matrices unitarias parecen ser objetos demasiado matematicos, pero aparecen en di-
ferentes aplicaciones. Por ejemplo, quiza en libros o libros de divulgacién hayas visto que el
modelo estandar que clasifica las particulas elementales (como los quarks) utiliza el grupo de
simetrias SU(3) x SU(2) x U(1), pues bien, SU(NV) significa las matrices unitarias de My (C)
que tienen determinante 1y U(1) los nimeros complejos de médulo 1, que se pueden identifi-
car con las matrices unitarias 1 x 1. En general, U(/N) es el nombre que recibe el conjunto de
matrices unitarias de My (C).
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