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Escribe cuidadosamente la respuesta: presenta una solucién razonada y justificada, indicando los detalles
y explicando el método utilizado.

1. (2 puntos) Considera la siguiente matriz. Su ntcleo contiene el vector (columna) (1,1, -2, —1)%.

(a)

0 3 1 1
A=10 -3 -2 1
0 -4 -3 2

Calcula el rango de A.
Solucion. Por el teorema del rango-nulidad,
rk(A) + dim N(A) = 4.
Podemos encontrar dos vectores independientes (es decir, no proporcionales) en el niicleo:
(1,1,-2,1)" y (1,0,0,0)".
Por tanto, dim N(A) > 2. El rango de A es al menos 2, porque tiene menores 2 X 2 no nulos, por

ejemplo det (_12 i) =3 # 0. Como dim N(A)y rk(A) son ambos al menos 2 y suman 4, ambos

son iguales a 2. O
Encuentra una base del nticleo de A.

Solucion. Ya hemos visto que dim N(A) = 2, por tanto la base tendrd 2 vectores. Ya tenemos dos
vectores en el nicleo, y son independientes, asi que forman una base:

{(L 17 727 1)t7 (L 0,0,0)t}

Encuentra una base de la imagen de A.

Solucion. Como rk(A) = 2, necesitamos 2 vectores independientes, es decir, no proporcionales, del
espacio que generan las columnas de A. Por ejemplo,

{(3,-3,4)",(1,-2,-3)"}.

2. Considera los vectores

-5 3 1

(%) -1 , U2 1 ,173 = -1
6 -3 -3

Sea W = span(ty, U2, U3) el espacio que generan.

(a) Calcula la dimensién de W.

Solucion. La dimensiéon de W es el rango de esta matriz:

-5 3 1
A=[-1 1 -1
6 -3 -3

Tiene determinante 15 —18+3 -6+ 15—9 = 0, por lo que rk(A) < 2. por otro lado, tiene un menor

3 11> = —4 # 0. Entonces, dim(W) = 2. 0

2 x 2 no nulo, por lo que rk(A4) > 2: det (1



(b) (Es B = {¥1, Ua, 03} una base de W? Si no, encuentra una base de W.

Solucién. No es una base, porque son 3 vectores y dim(W) = 2. Si cogemos 2 de ellos, por ejemplo,
{¥1, U2}, vemos que son independientes al no ser proporcionales, y son 2, as{ que forman una base. [

(c) (Es B = {#, 72,73} una base de R3?

Solucién. No, porque B genera W, que tiene dimensién 2 y por tanto no es todo R3, que tiene
dimension 3. O

Solucion. No, porque hemos visto que son dependientes: la matriz A tiene rango 2. O

3. (3 puntos) Considera la siguiente matriz.

(a) (1 puntos) Sea f la aplicacién lineal R?* — R? que tiene matriz B respecto de la base estdndar de
R3. Encuentra la matriz de f respecto de esta base de R3:

0 1 0
B={1].[1].]-1],
0 —1 1

Solucion. La solucién es

Tenemos que

0 1 0100 , “1]0 1 0\ ,
1 1 —1]lo 10 | L2200 1 o010 0 | L2zl
0 -1 1[0 0 1 0 -1 1 ]0 0 1) Frfath
10 —1]-1 1 0 0 0l0 1 1
01 011 0o | L2t s g 1 001 0 0
00 1]1 01 00 1|1 0 1
Asi que la respuesta es
01 1 1 0 O0\/0 1 0
Cessn-B-Cpuegy=1[1 0 0 1 -1 -1 1 1 1] =
1o 1/\=1 2 2/)\o -1 1
011\ /0 1 0 100
1 00|l|-1 1 o|l=]0o 10
101 2 —1 0 2.0 0

Observamos que la matriz casi es diagonal: el segundo y tercer vector que nos han dado son autovec-
tores, con autovalores 1 y 0, respectivamente. O]

(b) (1,5 puntos) Encuentra, si existe, una base de R? respecto de la cual B sea diagonal. Si no existe,
justifica por qué no.



Solucion. Calculamos el polinomio caracteristico de B:

1-A 0 0\ . R
det(B—Ald)=det [ 1 —1-x —1 | 821 x)det ( 5 o_ A) =
1 2 2-a

T=N((-1=2)2-N+2)=1-NA\ =) =-\A-1~

Por tanto, los autovalores son 0 y 1. Tenemos que encontrar 3 autovectores independientes para que
B sea diagonalizable.

Con autovalor 0, ya nos han dado un autovector: (0,—1,1)%.

Con autovalor 1, nos han dado un autovector: (1,1,—1)!. Esperamos encontrar otro (porque 1 es
una raiz doble del polinomio caracteristico). Sera otro vector del nicleo de

0 0 0
B-Ild=|1 -2 -1
-1 2 1

Esta matriz tiene rango 1 asi que si tiene dos autovectores independientes. Otro autovector indepen-
diente es (1,0,1)*. Por tanto, una base posible es

{(17 07 1)tv (17 17 _1)t7 (07 _17 l)t}'
O

(0,5 puntos) Encuentra, si existe, una matriz D tal que D=1 BD sea diagonal. Si no existe, justifica
por qué no.

Solucion. D tendra que ser una matriz cuyas columnas sean una base de autovectores:
1 0

1
D=0 1 -1
1 -1 1

4. (2 puntos) ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.

(a)

Si una matriz A tiene algunos menores 2 X 2 nulos y otros no nulos, entonces su rango es al menos 2.

Solucion. Verdadero. Hemos visto en clase que si A tiene algin menor 2 X 2 no nulo, su rango es al
menos 2. O

La matriz ( > es diagonalizable.

1 2

0 1
. . . Lo 1-A 2 9 .

Solucion. Falso. Su polinomio caracteristico es det 0 1-\)= (1= X)?, y por tanto su tnico

0 2 o

0 o) y esta matriz tiene rango 1,

asi que sélo hay un autovector independiente, y no 2. O

autovalor es 1. Sus autovectores son los vectores del nicleo de (

x
La aplicacién f: R® - R2dadapor f [y | = (i) es lineal.
z

e . t t ’
Solucién. Verdadero: para dos vectores (x1,y1,21)%, (22, Y2, 22)" y dos nldmeros reales «, £3,

T To azxy + Bxs
axy + px
flelw ] +8[vw]|=7F]ay+By: —(amlJrng);
21 29 azy + Bz ! 2



X1 Z2
aflyi | +8f |y | =« (ii) +5(§;) - (Ziiigii)

Z1 Z2

Solucion 2.

< 8

f Y /2N (10 0

1= \e) 7\ 0 o
z

La aplicacion es la multiplicaciéon por una matriz, asi que es lineal. [

(d) Si A es una matriz m x n y B es una matriz [ X m, las columnas de BA son combinaciones lineales
de las columnas de A.

Solucion. Falso. Para empezar, las columnas de A tienen m entradas, y las de BA tienen [ entradas,
y no tiene por qué ser m = [. Aunque fuera m = [, podemos tener:

11 0 1 0 0
=00 0) = o) o= 0)

y (0,1)! no es dependiente de (1,0)%. O



