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17 de enero de 2024.

Escribe cuidadosamente la respuesta: presenta una solucién razonada y justificada, indicando los detalles
y explicando el método utilizado.

1. (1,5 puntos) Decide si el siguiente sistema es compatible o incompatible, y si es determinado o indetermi-
nado, en funcién de los parametros a y b.

r “+ay —+az = a
x +ay 4z = b
y +z = a
Solucion. Podemos restar la primera ecuacion de la segunda:
r tay +az = a
(I-a)z = b—a
Y +z = a

Ahora podemos distinguir dos casos:

Caso 1: a =1. En este caso la segunda ecuacion es 0 = b — 1. Si b # 1, el sistema es incompatible. Si
b =1, el sistema es el siguiente, ignorando la ecuacién 0 = 0:

r +y +=z 1
y +z = 1

Restando la segunda ecuaciéon de la primera, tenemos el siguiente sistema escalonado reducido, que es
compatible indeterminado (z puede ser la variable independiente):

T = 0
y +z = 1
1 1 1
Caso 2: a # 1. En este caso la matriz de coeficientes del sistemaes | 0 0 1 |, que es invertible, porque
0 1 1
intercambiando las filas 2 y 3 se vuelve triangular sin ningin 0 en la diagonal (es decir, su determinante
es —1). Al ser invertible la matriz de coeficientes, el sistema es compatible determinado. O
2. (1,5 puntos) Encuentra la inversa de esta matriz:
5 —4 0
-1 1 0
0 1 1
Solucion. Por eliminacion:
5 —4 01 0 0 1 -1 0|0 -1 0 . 1 -1 0/0 -1 0
1 1 0]0o 10 | s —a 0|1 0 0|70 1 01 5 0
0 1 1|0 0 1 0 1 1j0 0 1 0 1 1|0 0 1
. (1 -1 0] 0 -1 01 100/ 1 4 0
ol g 1 ol 1 5 o | Ao 1001 5 0
0 0 1|-1 -5 1 0 0 1|-1 -5 1
1 4 0
La inversaes | 1 5 0 O
-1 -5 1



3. (2 puntos) Considera esta base de R*:

1 0 0 0
0 1 0 0
Bl - 1110111110
0 0 0 1

Sea f: R* — R? una aplicacién lineal, que tiene la siguiente matriz respecto de la base B; y la base

estandar de R2:
1 3 01
2 3 1 0/

(a) Encuentra la matriz de f respecto de las bases estdandar de R* y R2.

Solucion. Sélo hay que cambiar de base en el dominio. La matriz que buscamos es

1
130 1), (13 0 1\[ o0
2 31 0)7%8~\2 31 0/)]|-1

0
1 3 01
33 1 0/

(b) Encuentra las coordenadas de f((1,2,3,4)!) en la base estdndar de R2.

—1

{1301
“2 310

O O = O
O = OO
= O O O
O = O
o O = O
O = O O
= O O O

Solucion. Las coordenadas son

=W N

(c¢) Encuentra una base del niicleo de f.

Solucion. Ya hemos encontrado la matriz en la base estdndar, asi que podemos simplemente usar
eliminacién en esta matriz. Tiene rango 2 (por ejemplo, las 2 wltimas columnas son claramente
independientes), asi que el nticleo tiene dimensién 2. Podemos encontrar 2 vectores independientes
del nucleo aprovechando estas columnas: hacemos x = 0,y = 1 para un vector, y z = 1,y = 0 para
el otro. Obtenemos:

1 0
0 1
-3)|-3
-1 -3

(d) Encuentra una base de la imagen de f.
Solucién. Como la matriz tiene rango 2, su imagen tiene dimensién 2, y como esté contenida en R?,
la imagen es R?. Una base es la base estdndar de R?: { ((1)> , <(1)) } O

4. (1,5 puntos) Encuentra una matriz C tal que C~*AC sea diagonal, donde A es esta matriz:

2 0 -1
A= 4 -2 -4
-2 2 3



Solucion. Encontramos el polinomio caracteristico:

2—-A 0 -1

det [ 4 —2-x —4 | =@2-Ndet (_22_ A 3__4A) ~ 1det <_42 S A) -
2 2 3.2

(2=N)((=2=X)(B=XN)+8)—(8—2(2+X)) = (2= N (N2 =A+2)—=2(2—-)) = (2= (A2 =)) = AA—1)(2—)\).

Por tanto, los autovalores son 0, 1 y 2. Hay que encontrar un autovector para cada autovalor. Para el
autovalor 0, buscamos el nicleo de la matriz, por eliminacién:

2 0 —1\ fo=fo—2fi (2 0 -1

4 -2 —4| BB o 2 9
-2 2 3 0o 2 2
Podemos ver a ojo que (1,—2,2) estd en el nicleo.
Para el autovalor 1, hacemos lo mismo:
1 0 -1 f2‘>f27‘21f1 1 0 -1
4 =3 —a| PPy 3 0
-2 2 2 0o 2 0
Tenemos el vector (1,0, 1).
Para el autovalor 2, hacemos lo mismo:
0o 0 -1
4 —4 —4
-2 2 1

Tenemos el vector (1,1,0). Por tanto, una posible matriz C' es

5. (3 puntos) ¢ Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.

(a)

Si A es una matriz cuadrada que cumple que det(A) = 0 y B es el resultado de hacer operaciones
elementales en las filas de A, entonces det(B) = 0.

Solucion. Verdadero. Hemos visto en clase que hacer operaciones elementales en las filas es lo mismo
que multiplicar por matrices a la izquierda. Como el determinante del producto es el producto de
determinantes, el resultado serd multiplicar el determinante de A por algin nimero, que tendra que
dar 0. O

Si A es una matriz, no necesariamente cuadrada, y b es un vector que cumple que el sistema AZ =b
es compatible determinado, entonces el sistema AZ = 0 también es compatible determinado.

Solucion. Verdadero. El sistema siempre es compatible, porque A0 = 0. Si fuera indeterminado,
habria alguna solucién més, Zy # 0. Entonces, si tomamos una solucién Z; de AZ = b (que existe
porque el sistema es compatible), tendriamos que Z; + Zo también es solucién:

Ao+ 7)) = ATg+ ATy =0+b=b.

Por tanto, habria dos soluciones distintas de AZ = 5, y seria indeterminado. O

Si A y B son matrices inversas una de la otra, y se aplican tanto a A como a B las mismas operaciones
elementales en sus filas, se obtienen dos matrices que también son inversas una de la otra.



0 1
su propia inversa). Si multiplicamos la primera fila de ambas por 2, tenemos dos matrices que no

son inversas:
2 0 2 0y (4 0 " 1 0
0 1 0 1/ \0 1 0 1/°

(d) Si A es la matriz de una rotacién en el plano, entonces det(A) # 0.

Solucidon. Esto es falso. Por ejemplo, A = B = <1 0> son inversas una de la otra (la identidad es

Solucion. Verdadero. Hemos visto en clase que una rotacién en el plano de dngulo 6 tiene matriz

(ggﬁgg; 0221(1(‘5)9)>’ que tiene determinante cos?(f) + sen?(6) = 1. O

(e) Si ¥y,Us, Vs, Uy son vectores linealmente dependientes en un espacio vectorial V, y f: V — W es
una aplicacién lineal, entonces los vectores f(¥4), f(U2), f(U3), f(¥s) también son linealmente depen-
dientes.

Solucion. Verdadero. Si son dependientes, significa que existen nimeros 1, 2, x3, x4, no todos 0,
tales que
2101 + T2TUs + 2303 + 24Ts = 0

Aplicando f, y usando que es lineal,
21 f (1) + wo f(0y) + w3 f (U3) + waf (U4) = f(2101 + 2ol + w305 + w4¥y) = f(0) = 0.
Por tanto, f(01), f(U2), f(¥3), f(U4) son dependientes. O

(f) Si Ay B son matrices cuadradas que cumplen que AB = BA, y ¥ es un autovector de A con autovalor
A, entonces B¥ también es un autovector de A con autovalor .

Solucion. Verdadero. Si ¥ es autovector de A con autovalor A, quiere decir que A¥ = A\¥. Por tanto,

AB=BA

A(B7) B(A¥) = B(\D) = \(BY).

O

(g) Sea B una matriz 3 x 3 fija. Sea F' la aplicacién del espacio de matrices 3 x 3 a si{ mismo (es decir,
de R? a R?) dada por F(A) = BAB. Entonces, F es lineal.

Solucion. Verdadero. F(0) = BOB = 0. Si tenemos dos matrices A;, Az, entonces
F(A1 + Ay) = B(A) + A2)B=BAB+ BAyB = F(A;) + F(Ay),

y si @ es un numero,
F(aA) = B(aA)B = a(BAB) = aF(A).

O
6. (0,5 puntos) Da ejemplos de 5 subespacios vectoriales distintos de R? (y justifica que son distintos).
Solucién. e R?
e {(0,0)}
e Cualquier recta. Por ejemplo, la recta generada por:
- (17 0)
- (17 1)
- (17 2)
- (17 3)
Como dos de estos vectores no son proporcionales, todas estas rectas son distintas.
O



