Segundo parcial MATEMATICAS 1 Ingenierfa Biomédica 18/dic/2024

1) [1.5 puntos] Calcula la solucién general del sistema

T+ 9 — a3 + 2ix4 = 0,
2x1 + 2x9 + 3 — dixg = 0,
3r1 + 3z — x3 = 0.

Solucién: Aplicamos eliminacion de Gauss para obtener la forma escalonada:

11 -1 2 11 -1 2 11 -1 2
22 1 5| — |oo0 3 -9 — (003 -9
33 -1 0/ P23 \oo0 2 —6) BhEk\0 0 0 0

Las columnas no pivote son la segunda y la cuarta, entonces escogemos xo = Ay £4 = it con A
y p pardmetros arbitrarios. La segunda fila y la primera fila de la forma escalonada implican,
respectivamente, al despejar:

T3 = 3ip y 1= —A+3ip—2ip= -+ ip.

Por tanto, la solucién general es

—“A+ip -1 L

7 A ) 1 ny 0
3ip 0 3L

7 0 1

2) [2 puntos] En Ryx], el espacio de polinomios reales de grado menor o igual que 2,
consideramos el endomorfismo dado por f(P) = P” + (2 — )P’ + P. Halla una base de su
imagen.

Solucién: Escojamos, por ejemplo, la base B = {1,z,2?} de Ry[z]. La matriz correspon-
diente de f esta formada por las coordenadas de las imagenes de los elementos de B escritas
en columna:

fQ) =1 =1-04+0-2+0-2? 12 2
flz) =2—-z+4=x =2-0+0-2+0-2? = M=100 4
f@?) =24+2-2)2z+2* =2-1+4-2-1-2° 00 -1
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Considerando la forma escalonada de M (por ejemplo con f3 — f3 + i f2) se deduce que las
columnas pivote son la primera y la tercera. Estas columnas de M dan las coordenadas de una
base B, de la imagen, asf pues, By, = {1,2 + 4z — 22}.

3) [1.5 puntos] Halla las dimensiones del nicleo y de la imagen para la aplicacién lineal
f:R* — R3 dada por
T, + 223 + 4
f(f) = 4x1 + 29 + 923 + x4
221 + 2x9 + 63 — 44

Solucién: La aplicacién lineal f escrita en forma matricial es:

1 0 2 1

f(@) = Az con A=(4 1 9 1

2 2 6 —4

Dos pasos de eliminacion de Gauss llevan a la forma escalonada:
10 2 1 1 0 2 1
A —)4 01 1 -3 —>2 oj1 1 -3
PoRR\o 2 2 —6) Rk \ 0 0 0 0

Como hay dos escalones, rg(A) = 2. Por la teorfa, dimIm(f) = rg(4) = 2 y dimKer(f) =
n—rg(Ad)=4—-2=2.

4) [1.5 puntos] Un tridngulo tiene como vértices los puntos (0, 1), (4,3) y un tercero en la
recta y = x. Determina todas las posibilidades para este tercer vértice sabiendo que el tridngulo
tiene area uno.

Solucién: Si el tercer punto estd en la recta y = x, tiene sus dos coordenadas iguales,
digamos que es P3 = (z,x). Los vectores correspondientes a dos de los lados del tridngulo son:

— 4—-0 4 —_— z—0 x
w-()-() - w9 -()

Segun la teorfa, el area del tridngulo es el determinante de la matriz que conforman estos dos
vectores dividido entre 2 y sin signo. Por tanto, debemos resolver

14 x

212 -1

’z:l:l.
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El primer miembro es %(43: —4 —2x) = x — 2. Con el signo positivo, x — 2 = 1 implica z = 3
y con el negativo, x —2 = —1 implica x = 1. En conclusién, las posibilidades son P; = (1,1) y
P; = (3,3).

5) [2 puntos] Dada la matriz

A= <_31 i%) € My(C).

Calcula sus autovalores y autovectores y emplea el resultado para hallar 42025,

Solucién: El polinomio caracteristico es
JA=X|=B-A)(-3-A)+10=(-A)?=9+10= X\ +1.

Por tanto los autovalores son \; = i y A2 = —i. Consecuentemente, las ecuaciones que deter-

minan los autovectores respectivos son:
3—1i 10 1\ _ (0 341 10 1\ _ (0
-1 -3—i)\xzs) \O -1 =3+i)\z) \OJ°
Necesariamente estos sistemas son compatibles indeterminados y como cada uno estd com-
puesto de dos ecuaciones no triviales, podemos despreciar una de ellas (la otra darfa una fila
de ceros al aplicar eliminacién de Gauss). En ambos casos nos quedamos con la segunda y
tomando x5 = u se deduce que todos los autovectores para A\; son u(—3 — i, 1)t y para Ay son
wu(=3+i,1)t, con u # 0 arbitrario.
La teorfa implica que si C' es una matriz cuyas columnas son autovectores de A1 y Ay (por
ese orden), se cumple
A=CDC™'  y AP =CD*C'  con D= <6 _OL.) .
2025 _ ;. ;2024

Se tiene ¢ =i = | porque i* =1 y 2024 es miiltiplo de 4. Por otro lado,
—i?9% = _j. Asi pues, D?"? = D y se deduce 420?25 = A.

(—£)2025 —

6) [1.5 puntos] Halla la proyeccién ortogonal de @ € R3 sobre W donde
—12
= 12 y  W={ZfecR®: 2 —2ry— 223 =0}
-9
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Solucién: Se tiene W = {# € R? : & 7 = 0} con @i = (1,—2,—2)%. Es decir, W es el
subespacio formado por los vectores perpendiculares a 7i. En esa situacién se puede emplear la
formula:

UM
Py (V) =0 — —=5T7.
73|12
Los célculos son:
—12 1 —12 1 —-10
—12 - 24 4+ 18
Py(?) = | 12 —% —2|=112 |+2|-2]=1 8

-9 —2 -9 —2 —13




Criterios de correccion

En Moodle hay comentarios personalizados sobre los errores. Tengo en cuenta el aspecto
general y la coherencia. Los errores leves de cuentas penalizan 0,25. Indico aqui otras penali-
zaciones tipicas por ejercicio:

Ejercicio 1.

En clase siempre hemos escogido las variables no pivote para asignar parametros arbitrarios
porque en otro caso se puede llegar a resultados erréneos. No he penalizado proceder de otra
forma si se hace coherentemente.

e Enunciado mal copiado en la matriz —0,25.

Ejercicio 2.

e El resultado deberia escribirse como dos polinomios porque una base de Ra[z] debe estar
compuesta por elementos de Ry[z]. No lo penalizo.

e No construir bien la matriz —0,75.

Ejercicio 3.
e Enunciado mal copiado en la matriz —0,25.

Ejercicio 4.

e No considerar los dos posibles signos —0,5.

e Usar los puntos en lugar de los vectores que determinan —1,0.

e No usar que el tercer punto esta en la recta, esto es, que x =y, —0,75.

Ejercicio 5.

En general, los valores propios cuentan 0,5, los vectores propios 0,5 y el célculo de 42025
cuenta 1,0.

e Estrictamente, el enunciado decia que habia que emplear autovalores y autovectores para
hallar 42925 pero no he penalizado usar otro método.

e La multiplicacién de matrices no es conmutativa, el orden importa —0,5.

Ejercicio 6.
e Usar una féormula incorrecta, al menos —0,5.



