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1) Busca una funcién aritmética multiplicativa tal que su serie de Dirichlet no converja
para ningun valor de s € C y otra que converja para todo s € C.

2) Prucba Y252, [u(n)|/n® = (s)/C(25) para R(s) > 1.

3) Se define la funcion de Liouville como la funcién completamente multiplicativa A tal
que A(p) = —1. Expresa D)(s) en términos de la funcién ¢ y usa el resultado para hallar qué
funcion aritmética f verifica A = p * f.

4) Sea f una funcién completamente multiplicativa f : Z+ — {0,1, -1} y sea ¢ = 1 * f.
Demuestra que ¢(p®) > 1 si « es par y ¢(p®) > 0 si a es impar.

5) Escribe .72, 0(n)/n® en términos de la funcién ¢ donde o(n) es la suma de los divisores
de n.

6) Con lo que sabes de matemaética discreta o de las asignaturas de andlisis prueba que se
tiene el desarrollo de Taylor 124222+ 3222 +4223 4 ... = (2 +1)(1 — 2) 73 si |2| < 1 y utilizalo
para obtener la igualdad Y 0° (T(n))Q/ns = (4(s)/¢(25).

7) Fijado m € Z>2, sea f la funcién aritmética tal que f(n) = 1siged(n,m) =1y f(n) =0
en otro caso. Demuestra la igualdad Dgy(s) = []p),,,(1 —p~°) para g = f * .

8) Originalmente M&bius enuncié su férmula de inversién de un modo més analitico afir-
mando que para funciones reales f : [1,00) — R se cumple f(z) = >, <, u(n)F(x/n) con
F(z) = Y,<, f(z/n), donde n € Z*. Demuestra esta variante. Indicacién: Recuerda que
> djn p(d) se anula para n > 1.

9) Sea f(n) = |u(n)|/p(n). Expresa n=? > djn J(d) en términos de la funcién .

10) Prueba que 3, 7(d?) = (T(TL))2 Indicacién: Muestra primero que ambas funciones
son multiplicativas.

11) Calcula la suma de ¢(d)/d sobre los divisores de un millén.

12) Prueba -z, u(d) = [u(n)|. Indicacién: Explica primero por qué es multiplicativa la
funcién f(n) = p(y/n) para n cuadrado perfecto y f(n) = 0 en otro caso.

13) Demuestra que pu(n) es igual a la suma de Ramanujan S(n) = > cr, e?mk/m donde
R, = {1 <k <n : ged(k,n) = 1}. Indicaciéon: Muestra primero que S es multiplicativa
apelando al teorema chino del resto. Después usa que S(p®) es la suma de las raices p®-ésimas
de la unidad menos la suma de las p®~!-ésimas.

14) Halla una férmula explicita para 3y, d|u(d)| en términos de la factorizacién de n.

15) Dados a,n € Z* coprimos demuestra que n divide a -y, a®p(n/d). Indicacién: Estudia
primero el caso n = p®. Aunque la funcién no es multiplicativa, justifica que puedes proceder
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por induccién en el nimero de potencias primas en la factorizacion de n gracias a que para
n =mp® con p{m la suma es > g D dy|po a®92 y(m/dy) p(p® /ds).

16) Demuestra que si |z| < 1 se tiene Y00, u(n)2z"(1 — 2")~! = 2. Indicacién: Usa el
desarrollo de Taylor de 2"(1 — 2™)~1.

17) Demuestra que si |z| < 1 se tiene 3.°%; p(n)z"(1 — 2™)~! = 2z(1 — 2)~2. Indicacién:
Sigue la indicacién anterior.

18) Calcula una férmula asintética para S0 o(n).

19) Calcula el limte de N=2 Y | 5(n) cuando N — oo donde o es como en un problema
anterior.

20) Prueba que 302 ; n=*A(n) log n tiende a —72 /6 cuando s — 17 donde  es la funcién de
Liouville definida en otro problema. Indicacién: Calcula la derivada de D) usando su expresion
en términos de la funcién (.

21) Escribe [{° 2 '7%(Frac(z) — 1/2) dz en términos de la funcién ¢ y sabiendo que esta
integral converge cuando s — 0, deduce ¢(07) = —1/2.

22) Sea ¢ = lims,1 (¢(s) — (s — 1)7!). Demuestra que ¢ = 1 + [ (z7 22| — 27!) da.
Escribe la integral como limy_ oo le y calcula explicitamente la integral para deducir que £ es
igual a la constante de Euler-Mascheroni.

23) Sea L(s) = >.0° (—1)""1n=%. Prueba L(s) = (1 — 2'7%)((s) para R(s) > 1 y deduce

n=1
a partir de ello ((c)(c — 1) — 1 para 0 — 17 sin usar la representacién integral de .

24) Dando por supuesto el teorema de los ntimeros primos halla una férmula asintética

para la suma de los N primeros primos. Indicacién: Seguramente sepas calcular explicitamente
la integral de zlogz.

25) Se sabe que R(n) = #{(a,b) € Z>oxZ* : a®>+b* = n} es igual a la suma de (—1)(¢~1)/2
sobre los divisores impares d de n. Dando esto por supuesto, demuestra que Dr(s) = ((s)L(s, x)
donde x es el tnico cardcter x # xo médulo 4.

26) Dado q € Z>2, si f es una funcién aritmética tal que f(n) = 0 cuando n y ¢ no son
coprimos, demuestra la igualdad > [ Y7, f(n)x(n)‘2 = ()37 _, |f(n)]* donde x recorre
los caracteres modulo ¢. Indica cémo habria que modificar el segundo miembro si no se impone
ninguna condicién sobre f.



