Aqui se recogen los primeros casos:

V2 =11,2], V3=[1,1,2], V5=[214], V6=[2214],
\/?:[Zm}a \/§:[27134]a \/E:B,é], \/ﬁ:[3,3776].

Un par de ejemplos con nimeros mayores, ilustran la simetria del periodo:

V46 =[6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12],  V73=[8,1,1,5,5,1,1,16].

Miés adelante (Lema [3.3.9)) encontraremos una explicacién a por qué el pe-
riodo comienza tras ag y por qué aparece 2ayg.

3.3. Aproximacion optima

Acotacién del error. Resultados de aproximacion. La ecuacién de
Pell.

Un poco de experimentacién nos convencerd de que las convergentes de
un numero irracional lo aproximan muy rapidamente. El error admite una
férmula en cierto modo explicita con lo que sabemos:

Lema 3.3.1. Para a € R — Q se cumple

_ P _ (D" con  Qpi1 = [Ant1, Gni2 ]
Gn Qn(Qnan—I—l + Qn—l) " e
Demostracion. Basta aplicar el Lema Ccon T = Qpt1. O

Menos preciso, pero mas ilustrativo es:

Proposicién 3.3.2. Para o € R — Q se tiene

< ‘Qna _pn’ <

para todo n € Z>g.
dn+2 dn+1 -

Demostracion. La cota superior se sigue del Lema [3.3.1] porque ap41 >
an+1, y la inferior usando a1 < ap+1 + 1 ya que gn(ap+1 + 1) + g2 es
Gn+1 + Gns qUE DO SUPETa a g 2. O

Los denominadores de las convergentes tienen en el peor de los casos un
crecimiento geométrico. No es dificil probar por induccién ¢, > 2(n=1)/2 hara
n > 1 [35]. Por eso las aproximaciones mediante convergentes de la fraccién
continua son tan buenas. No solo eso, sino que son, en cierto sentido, las
aproximaciones optimas. Gran parte de esta afirmacion depende del siguiente
resultado:

Proposicién 3.3.3. Sea a € R — Q con convergentes {pn/qn}req- St a/q
cumple gn—1 < q < qn conn € ZT entonces |qa — a| > |qgn—10 — pp—1].
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Demostracion. Sea A\, = aq, — qp,. Usando la Proposicién se deduce
la igualdad

g — al = | Xn—1(gna — pn) — An(gno10c — pn1)|.

Los enteros A\,—1 y A, son no nulos porque a/q #,pn—1/Gn—1,Pn/dn ya que
son fracciones irreducible de diferente denominador.

Por otro lado, ¢ = [A\—1¢n — An@n—1], por tanto A\,—1 y A, deben tener el
mismo signo, ya que en otro caso q > ¢,. También sabemos que g,a — p,, v
Gn—10—ppn—1 tienen distinto signo por el Lema/(3.3.1] entonces necesariamente
|ga — a| es mayor que |A,||gn—10¢ — pp—1]- O

En la linea de los resultados anteriores, hay dos maneras de medir el error
al aproximar un irracional o por un racional a/q, llamadas de primera especie
y de sequnda especie. La primera es el error habitual, en valor absoluto,
|a—a/q|. La segunda es el error relativo al tamano del denominador, |[ga—al.
Lo que trata de recoger esta tultima es la aspiracién de conseguir buenas
aproximaciones con denominadores pequenos y la teoria queda algo més
elegante para ella.

El resultado de mejor aproximacién es casi un corolario de la Proposi-

cién [3.3.31
» Teorema 3.3.4. Sea a € R—Q con convergentes {pn/qn} . Para cual-
quier a/q # pn/qn con 1 < q < q, se cumple

o — —

‘ Pn
an

a
< ‘a—g‘ Y |gua —pa| < |ga—al.

Es decir, cada convergente aproxima mejor que cualquier otra fraccion
con denominador menor o igual que el suyo.

Demostracion. La segunda desigualdad implica la primera porque

) Pn
o —

A

1 1
= —|wa-p| vy —lga—a|<|a-
dn gn q

Gracias a la Proposici(’)nsabemos que ‘qna— pn| es decreciente en n, por
tanto podemos suponer g,—1 < q¢ < q,. Si ¢ # ¢y, el resultado es consecuencia
de la Proposicion [3.3.3] Si ¢ = ¢,,, apelando de nuevo a la Proposicién [3.3.2
y a la desigualdad triangular,

2
2|gna — pu| < —— <1< Ja—pn| <|a—qa| + |gna — pu
dn+1

y se deduce la desigualdad buscada. O

Se puede apurar un poco mas, a costa de complicar el enunciado, y
caracterizar las mejores aproximaciones cuando limitamos el denominador
por un numero arbitrario.
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» Teorema 3.3.5. Dado a € R—Q y Q € Z™, sea q, con g, < Q < qni1,
entonces para cualquier a/q # pn/qn con ¢ < Q

|gno — pn| < |qo —a
y eligiendo J tal que Jgn + gn1 < Q < (J + 1)n + Gn_1,

_Pn
In

9

B Jpn+pn_1‘) < ’
JGn + qn-1

a-2|

min (‘a
q

para cualquier a/q # pn/Gn, (JPn + Pn-1)/(Jgn + gn-1) con ¢ < N.

En definitiva, cuando se restringe el tamanio méaximo del denominador,
si el minimo del error habitual no se alcanza en una convergente, entonces
se alcanza en una fraccién del tipo (Jpn + pn—1)/(JGn + Gn-1). A veces se
les llama semiconvergentes.

Por dar un ejemplo, las primeras convergentes de log 2 son {p,/qn}>_, =
{0,1,2/3,7/10,9/13,61/88}. Si limitamos el denominado a ¢ < 70 la ultima
convergente que podemos escoger es 9/13 que da lugar a un error de apro-
ximadamente 8,3 - 1074, sin embargo 43/62, que es (4-9+7)/(4 - 13 + 10),
baja el error hasta 4,0 - 1074

Demostracion. Si ¢ # ¢, la primera parte es consecuencia directa de la
Proposicién y el caso ¢ = ¢, admite un tratamiento similar al de la
prueba anterior.

Para la segunda parte empleamos la notacién del Lema[3.2.5]y escribimos
f(J) = (IJpn+pn-1)/(JGgn+gn—1).- La funcién f es mondtona y suponiendo n
par se cumple

Pn—-1

floo) =L <o < flansr) = B < () < f(0) = ==L
dn dn+1 n—1

Si n es impar se obtiene lo mismo cambiando el sentido de las desigualdades.
En cualquier caso, si a/q estuviera més cerca de o que p,, /g y f(J), entonces
perteneceria al intervalo que determinan y ’ f(J) —pn/ qn} serfa igual a

q dn

+ > ,
@ ¢(Jan + an-1) = q@n(Jan + qn-1)

P OB : 2

donde se ha usado la hipétesis @ < (J + 1)¢, + gn—1. Esto lleva a una
contradiccién porque el Lema muestra que g, (Jqn + gn—1) multiplicado
por |f(J) — pn/an]| es 1. O

Una consecuencia indirecta de la Proposicion [3.3.3] es que con que ga-
nemos un factor 1/2 en el Corolario estaremos en presencia de una
convergente.
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Proposicién 3.3.6. Sea a € R — Q. Si a/q verifica
o=l <3,

a— 2«

gl 2¢?

entonces a/q es una convergente de

Demostracion. Si no lo fuera, tomemos ¢,—1 < ¢ < ¢y. Por la desigualdad
triangular y la Proposicién [3.3.3)

1 < |gpn-1 — agn-1| < q|gn-10 = pp—1| + an-1|a — qa| < (q+ gn-1)|qe — p|
y esto contradice nuestra hipdtesis porque g,—1 < q. O

Este resultado tiene implicaciones para la ecuacion de Pell, que es la
ecuacién diofantica de segundo grado

x? — Dy? = 1. (3.1)
donde D € Z* no es un cuadrado perfecto.

Corolario 3.3.7. Si (zo,y0) € ZT x ZT es solucion de la ecuacion de Pell
entonces xo/yo es una convergente de VD.

Demostracion. Utilizando la factorizacién 22 — Dy? = (x —v/Dy)(z ++/Dy)
en R[z,y|, se deduce

1 1
pomo 1 1
) vl  yo(zo+vVDyo) 243

La ultima desigualdad se justifica porque ¢ > yo. O

La pregunta natural es qué convergentes dan lugar a soluciones. Un poco
de experimentacién nos lleva a intuir que siempre los indices son impares y
forman una progresién aritmética. Por ejemplo para D = 2 las soluciones
corresponden a las convergentes pay+1/qan+1 de V/2, mientras que para D =
33 debemos considerar las convergentes pan13/qan+3 de V/33.

» Teorema 3.3.8. Sea k la longitud del periodo de la fraccion continua de

VD y {pn/an )} sus convergentes entonces (x,y) = (Pm, qm) con m impar
tal que k | m + 1 son soluciones de (3.1]).

En particular, la ecuacion de Pell tiene siempre infinitas soluciones. Se
puede probar todas sus soluciones positivas son de esa forma [50, Th. 11.10]
[41, Th.7.6.27], aunque no lo veremos aqui. También hay una férmula para
expresar todas las soluciones en funciones de la menor [25, Th. 9.2]. Cuan-
do una raiz cuadrada tiene un periodo muy largo, debido al crecimiento
geométrico de los denominadores de las convergentes las soluciones mas pe-
quenas de la ecuacion de Pell son enormes. Un ejemplo extremo es D = 2011,
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para el que la ecuacién tiene una solucién positiva minima con nimeros de
mas de 40 digitos.

Sin entrar en ejemplos tan patoldgicos, consideremos x? — 13y% = 1.
La fraccién continua de v/13 es [3,1,1,1,1,6] con periodo k = 5. Segtin el
Teorema la convergente pg/q9 da una solucién positiva:

3111 1 6 1 1 1 1 6
01 3 4 7 11 18 119 137 256 393 649
10112 3 5 3 38 71 119 180

Por lo dicho anteriormente, (649, 180) es en realidad la menor solucién po-
sitiva.

Un ingrediente de la prueba del Teorema [3.3.8] es una parte de la expli-
cacién de la estructura de la fraccion continua de las raices cuadradas.

Lema 3.3.9. Si D € Z* no es un cuadrado perfecto entonces la fraccion
continua de o = VD + |V D] es periédica pura. En particular, la fraccion
continua de v/ D es siempre de la forma [ag,a1,a2,...,a5—1,2a0].

Demostracion. Denotemos con un asterisco el conjugado real en Q(v/D), es
decir, (a + bv/D)* = a — bv/D para a,b € Q. Es evidente que —1 < o =
afy < 0. El algoritmo de la Proposicién implica a4 = 1/(a} — a;)
y como a; € Z* para j > 0, se deduce inductivamente —1 < o < 0 para
todo j.

Si la fraccién continua de « no fuera periddica pura, existirian enteros
positivos k£ y p (la longitud del periodo) tales que o = apip ¥y 1 #
Q4p—1. Ahora bien, en esa situacién, de nuevo por el algoritmo,

1
0# ap_1—Qpip1= (akfl + a:) - (ak+p71 + ) = ag—1—aktp-1 € L

Qk+tp
y se llega a una contradiccién porque aj_; — aZ‘—f—p—l e(—1,1).

La tdltima afirmacién del enunciado viene de que la parte entera de «
es igual a 2ag con ag = |V D], por tanto a = [2ag, a1, as,...,ax—1] y basta
restar ag en ambos miembros. ]

Demostracion del Teorema[3.3.8. Por el Lema [3.3.9] se tiene
VD = [ag, a1, ..., an, a9 + VD] para n =k — 1. (3.2)

Gracias al Lema [3.2.5] esto se traduce en

Pn—-1 = Dgn — agpn,
dn—1 = Pn — Q0Q4n,

VD +ag) + pn_1
VD = pn( " que implica
qn(\/5 + aO) + Gn—1

simplemente quitando el denominador y comparando coeficientes de 1y v/ D.
Si ahora sustituimos en ppgn—1 — gnpn—1 = (—1)""! (Proposicién [3.2.1)), se
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obtiene p2 — Dg2 = (—1)""! y se llega a una solucién de la ecuacién de Pell
cuando n = k — 1 es impar.

Por otro lado, es también cierto si n = ¢k — 1 con ¢ € Z™, por
consiguiente todas las convergentes p,/q, con n = —1 (k) y n impar, dan
lugar a soluciones. O
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