Demostracion. La implicacién directa se sigue de la Proposwlon B.1.14] to-
mando partes reales e imaginarias puesto que las integrales fo cos(2rkx) dx
y fo sen(27kz) dz son nulas si k # 0.

Para el reciproco empleamos el teorema de Fejér [14, §1.4] que implica
que cualquier funcién f : [0,1] — R continua se aproxima uniformemente
por funciones reales que son series de Fourier finitas. Es decir, para cada
€ > 0 existe F(x) = Zf:_K cpe?™ T tal que |f — F| < e. Por la hipétesis,

N

%ZF( n) T 0= /F

n=1

De |f — F| < ¢, y por tanto ‘fol f— fol F| < ¢, se deduce que lo mismo es
valido al reemplazar F' por f, porque € es tan pequeno como queramos. [

Demostracion del Teorema[3.1.13. Por la 1-periodicidad de e?™ y la férmu-
la para la suma de una progresion geométrica,

27rz'k(N—|—1)o< e2miko

N
§ : 2mikFrac(na) § :ekana _ B
eQﬂika -1

n=1

Fijado k € Z — {0} el denominador es constante y no nulo (porque a ¢ Q)
y el médulo del numerador es a lo més 2. Entonces, al dividir entre N el
resultado tiene a cero y el enunciado se deduce de la Proposicién O

3.2. Fracciones continuas

Notacion basica. Fracciones continuas infinitas. Fracciones conti-
nuas peridédicas.

Recordemos que una fraccién continua finita era una expresiéon de la
forma

ap + con ag€Z y aj€Z+,j7é0.
ay +

az +
: 1
k-1 + —
ag
La notacién moderna abrevia esta expresién tan complicada desde el punto
de vista tipogréfico mediante [ag, a1, ..., ag].
Por el Teorema[I.1.9sabfamos que toda fraccién irreducible se expresaba
como una fraccién continua finita. Simplemente habia que tomar a; = ¢;
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con ¢; los cocientes en el algoritmo de Euclides aplicados al numerador y el
denominador. Por ejemplo,

27=2-10+7

10=1-7+3 27
72541 = ;=[2123]
3=3-140

Para el proceso contrario, partir de la fraccién continua y hallar el nime-
ro racional correspondiente, se aplicaba lo que habiamos llamado el algorit-
mo de la fraccién continua. En el ejemplo anterior,

27
27 = [2,1,2,3] ==,

1 2
2 3
11 10 10

S =N
wW oo W

0
1

Numeraremos los términos que aparecen en este algoritmo de la siguiente
forma:

ap a1 a2 az ... ag
0 1 po pr p2 .- Dr-1 Dk
1 0 g @1 @ -+ Qqe1 Gk

A veces también se define p_; = 1, g_1 = 0. Se dice que p, /gy, son las con-
vergentes de la fracciéon continua y que los a; son los cocientes parciales. La
razon de este ultimo nombre es natural recordando el algoritmo de Euclides
y en breve veremos la razén para el primero. Cuando se empieza a nume-
rar en —1, formalmente p_;/q_1 = 00, lo cual en ciertas ocasiones resulta
natural.

Gracias al Lema también sabfamos que

A_CLOl CLll'” anl_pnpn—l
"—\1 0/\1 0 1 0) \gn @1/’

Una consecuencia inmediata que ya habiamos explotado para resolver ecua-
ciones diofénticas lineales (Proposicién [1.1.5)) es:

Proposicién 3.2.1. Las convergentes verifican pngn—1—gnpn—1 = (—1)" 1.
Corolario 3.2.2. Las convergentes {pn/qn}>, son fracciones irreducibles.

Se definen las fracciones continuas infinitas [ag, a1, as,...] como limites
de la sucesién de fracciones continuas finitas [ag], [ao,a1], [ao, a1, az]... Al
igual que las fracciones continuas finitas estan asociadas a los nimeros ra-
cionales, las infinitas lo estan a los irracionales, lo que lleva al problema
previo de justificar la convergencia. Es decir, a mostrar que las convergentes
hacen honor a su nombre y conforman una sucesién convergente. Por otra
parte, dado un irracional, hay que obtener un sustituto del algoritmo de Eu-
clides para hallar su fraccion continua. Toda la informacién esta contenida
en los dos resultados siguientes:
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Proposicion 3.2.3. Para cualquier sucesion {aj}?io conag €EZ yaj € LT,

Jj # 0, la fraccion continua infinita [ag,a1,as,...] converge a un nimero
rracional.
» Proposicién 3.2.4. Sea a € R — Q, entonces o = [ag, a1, az,as,...]| con

aj = o] donde o responde a la recurrencia ajiq = 1/Frac(e;), ag = o

Es facil ver inductivamente que hay una correspondencia biyectiva entre
R — Q y las fracciones continuas infinitas. Dado «, ag estd determinado por
la parte entera de «, aq por la de aq, etc.

Introduciremos como resultado auxiliar una justificacién de que el algo-
ritmo de la fraccidon continua es todavia valido si permitimos que el tltimo
cociente parcial no sea necesariamente entero.

Lema 3.2.5. Si a la fraccion continua [ag, a1, ...,a,] le asociamos la fun-
cion f :[1,00) — R dada por f(x) = [ag,a1,...,an,x|, se tiene

_ PnT + Dn—1 _ Pn 4 (*1)’”

xTr) = B EEE——
/@) W+ -1 @ (@ + Gn—1)

Demostracion. La primera igualdad se sigue por induccién en n, ya que el
resultado es cierto paran = 1 (o n = 0 si se admite p_; y ¢—1) y si lo
damos por cierto para n — 1, el resultado se sigue aplicando la hipdtesis de

induccién a f(z) = [ag, a1, .., an_1,an + 27 1].
La segunda igualdad es consecuencia de la Proposicién [3.2.1]sin més que
operar un poco. Il

Demostracion de la Proposicion|3.2.5 Por las igualdades del Lema 3.2.5] la
funcién f es decreciente si n par. En este caso, pni2/qn+2 = f(ant1+1/an+2)
es mayor que f(00) = pn/qn. De la misma forma, para n impar es creciente
y se cumple la desigualdad contraria. Entonces

Po _ P2 Pan—2 < b2n y P2n+1 < Pan—1 b3 DN

— =< <L L e = <=,
q0 q2 q2n—2 q2on 2n+1 q2n—1 q3 q1

Ademds, por la Proposicién 0< p?n—l/q2n—1 _an/QQn = 1/(q2nq2n—1)
que tiende a cero porque g es una sucesioén de enteros positivos estrictamente

creciente. se concluye que {p,/qn}32 es siempre convergente.
Por otro lado, si « es el limite, 0 < a — pan/qon < 1/(q2nq2n—1), segun
lo anterior. En particular, |gana — p2n| — 0 y la irracionalidad de « es

consecuencia del Lema [3.1.3] 0
Demostracion de la Proposicion[3.2.4 Se cumple ag = [ag, 1] y, en gene-
ral, oj = [aj,j11]. Inductivamente se obtiene a = [ag, a1, ..., an, Ani1].
Con la notacién del Lema a = flant1) y flant+1) — pn/gn — 0 por-
que ¢, — Q. ]
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Si experimentamos un poco con algunos numeros destacados, en general
no se ven patrones en los cocientes parciales. Solo una tendencia a que
tengan tamano pequeno, aunque a la larga aparezcan valores grandes. En
este sentido, un teorema de A.Y. Khinchin [35] [32] asegura que para cada
casi todo niimero real, en el sentido de la medida, la media geométrica de
los cocientes parciales tiende a cierta constante que es alrededor de 2,685
mientras que su media aritmética tiende lentamente a infinito.

Cocientes parciales Convergentes
T 3’ 7’ 15’ 1’ 292’ 1’ 1 3’ %’ %’ %’ 13033190923’ 13[3’34231458’ 26068331471
log 2 0,1,2,3,1,6,3,1,1,2 | 0,1,3, 5, 3%, &, 39, 322, 532, 1533
V2 1,3,1,5,1,1,4,1,1,8 | 1,4, 23 31 03 286 519 G0 2o
cos 1 0,1,1,5,1,2,2,1,2,1 | 0,1, 5,1}, 15, 39 5%+ 1o1> 395> 159
V2+V3| 3,6,1,5,7,1,1,4,1 | 3,10 2 120 95 1054 1070 5070 10040

Sin embargo, en algunas ocasiones aparecen patrones muy claros. Un
ejemplo muy notable es el nimero e. Euler demostré

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,. . .].

Es decir, ag,—1 = 2n y el resto de los a; es 1 excepto ag = 2. La prueba no es
sencilla y no la incluiremos aqui. En [10] hay una demostracién reciente facil
de seguir, aunque extrana, que tiene ciertas similitudes con la que vimos para
el Teorema |3.1.5] El autor pone cierto esfuerzo en explicar parcialmente la
motivacién. En [61] hay pruebas de otras fracciones continuas relacionadas
de una manera u otra con el niimero e, a veces de forma indirecta, como la de
tan1 = i(e™" —e?)/(e’ + e ) que estd compuesta por los impares precedidos
por unos, esto es, [1,1,1,3,1,5,1,7,...].

Mucho mas asequible, y también cléasica, es la clase de los algebraicos de
grado 2. Para motivar el resultado, veamos primero algunos ejemplos.

Para a = /5 se tiene

1
« :\/5 [
0 ooz T 5 g

Por tanto v/5 = [2,4,4,4,...].
Unos célculos mas largos llevan a

446
5

1
:2+\/5 = o
a1=4 2 V5 —2 ax=4

=11,3,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2/4,2.4,...].
El milagro se repite para otras expresiones racionales con una sola raiz
cuadrada. Siempre dan lugar a fracciones continuas periodicas, entendiendo

por ella la que satisface a,+, = a, a partir de cierto n con p € Z*. Se
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suele indicar con una linea en la parte superior del grupo que se repite. Por
ejemplo, las fracciones continuas anteriores se indican con [2,4] y [1,3,2,4]

Veamos el calculo contrario de obtener el ntimero irracional correspon-
diente a una fraccién continua periédica. Por ejemplo, calculemos el valor
de a=1[2]yde=[-1,1,2].

En el primer caso a = [2,a] y el Lema permite aplicar el algoritmo
de la fraccién continua:

a 2 + 1
2 2a+1 — a=[2,0 & a= .
o)

1 Q

S N

0
1

Al resolver esta ecuacién (usando o > 1) se obtiene av = 1 + /2.
Para 3, hallamos primero 8y = [1,2] que cumple 5y = [1, 2, Bp]. Proce-
diendo como antes,

1 2 B
01 1 3 360+1 — Bo=1[1,2,B80] & Po=
1 01 2 2B+1

360 +1
260 +1

De donde By = (1 ++/3)/2. Ahora 3 = [—1, ] que se reduce a un célculo
directo o a aplicar de nuevo el algoritmo de la fraccién continua. Con este
ultimo,

-1 5o
—Bo+1 1-+/3
0 1 -1 —By+1 = - .

Racionalizando, 8 = /3 — 2.

La justificacién de estas casualidades es un bello resultado debido a J.-L.
Lagrange.

» Teorema 3.2.6. Sea a € R — Q. La fraccion continua de o es periddica
st y solo st v es algebraico de grado 2.

A los algebraicos (sobre Q) de grado 2 también se les llama nidmeros
irracionales cuadrdticos.

Demostracion. La implicacion directa, que en realidad ya probé Euler, es
sencilla. Basta seguir el esquema de los ejemplos anteriores. Si « tiene una
fraccion continua periédica pura, es decir, de la forma o = [ag, a1, - - -, Gp_1 |,
la ecuacién a = [ag,a1,...,an—1,a] lleva por medio del Lema a una
ecuacién cuadratica. Su solucién no puede estar en Q por la Proposicién [3.2.3]
Si « tiene una fracciéon continua periédica mizta, es decir, de la forma
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a = lag,a,...,ax_1,03] con B = [ax, ag+1,---,0ktn), @ es una funcién
racional de 8 y la conclusion es la misma.

El reciproco es méas complicado. Digamos que « es raiz del polinomio

irreducible Az? + Bx + C € Z[x] y sea a = [ag, a1, as, . ..] su fraccién con-
tinua. Definimos ay,4+1 = [@n+1, @nt2, - .. ]. Por el Lema ana satisface

la ecuacion

A(I?nx +pn_1>2 Yl L B,

Gn® + Gn—1 Gn® + Qn—1
Quitando el denominador y operando, o, es raiz de A,z> + B,z + C,
donde los coeficientes responden a las formulas

A, = Ap? + Bpngn + Cqj,
Bn = 2Apnpn—1 + B(ann—l +pn—IQn) + QCQnQn—la
Cp = Ap%_l + Bpp—1Gn-1 + qub—l-

Supongamos que {A4,}7° ; es una sucesién acotada, entonces {C),}>
también lo es porque se reduce a una traslacién en el indice y {B,}5,
también es acotada porque B2 = B2—4AC+4A,,C,. Esta igualdad se podria
deducir con un calculo directo farragoso empleando la Proposicién [3.2.1
pero, si refrescamos nuestros conocimientos de algebra lineal, es mucho mas
elegante apelar a que siempre que det(m;;) = %1 el discriminante de ar? +
br + ¢y de a(my1x +mi2)? + b(mi1x +mia)(marx + maa) + c(mar + maz)?
es el mismo. Esta afirmacién se sigue de que det(M!QM) = det Q con Q la
matriz de la forma cuadratica asociada al primer polinomio.

En definitiva, si {A,}72 ; estd acotada también lo estd {(A4,, By, Cp) }22,
en Z3, lo cual implica que existen k < £ tales que (A, By, Cx) = (Ag, By, Cy),
por tanto o = ay y entonces a, = ay_ptn para n > k asegurando la
periodicidad.

Para probar la acotacién de {4,}7° ; empleamos el Lema con r =
Qny1 que implica p, = gua + (—=1)""/(gnans1 + gn_1). Sustituyendo en la
férmula para A, y operando un poco (recordando Aa? 4+ Ba + C = 0), se
obtiene

_1\n+1
(—D)""qn A 1

A, =(20A+ B .
" ( )Qnan-l—l + qn-1 (Qnan+1 + Qn—l)2

Las dos fracciones de la expresién anterior estan acotadas en valor absoluto
por 1, ya que an41 > 1, y se concluye |A,| < [2aA + B| + |A|. O

La prueba anterior es la habitual, con pequenas variaciones, en toda la
literatura. En [45] hay una demostracién moderna abreviada que sigue lineas
diferentes, aunque con algunos puntos comunes.

Respecto a la fraccion continua de las raices cuadradas, se puede precisar
un poco més su estructura. Si D € Z* no es un cuadrado perfecto entonces
VD = [ag,a1,a2,...,a5-1,2a0] con aj = ap_j para 1 < j < k.
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Aqui se recogen los primeros casos:

V2 =1[1,2], V3=1[1,1,2], V5=[24], V6=[2,21],
\ﬁ:pam}v \/§:[27174]7 \/EZ[?),G], \/ﬁ:[3,3,76]

Un par de ejemplos con ntimeros mayores, ilustran la simetria del periodo:

V46 =16,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12], V73=8,1,1,5,5,1,1,16|.

Més adelante (Lema [3.3.9) encontraremos una explicacién a por qué el pe-
riodo comienza tras ag y por qué aparece 2ayg.
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