El teorema chino del resto 1

Me habéis pedido una demostracién del teorema chino del resto en su versién para anillos.
Es decir, que dados mq, ma, ..., my € Z=1 coprimos dos a dos se tiene el isomorfismo

N
(Z/mZ) & (Z/moZ) ® - - & (Z/mNnZ) 2 Z/MZ  donde M = [ m;.
j=1

Adjunto aqui una prueba constructiva, mas o menos tal como aparecera en los apuntes.

Sabemos que Como M/m; y m; son coprimos, existe u; € Z con u;(M/m;) =1 (m). A
partir de estos u; definimos la funcién F': ZN — 7 dada por

F(ni,...,nN) =njuiM/my + nauaM/mo + - - - + nyun M /my

En los argumentos de F', al sumar a n; un multiplo de m; el resultado cambia por un
multiplo de M, entonces F' estd bien definida al pasar a las clases. Ademas la funcién inducida
en las clases es un homomorfismo de anillos: preserva las sumas por ser lineal y también los
productos porque M divide a (M/m;)(M/my) para j # ky a (u;M/m;)* —u;M/mj, ya que
m; divide a u;jM/mj — 1 por la definicién de u;.

El cardinal de ambos anillos es M, por tanto solo comprobar la inyectividad, es decir, que
el nicleo es trivial. Si F(ni,ng,...,ny) es miltiplo de M, como m; | M/my para k # j,
se deduce m; | njujM/m; para cada j, lo que implica m; | nj, porque u;M/m; y m; son
coprimos. Por tanto la clase de n; médulo m; es cero.



