Actividades 9

Practicas de Céalculo Numérico I (doble grado)

11 de mayo de 2021

1. Interpolacion de Lagrange y baricéntrica

n

Segun lo visto en la teoria, el polinomio interpolador de {(xj,yj)}jzo

responde en la forma de Lagrange a

- t— Tk
P(t) =) yLi(t) donde  Li(t)=]]—

Genéricamente el grado de P es n pero para datos especiales puede tener
grado menor.

Dados vectores de datos x e y, la siguiente funcién evalda el polinomio
de interpolacion en un valor t aplicando la férmula anterior, tal cual esté.

1 function res = lagr_inef(x,y,t)

2 n = length(x)—1;

3 res = 0;

4 for j =0:n

5 % Calcula Lj(t)

6 Lj = 1;

7 for k=0:j—1

8 % E1 punto antes de * permite que t sea
<~ vectorial

9 Lj = Lj.*(t—x(k+1)) /(x(j+1)—x(k+1));

10 end

11 for k=j+1:n

12 Lj = Lj.x(t=x(k+1)) /(x(j+1)=x(k+1)) ;

13 end

14 % Suma la contribucién al resultado

15 res = res +y(j+1)xLj;

16 end

17 end

Descomponer el producto que define L; en dos, es algo mas eficiente que
comprobar n 4+ 1 veces la condicién k # j, por eso se ha escrito asi. Co-
mo sugiere uno de los comentarios, los puntos antes de * en las lineas 9
y 12 son superfluos para calcular valores individuales pero si los dejamos,
servird también para t vectorial, evitando llamadas multiples.



Por ejemplo, el siguiente cédigo dibuja cinco puntos de la grafica de
y =senz en [—m, ], la grafica en si (en linea de puntos roja) y el polinomio
de interpolacién:

n
X

y

4;
linspace(—pi,pi, n+1);
sin(x);

figure (1)

Plot (x,y, "bo’)

hold on

t = linspace(—pi,pi,100);
plot(t,sin(t), ’r--7)

10 hold on

11 plot( t, lagr_inef(x, y, t) )
12 hold off
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El inef del nombre viene porque esta es una manera muy ineficiente de
proceder si el nimero de nodos n + 1 es grande, ya que la evaluacién para
cada una de las coordenadas de t requiere una cantidad de operaciones
comparable a n?.

Una forma mejor de proceder numéricamente es utilizar la forma ba-
ricéntrica del polinomio de interpolacién. Esta se resume en que, con unas

manipulaciones ingeniosas elementales en ) | y;L;(x), se obtiene

t—ux;’ t—x,;
=0 J §=0 J

y wj el denominador de Lj, es decir, wj = [];;(z; — x;,)~ L. Hay dos ven-
tajas principales en esta formulacién. La primera es que, si n esta fijado, no
es necesario recalcular los w; para cada evaluacién de ¢ y por tanto cada
nueva evaluacién solo requiere una cantidad de operaciones comparable a
n. Todavia més, para ciertas elecciones de nodos los w; son conocidos de
antemano [BT04]. La segunda ventaja es que anadir nuevos nodos, es decir,
variar n, no implica rehacer todos los calculos desde cero, basta anadir un
sumando a N y a D por cada nuevo nodo. Esta dltima ventaja la comparte
con el método de diferencias divididas de Newton, que también se vera en la
teorfa. Una pequena desventaja, meramente técnica, es que hay que tener
cuidado con no aplicar la férmula para t = x;.

Teniendo en mente la primera ventaja, construimos una funcién que tiene
los w; como uno de sus argumentos:

1 function res = lagr_bar(x,y,w,t)

2 n = length(x)—1;

3 N = 0;

4 D = 0;

5 for j=1:n+1

6 v=w(j)./(t—=x(j));



7 N =N+ y(j)*v;
8 D =D+ v;

9 end

10 res = N./D;

11 end

De nuevo t puede ser vectorial.
No es dificil probar que para nodos equiespaciados en el intervalo [a, b]
se puede tomar [BT04, (5.1)]:

- ()

En realidad, usando la definicién, w; es un multiplo de esta cantidad pero
esto introduce factores comunes en N y D que se cancelan.

Sabiendo que nchoosek es la funcién en matlab/octave que da los niime-
ros combinatorios, para conseguir con lagr_bar el mismo dibujo obtenido con
lagr_inef usamos:

1 a = —pij;

2 b = pij;

3 n = 4;

4 x = linspace(a,b, n+1);

5 y = sin(x);

6 w = zeros(n+1,1);

7 for j = O:n

s w(j+1)= (=1)"j*nchoosek(n,j);
9 end

10

11 figure (1)

12 plot(x,y,’bo’)

13 hold on

14 t = linspace(a,b,100);

15 plot(t,sin(t), ’r--7)

16 hold on

17 plot( t, lagr_bar(x, y, w, t) )
18 hold off

Si usamos el codigo tal como esta, veremos que la linea continua se aleja un
poco de los nodos inicial y final. Eso se debe a las singularidades en xg y
Zyn. Una manera, un poco chapucera pero efectiva, de evitarlo, es desplazar
t anadiendo una cantidad algo mayor que el épsilon maquina. Por ejemplo,
completando la linea 14 con +10*eps.

La actividad siguiente muestra las deficiencias del polinomio interpolador
vy que palian otros métodos de interpolacion como los splines.

AcTIviDAD 9.1.1. Utilizando la funcién que has creado, dibuja la gréafica
obtenida al interpolar {(a:j, yj)}ji(o donde x; = j — K, y; = x; excepto por
yk = 0,01. jqué ocurre cuando K crece?

ACTIVIDAD 9.1.2. La funcién prod en matlab/octave calcula el produc-
to de las coordenadas de un vector fila y v(j)=[] elimina la coordenada j



de v. Sabiendo esto, escribe una funcién wj con un solo bucle tal que wj (x)
genere el vector {w;}7_, correspondiente a {z;}7]_g.

2. Polinomios e interpolacion con matlab/octave

Si estamos usando el polinomio de interpolacién para aproximar de una
funcién fija que vamos a usar muchas veces, seguramente preferiremos el
polinomio en si en vez de un algoritmo para construirlo y evaluarlo cada
vez. En matlab/octave hay algunos comandos que permiten tratar algunos
aspectos muy basicos del dlgebra de polinomios. Un polinomio se representa
con un vector fila que indica sus coeficientes, siendo el iltimo elemento el que

corresponde al término independiente. Por ejemplo, [1,1,1] es 22+ 2+ 1y
[1,-1,0,1,-1] es 2*— a3+ 2 —1. La funcién conv multiplica dos polinomiosl.
Por otro lado polyval(p,x) evalia un polinomio p en x, que puede ser un

escalar o un vector. Tras ejecutar el siguiente codigo:

% Polinomio x"2+x+1

pl = [1,1,1];

% Polinomio x"4-x"3+x-1
p2 = [1,-1,0,1,—1];

% Producto

p = conv(pl,p2)

% Evaluacién en x =0,1,2
x = 0:2;

ev = polyval(p,x)
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obtendremos como salida p=[1,0,0,0,0,0,-1], porque (a:2 +x+ 1)(3;4 — 3+
x—1)=2%—-1y ev=[-1,0,63] porque esos son los resultados al evaluar en
x=0,1,2.

También se tiene el comando poly(r) que dado un vector fila r construye
el polinomio moénico que lo tiene por raices. Asi poly([2,3]) es [1,-5,6].
Como ejemplo el siguiente cédigo calcula en Lj, el polinomio L; de la forma
de Lagrange de la interpolacién. Tal como esté, corresponde a L; con cinco
nodos equiespaciados en [—1,1].

1 j =1;

2 n = 4;

3 x = linspace(—1,1,n+1);

4 temp = X

5 temp(j+1) = []

6 Lj = poly(temp)/prod(x(j+1)—temp);

'El nombre conv se debe a que matlab/octave es més para ingenieros que para ma-
tematicos o informaticos y una operaciéon importante entre sefiales, llamada convolucion,
es similar formalmente a la multiplicacién de polinomios.



AcCTIVIDAD 9.2.1. Modifica el cédigo anterior para que muestra las grafi-
cas de todos los Lj;.

La interpolacién es un tema muy comun en célculo numérico por eso
no debe extranar que matlab/octave tenga una funcién nativa para hallar
los coeficientes del polinomio de interpolacién su estructura mas basica es
polyfit(x,y,n) donde x e y son los vectores cuyas coordenadas dan los pun-
tos de interpolacién (z;,y;) y n es un parametro redundante que, siguiendo
la notacién habitual, indica el nimero de nodos menos uno. Utilizando esta
funcidn, el ejemplo de la interpolacién de y = sen x que venimos manejando,
serfa:

1 n = 4;

2 x = linspace(—pi,pi, n+1l);
3 y = sin(x);

4 cpi = polyfit(x,y,n);

5

6 figure(l)

7 plot(x,y,’bo?)

8 hold on
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t = linspace(—pi,pi,100);
10 plot(t,sin(t), ’r--7)

11 hold on

12 poin = polyval(cpi,t);

13 plot( t, poin )

14 hold off

Las lineas a las que hay que prestar atencién son la 4 que define cpi como
la lista de los coeficientes del polinomio de interpolacién y la 12, que evalda
tal polinomio en los valores dados por las coordenadas del vector t.

Seguro que te estas preguntando acerca de qué sentido tiene el argumento
redundante n en polyfit(x,y,n). La respuesta es que polyfit tiene una
utilidad mas general que la vista aqui y n indica el grado del polinomio que
ajusta los datos x e y. Si n es al menos la longitud de estos vectores menos
uno, existe un polinomio que ajusta perfectamente, el de interpolacién. Si n
fuera menor, entonces lo que devuelve polyfit son los coeficientes del ajuste
por minimos cuadrados.

AcCTIVIDAD 9.2.2. Considera los nodos x; = j—2con0<j<n=4e
y; = cosx;j +senx; y dibuja las gréficas correspondientes a polyfit(x,y,n)
conn =1,2,3,4 en una misma figura.

3. Fenémeno de Runge

Uno esperaria que tomando muchos nodos que cubran bien un intervalo,
se deberia tener una buena aproximacién de cualquier funcién regular por



el polinomio interpolador. Sin embargo, no es asi. El ejemplo clasico es la
funcién f(x) = (1 + 22)~! que estd en C*°. Su polinomio interpolador P,
correspondiente a n + 1 nodos equiespaciados en [—5,5] no cumple ||f —
P,||sc — 0, de hecho || f — Py||oc — 00. Esto es lo que se llama fendmeno de
Runge. La prueba es un poco larga, se puede encontrar en [IK66, §3.4] y en
[Epp87] hay otra maés.

Con el siguiente codigo se ilustra la situacion. Para simplificar, se ha
usado la funcién nativa polyfit.

1 n = 10;

2 x = linspace(—5,5, n+1l);
3 y=1./(14%x."2);

4 cpi = polyfit(x,y,n);

5

6 figure(1l)

7 t = linspace(—5,5,200);

8 plot(t,1./(1+t.72), ’r--")
9 hold on

10 plot( t, polyval(cpi,t) )
11 hold off

En [Epp87] se muestra que la convergencia se recuperaria con otra eleccién
de los nodos.

Teniendo en mente la formula del error de interpolacion, la siguiente
actividad da indicios de por qué el fenémeno de Runge se da en los extremos
y sugiere que para evitarlo deberfamos juntar més los nodos cerca de ellos.

AcTivipaDp 9.3.1. Haz un programa que dibuje la grafica de g(x) =
H;L:o |z — x| para xy = —5,21,...,x, = b equiespaciados.

El fenémeno de Runge no es universal y tiene que ver con cuestiones de
variable compleja [Epp87].

AcTIVIDAD 9.3.2. Comprueba que el fenémeno de Runge no se muestra
para f(x) = cosz en [—5, 5] cuandon < 20. Esto se sigue de que las derivadas
sucesivas de f estdn acotadas.

El hecho de limitar n en la actividad anterior es para no entrar en pro-
blemas con el épsilon maquina.

4. Splines

El fenémeno de Runge muestra que no es buena idea utilizar la inter-
polacién con n grande como instrumento de aproximacién genérico, porque
la coincidencia en los nodos es compatible con un comportamiento alocado
cerca de ellos. En ese contexto, tiene mas sentido hacer una division de los



nodos en grupos pequenos y en cada uno de ellos llevar a cabo interpola-
cién con un grado bajo. Si queremos tener cierta regularidad, en vez de una
funcién llena de picos en los extremos de los dominios de los polinomios, es
necesario introducir ciertas condiciones y es ahi donde aparecen los splines.

El comando en matlab/octave para definir un polinomio a trozos es
mkpp (x,A) donde x son los nodos en los que se cambia de polinomio y las
filas de A son los coeficientes de los polinomios suponiendo el origen en el
nodo, esto significa que en vez de los coeficientes de p(z) debemos usar los
de p(x + ;). Para evaluar un polinomio definido a trozos pt en una lista de
valores t se usa ppval(pt,t). Por ejemplo, consideremos

t2 si —1<t<0,
sio<t<l1,
1 sil<t<2,

e ="
(3—-1)3 si2<t<3.

Para dibujar su gréafica, podriamos usar

1 A=1[0,1,-2,1; 0,0,1,0; 0,0,0,1; —1,3,—3,1];
2 pp = mkpp( —1:3, A);

3 t = linspace(—1,3,300);

4 plot(t, ppval(pp,t));

5 axis(’equal’)

Los elementos de la primera fila de A vienen de los coeficientes de (:c+ (—1))2

y los de la tltima, de los coeficientes de (3 — (z + 2))3.

Dados {(xj,yj)}?zo, en su version mas simple y empleada, la interpo-
lacién con splines (cibicos naturales) es la que se consigue mediante una
funcién f tal que f ‘[%z]ﬂ] es un polinomio de grado menor o igual que
tres, f, f’, f” son continuas y f”(x¢) = f”(x,) = 0. Se puede probar que
solo hay una funcién con tales propiedades. Ademds, las propiedades sobre
f” equivalen a que minimiza la norma 2 de la derivada segunda [Cha20,
§2.1.3]. Esto es muy interesante en términos practicos porque la derivada
segunda tienen que ver con la curvatura y entonces los splines tienden a
curvarse lo menos posible, en algin sentido, lo cual, como examinaremos a
continuacién, nos libra del comportamiento salvaje de la interpolaciéon que
hemos observado en f(x) = 1/(1 + 2?).

En matlab/octave la funcién spline(x,y) nos da el spline ctibico como
polinomio definido a trozos que podemos evaluar con ppval. Veamos su efecto
sobre el ejemplo del fenémeno de Runge:

1 n = 10;



2 x = linspace(—5,5, n+1);

3 y=1./(14x."2);

4 cpi = polyfit(x,y,n);

5

6 figure(1l)

7 t = linspace(—5,5,200);

8 sc = spline(x,y);

9 plot(x,y,’bo’,t,polyval(cpi,t), ’-’, t, ppval(sc,t), ’-’)

Para favorecer la comparacion se incluye también lo obtenido con el polino-
mio de interpolacién y los (x;,y;). Si afiades la grafica de f(z) = 1/(1 + 2?)
verds que es indistinguible a simple vista de lo obtenido con la interpolacién
con splines. En [QS07, §3.3] puedes encontrar un programa que no usa la
funcién nativa de spline y es un poco mas flexible que ella.

AcCTIVIDAD 9.4.1. Dibuja la grafica obtenida al interpolar con splines
{(xﬁyj)}?fo donde z; = j — K, y; = x; excepto por yg = 0,01. Compara
el resultado con el del polinomio interpolador.

El célculo de los coeficientes de los polinomios ciibicos que conforman los
splines se reduce a resolver un sistema n x n [SB93, §2.4] pero es un sistema
muy especial, con matriz tridiagonal, que requiere mucho menos esfuerzo
computacional que uno genérico, lo cual anade la rapidez a las ventajas de
los splines.

5. Curvas de Bézier y B-splines

Dados cuatro puntos Py, P1, P> y Ps, la curva definida paramétricamente
por

ot)=(1—-1)>3Py+3t(1 —t)’P + 32(1 — )P, +t3P; 0 <t <1,

conecta Py y P53 y los segmentos PyP; v PoP3 son tangentes a la curva.
Ademsés el cuadrildtero determinado por los P; contiene a la curva. Los
puntos P; y P, son los llamado puntos de control, no son interpolados por
la curva pero la atraen en cierta forma.

El siguiente c6digo dibuja el caso correspondiente a Py = (0,0), P, =
(1,1), P, =(3,1) y Py =(4,1/2).

1 P=[0,0; 1,1; 3,1; 4,1/2]

2

3 figure(1)

4 plot( P(:,1), P(:,2), >0, P(:,1), P(:,2), ’--7)

5 hold on

6 t = linspace (0,1, 300) ’;

7 R=[(1-t)."3, 3xt.x(1—t)."2, 3%xt."2.%(1—t), t."3]*P;
8 plot( R(:,1), R(:,2) )

9 hold off



Si ahora concatenamos esta curva con otra correspondiente a los pun-
tos P, Py, P5s y Ps de forma que P, esté alineado con P»P3, el resultado
serd derivable, no tendra picos. La generalizacién a Fy,..., P, con n = 3k
conforma lo que se llama una curva de Bézier. Estas se usan a menudo en
programas de diseno gréafico interactivos en los que se permite mover los
puntos de control conservando la alineaciéon para modificar la forma de la
curva. Las propiedades anteriores hacen que el procedimiento sea bastante
intuitivo y, con un poco de practica, se logre aproximar bien cualquier curva
con unos cuantos puntos de interpolacién y control.

El siguiente cédigo muestra lo que ocurre cuando se completa el anterior
con nuevos puntos. Nétese que P» = (3,1), Py = (4,1/2) y Py = (6,—1/2)
son colineales.

1 P=10,0; 1,1; 3,1; 4,1/2; 6,—-1/2; 7,-1/4; 8 ,1]

2

3 figure(1l)

4 n = (size(P,1)—4)/3;

5 for j = O:n

6 r = 3xj+1:3%xj+4;

7 plot( P(r,1), P(r,2), >o’>, P(r,1), P(r,2), >--7)

8 hold on

9 t = linspace (0,1, 300) ’;

10 R=[(1-t)."3, 3*t.x(1—t)."2, 3xt."2.x(1—t),
— t.7°3]%P(r,:);

11 plot( R(:,1), R(:,2) )

12 hold on

13 end

14 hold off

El cédigo funciona con otra cualquier lista de puntos P, siempre con un
numero de filas del tipo 3k + 1.

AcTIvIDAD 9.5.1. Dibuja la curva de Bézier que interpola Ps; = (35,0),
0 < j < 2J con puntos de control P3j 1 = (3j + 1, (—1)j), P30 = (3j +
2, (=1)7).

Las curvas de Bézier no interpolan todos los P; y los llamados B-splines
exageran esta situacién pues, genéricamente solo se aproxima a los puntos
de partida.

Fijémonos solo en un caso particular, pero importante, en que tenemos

. .« s n
puntos de interpolacién {(:zj,yj)}j_o con ;11 —x; = h constante. Supon-
gamos que n es gigantesco y que no estamos dispuestos a hacer el esfuerzo
computacional de resolver el sistema requerido por los splines. Resulta que

la funcién definida en [xg, x,—1] mediante

W~

f(t) = ZQk((t — xk)/h)yj—&-S—k para t &€ [{L‘j,l'j+1], O0<yg<n—1,
k=1



es un buen sustituto sencillo para los splines tomando

Qi) = ¢, @alt) = (41— 1%, Qslt) = Qal1—1), Qult) = Qu(1 1),

Un célculo muestra
1

f(xj) = g(yj,l +4y; + Y1)

Si h es pequeno y los y; provienen de una funcién regular, los y; presentaran
variaciones pequefias y se cumplird aproximadamente f(z;) = y;. Aunque
te resulte chocante, operaciones de este tipo estan funcionando todos los
dias en las entranas de los dispositivos digitales cuando ampliamos una foto
[Cha20, §2.1.3].

El siguiente cédigo, no muy elegante, muestra el resultado para n = 10
y la funcién y = senx en [—7, 7.

1 ql = @Q@(x) x.73/6;

2 g2 = @Q(x) (x+1)."3/6—2x%x."3/3;
3 g3 =Q(x) q2(1—-x);

4 g4 = Q(x) ql(1-x)

5

6 n = 10;

7 x = linspace(—pi,pi, n+1l);

8 y = sin(x);

9 h = x(2)—x(1);

11 figure (1)

12 plot(x,y,’bo’)

13 hold on

14 t = linspace(—pi,pi,100);
15 plot(t,sin(t), ’r--7)

16 hold on

18 for j=1:n—-2

19 t = linspace(x(j+1), x(j+2),10 );

20 tn = (t—x(j+1))/h;

2t plot (t,ql(tn)*y(j+3) + a2(tn)*y(j+2) +
— a3(tn)xy(j+1) + q4(tn)*y(j))

22 hold on

23 end

25 hold off

La funcién b(t) definida por Qq(t + 2), Q2(t + 1), Qs3(t) y Qa(t — 1),
respectivamente en [—2, —1], [-1,0], [0,1] y [1,2], ¥ cero en el resto, es lo
que se llama B-spline. Es un spline en el sentido de que es un polinomio
cubico a trozos con derivada segunda que ademds se anula en los extremos.

AcTIvVIDAD 9.5.2. Dibuja la grdfica de b(t) en [—2,2].
La funcién f construida se puede expresar como combinacién lineal de
versiones convenientemente escaladas y trasladadas de b. La terminologia

B-spline proviene de que abrevia basis spline en inglés. Por cierto, spline era
el nombre que recibian las plantillas para trazar curvas.
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