PRIMER PARCIAL 9/MAY /2019 ALGEBRA II

1) [4 puntos] Determina todos los a, b € R tales que la siguiente matriz no sea diagonalizable

sobre C
a+b b
2—2a—-b 2—a—-b)"

Ayuda: El polinomio caracteristico es A2 — 2\ + 2a — a2.

0 -1

2) [5 puntos] Calcula exp(B) donde B=tAcontce Ry A= (1 0

>. El resultado debe

estar simplificado a una matriz real lo mas sencilla posible.
Comentario/ayuda: En fisica cudntica a esto se le llama operador de rotacién. Dependiendo de tus
habilidades, quizé te sea mas sencillo usar A2 = —I en la definicién de exp en vez del método habitual.

3) [1 punto] Sea @ : R* — R una forma cuadritica definida negativa con matriz (por

supuesto simétrica) A = (aij)?jzl. Demuestra que azoaqq > (a24).

Solucion

1) Si los autovalores son distintos, necesariamente es diagonalizable sobre C por tanto basta
estudiar el caso en el que el discriminante A = (—2)2 — 4(2a — a?) del polinomio caracteristico
es nulo. Como A = 4(1 — a)? se sigue a = 1. En este caso

M-204+1=0 = A=1 = A—)J:(_bb _bb)

Para que sea diagonalizable el nicleo debe tener dimensién 2 y por tanto b = 0. En definitiva,
no es diagonalizable si y solosia =1y b # 0.

2) Segun la definicién, separando pares e impares,

0 A2nt2n > A2n+1t2n+1 > (_1)nt2n & (_1)nt2n+1
A) = Sy Y SETAL I N S
exp(t4) nzo @2n)! +nzo @2n 1 1) nzo el nzo @2n +1)!

donde en la tltima igualdad se ha usado A*" = (—I)" = I(—1)". La primera suma es el
desarrollo del coseno y la segunda la del seno, por tanto

exp(tA) = I cost + Asent = (COSt —sen t) .

sent cost

3) Sea Q'((z,y)!) = —Q((0,2,0,)") = —agz? — 2a47y — assy?®. Esta forma Q' : R? — R
es definida positiva y por el criterio de Sylvester (o pensando en los autovalores) assaqs — (a24)?,
que es el determinante de su matriz, es positivo.
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Criterios de correcciéon y comentarios

1) El enunciado no pedia hallar los autovectores (incluso se podia evitar hallar los autovalores).
Muchos los habéis calculado haciendo el problema mas largo de lo que es. No estd mal pero multiplica
la posibilidad de equivocarse.

Hallar un autovalor A y a continuacién probar que |A— M| # 0 porque el rango es 2 no tiene sentido
y es més que un error de cuentas que deberia llamar la atencién. He descontado por eso 1.5.

Los que tenéis el problema correcto salvo que os olviddis de considerar al final qué ocurre con b =0
tenéis un 3.

Equivocarse al hallar los autovalores y después proceder de una manera incoherente con el error
reduce la calificacién tipicamente a 0.75 o 1.

2) No existen la férmulas exp(tM) = texp(M) o exp(tM) = et exp(M) que empledis algunos.

No simplificar el resultado final a una matriz real, como se pedia, descuenta 0.5. Alguno lo ha llevado
al extremo hasta el punto de dejar también cosas sin operar y entonces he descontado més.

Por supuesto, se podia hacer también diagonalizando. Los autovalores de A son i y —i con autovec-
tores (1,—4)" y (1,7)! por tanto habria que calcular

ti
exp(B) =C (60 eoti> c con C= ( ' 1)

-1 1

y operando (no escribo los detalles) se obtiene el resultado recordando e** = cost + isent.
Notese que con lo que sabemos del tdltimo tema, el nombre dado en fisica cudntica es adecuado
porque corresponde a un giro en R2.

3) Otra prueba similar es que si cambiamos el nombre de las variables x5 y 24 a 21 y 22, respecti-
—air —ai2
que debe ser

vamente, la desigualdad a probar es ajiass > (a12)? pero ajjase — (a12)? = a a
—a12  —a22

positivo por el criterio de Sylvester para el segundo menor angular.

Una tercera posibilidad un poco indirecta es decir que si ¢ es la forma bilineal simétrica asociada a Q)
entonces —¢ es un producto escalar. Como —a;; = —¢(€;,€;), la desigualdad (—age)(—a4s) > (—az24)?
equivale a Cauchy-Schwarz aplicado a los vectores €3 y €y.



