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Simbolos

N Conjunto de los enteros no negativos.

S Semigrupo numérico.

S* Semigrupo numérico sin el 0.

e(S) Dimensién de S.

m(S) Multiplicidad de S.

L(S) Conjunto de lagunas de S.

g(9) Numero de Frobenius de S.

1(S) Género de S.

c(S) Conductor de S.

ny Ntimero de semigrupos numéricos de género [.
PE(S) Pseudo-ntimeros de Frobenius de S.

t(S) Tipo de S.

N(S) Conjunto de elementos esporadicos de S.
n(S) Longitud de S.

Ap(S,n) Conjunto de Apéry de S con respecto a n.
Ap(S,n) Base de S con respecto a n.






Resumen

Sea N el conjunto de los enteros no negativos. Un semigrupo numérico es un
subconjunto de N cerrado bajo la suma, que contiene al 0 y cuyo complementario
sobre N es finito. Todo semigrupo numeérico esta determinado por sus invariantes, y
tras presentar los méas relevantes nos centraremos en estudiar tres de ellos: namero de
Frobenius, pseudo-ntimeros de Frobenius y tipo.

Analizaremos después dos problemas abiertos que todavia estan en el foco de la
investigacion. El primero es una version mas general del problema de Frobenius, cuyo
enunciado original se basa en encontrar, fijados ai,...,a, € N coprimos entre si, el
mayor entero b para el cual la ecuaciéon diofantica A\ja; + ...+ Ara, = b no tiene
soluciéon en N. El segundo, que podriamos entender como el inverso del problema
anterior, se basa en encontrar bajo qué condiciones existen semigrupos numéricos que
tengan por pseudo-ntimeros de Frobenius un conjunto de naturales dado.

Abstract

Let N be the set of nonnegative integers. A numerical semigroup is a subset of
N that is closed under addition, contains the zero element and whose complement in
N is finite. Every numerical semigroup is uniquely determined by its invariats, and
after introducing the most relevant ones we will focus on three of them: the Frobenius
number, the pseudo-Frobenius numbers and the type.

Furthermore we will look at two open problems still the topic of current research.
The first one is a generalisation of the Frobenius problem, which originally aimed to
find the greatest integer b for which the diophantine equation A\ja; + ...+ A\ra, = b
has no solutions in N, where aq,...,a, € N. The second one is about exploring the
necessary conditions for the existence of a numerical semigroup which has as pseudo-
Frobenius numbers a given set of natural numbers.
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Introduccion

El problema de la moneda, postulado por Frobenius a finales del siglo XIX, consiste
en encontrar la mayor cantidad de dinero que no podemos obtener utilizando solo
monedas de denominaciones especificas. Dicho de otro modo, dados ai,...,a, € N
tales que ged(aq,...,a,) = 1, el también llamado problema de Frobenius consiste en
encontrar el mayor entero b para el cual la ecuacion diofantica A\jai; +...+ Ara, = b no
tiene solucién en N. De hecho, el conjunto de los b € N tales que Aja1+...+ Ara, = b
tiene solucién en N conforma un semigrupo numérico.

Un semigrupo numérico es un subconjunto de N cerrado bajo la suma, que contiene
al 0 y cuyo complementario sobre N es finito. Como acabamos de afirmar, el conjunto
(a1,...,ar) = {A1a1 + ...+ Ara, | A € N} es un semigrupo numérico, y de hecho todo
semigrupo numérico puede escribirse de este modo. Por tanto, el objeto de buasqueda
del problema de Frobenius (que recibe el nombre de ntimero de Frobenius) es el mayor
entero que no pertenece al semigrupo numérico generado por {ai,...,a,}.

Durante la segunda mitad del siglo XX, los semigrupos numéricos volvieron a en-
trar en escena debido a sus multiples aplicaciones en geometria algebraica. Aunque
en este trabajo no nos adentraremos en dicho campo, algunos invariantes de los semi-
grupos numéricos han sido nombrados en base a esta relacién, como por ejemplo la
multiplicidad, el tipo o el conductor, y es por ello que el lector familiarizado con la
geometria algebraica no debe extranarse al encontrar estas similitudes.

Los objetivos de este trabajo han sido dos. El primero de ellos ha sido generar
una memoria auto-contenida en la que se expongan demostraciones alternativas a las
propuestas en la literatura actual para los diferentes resultados que vamos a estudiar.
Si no se indica lo contrario al comienzo de la demostracién (mediante una cita a la
referencia correspondiente), esta es original. Esto también se aplica a los diferentes
resultados expuestos; entre los propuestos en este trabajo merece especial mencién el
Corolario 1.31.

El segundo objetivo, aprovechando que actualmente se produce mucha literatura
en torno a los semigrupos numéricos, ha sido acercarse a la linea de lo que actualmente
se estd investigando y analizar dos problemas abiertos.

En la primera parte del trabajo presentaremos los invariantes mas relevantes de
los semigrupos numéricos, haciendo especial énfasis en los que en este trabajo lla-
maremos invariantes de Frobenius: el nimero de Frobenius, los pseudo-ntimeros de
Frobenius (entre los cuales se encuentra el numero de Frobenius) y el tipo. Expondre-
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VIII Introduccién

mos tres caracterizaciones del conjunto de pseudo-nimeros de Frobenius; dos de ellas
ya conocidas y una tercera que no se ha podido encontrar en la literatura existente.

En la segunda parte, realizaremos un acercamiento a dos problemas abiertos re-
lacionados con los invariantes de Frobenius. El primero es el propio problema de
Frobenius, aunque en este caso no solo buscaremos el niimero de Frobenius, sino tam-
bién el resto de pseudo-niimeros de Frobenius. Poco después de que este matematico
enunciara su problema diofantico, Sylvester lo resolvié para el caso r = 2 (i.e. hallo
una féormula que a partir de los generadores {aj, as} calculaba el nimero de Frobenius
del semigrupo numérico generado por {ai,as}). El caso r = 3 es significativamente
mas complejo, y aqui dedicamos buena parte del segundo capitulo a su resolucion.
Para r > 4 no se conoce la solucién, pero Curtis [4] prob6 que si existe, no puede
venir dada por un polinomio.

El segundo problema tiene el enfoque opuesto; dado un conjunto de enteros posi-
tivos, estudiaremos bajo qué condiciones existen semigrupos numeéricos para los cua-
les este sea su conjunto de pseudo-ntiimeros de Frobenius. Fijar los pseudo-ntmeros
de Frobenius fuerza a que determinados enteros pertenezcan al semigrupo numérico
(elementos forzados), y también obliga a que otros no lo hagan (lagunas forzadas).
Presentaremos una serie de resultados que nos permitiran hallar estos elementos y
lagunas forzadas, y luego expondremos dos algoritmos que recogen de manera orde-
nada los pasos a seguir para obtener estos enteros forzados. Conocer todos los enteros
forzados es equivalente a saber si existen semigrupos numéricos con un determinado
conjunto de pseudo-nimeros de Frobenius.

Todo esto lo haremos apoyandonos en el paquete NumericalSgps [5] de GAP [17].
Esta herramienta ha jugado un papel crucial en el desarrollo de este trabajo, pues la
facilidad que ofrece para generar ejemplos ha proporcionado la intuicién de algunos
de los resultados originales de este trabajo. Es por ello que la utilizaremos a menudo
a lo largo del escrito.



CAPITULO 1

Semigrupos numéricos. Conceptos
Basicos.

1.1. Semigrupos numéricos y sus generadores.

Definicién 1.1 (Semigrupo). Un semigrupo es un par (M, *) tal que M es un conjunto
cerrado bajo la operacién *, donde * verifica la propiedad asociativa.

Definicién 1.2 (Monoide). Un monoide (M, *) es un semigrupo con un elemento
neutro, i.e.:
dee M talque axe=exa=a, VYae M.

Un subconjunto H de M con la operacién * es un submonoide de (M, *) si es cerrado
para dicha operaciéon y ademés el elemento neutro de M pertece a H.

Definicién 1.3 (Semigrupo numeérico). Un semigrupo numérico (S, *) es un submo-
noide de (N, +) tal que el complementario de S en N es finito.

Para aligerar la notacién, en lugar de denotar los semigrupos numéricos como
(S,4) los escribiremos simplemente como S, ya que la operacion de los semigrupos
numéricos es por definicion 4. Cuando hablemos de semigrupo numérico propio nos
referiremos a un semigrupo numeérico en el que S es un subconjunto propio de N, i.e.
SCN.

La forma méas comun de describir un semigrupo numérico es a partir de sus gene-
radores. Si A = {ay,...,a,} es un conjunto finito no vacio de N, denotamos por (A)
al submonoide de N generado por A, es decir:

<A> = {)\10,1 + ..o+ Aay | Ai €Na; € A}

Proposicion 1.4 (Lema 2.1 en [14]). Sea A un subconjunto finito de N. Entonces (A)
es un semigrupo numeérico si y solo si ged(A) = 1.

Demostracion. => Demostramos la formulacion equivalente: Si ged(A) = d > 1,
entonces (A) no es un semigrupo numérico. Si ged(A) = d, cada a € A se puede
escribir como a = da’ con a’ € N. Por tanto, si A = {a1,...,a,} se tendra que
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2 Semigrupos numéricos. Conceptos Basicos.

(Ay = {d(Mad} + ...+ N\a)) | \; € N,da] € A}. Basta usar que hay infinitos nimeros
primos mayores que d (y que por tanto no pueden estar en (A)), de modo que el
complementario de (A) en N no es finito, y (A) no es un semigrupo numérico.

<= En primer lugar, 4+ es una operacién asociativa en N y por lo tanto también en
(A).

Por otra parte (A) es cerrado por adicion; si o = A\jai+. ..+ \a, y 8 = prar+. . .+pray
son dos elementos de (A), entonces o + = (A1 + p1)ar + ... + (Ar + pr)ar € (A).
Se tiene ademéas que 0, el elemento neutro de (N, +), estd en A (basta tomar todos
los \; =0).

Falta ver que el complementario de (A) en N es finito. Si 1 € A, el resultado es
inmediato. Supongamos que 1 ¢ A. Como ged(A) = 1, la ecuacion ayz1+. . .4+a,x, =1
tiene soluciéon en Z. Dado que 1 ¢ A, algunos de los x; seran negativos; pasamos todos
estos al lado derecho de la ecuacién, que quedara de la forma

A5, T 5, + ...+ a; T, = 1 — Q1 Ty — - — Q5T

1+s tsr

Observemos que tanto s como s + 1 estan en (A), pues ambos son una combinaciéon
lineal de los generadores en la que los coeficientes estdn todos en N. Al tener dos
ntimeros consecutivos en (A) se tiene que si n > s? — 1, entonces n € (A). Veamos
esta afirmacién. Sin > s? —1 = (s — 1)s + (s — 1), entonces n = ¢s + k para ciertos
¢, k€N, 0< k<s—1. Por tanto

gs+(s—=1)>qgs+k>(s—1)s+(s—1).
n
En concreto, de gs+ (s —1) > (s — 1)s+ (s — 1) se deduce que ¢ > s — 1, y por tanto
q>k. Ahora; n = (ks + k) + (g —k)s = k(s + 1) + (¢ — k)s € (A) por tratarse de
una combinacion lineal de dos elementos de (A) en la que los coeficientes estan en N.
Esto prueba que si n > s? — 1, entonces n € (A), de modo que el complementario de
(A) en N es finito. Por tanto, (A) es un semigrupo numeérico.

O]

En la anterior proposicién hemos tomado un conjunto de generadores finito. El
siguiente enunciado establece que esto es suficiente para generar cualquier semigrupo
numeérico.

Proposicion 1.5 (Proposicion 3 en [1]). Todo semigrupo numérico S estd finitamente
generado.

Demostracion. Tomemos s € S*. Entonces existe un conjunto de generadores A que
tiene como mucho s elementos, uno por cada clase médulo s. Esto es asi porque si
ai,az € A;a1 < ag,a1 = ag (méd s), entonces as = ay + sk con k € N, de modo que
A\{az} también es un conjunto de generadores de S. O

La idea detrds de la anterior demostracién motiva la definiciéon del conjunto de
Apéry.



1.1 Semigrupos numéricos y sus generadores. 3

Definiciéon 1.6 (Conjunto de Apéry). Sea n € S*. Se define el conjunto de Apéry de
S con respecto a n de la siguiente manera:

(1.1) Ap(S,n) :={seS|s—n ¢S}

Las dos siguientes proposiciones pretenden mostrar una forma diferente de carac-
terizar los elementos de un conjunto de Apéry.

Proposicion 1.7 (Lema 1 en [1|). Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*.
Entonces Ap(S,n) = {0,w(1),...,w(n — 1)}, donde w(i) denota el menor elemento
de S tal que w(i) =i (mdd n).

Demostracion. Como w(i) —n = i (méd n), por minimalidad de w(i) se tiene que
w(i) —n ¢ S, y por definicion se tiene que w(i) € S. De este modo, w(i) € Ap(S,n).
Esto prueba un contenido. Para el otro, sea n € S* y sea a € Ap(S,n). Entonces
a = i (méd n) para algin i = 0,...,n — 1. Si i = 0, entonces a = 0, porque para
cualquier otro a de la clase 0 se tendria a —n € S por 0,n € S, lo cual se contradice
con a € Ap(S,n). Sii# 0, entonces a = k;n+1 con k; € N. Entonces o bien a = w(i),
o bien a = w(i)+kn para algan k > 0 (si £ < 0, a ¢ S por minimalidad de w(7)). Pero
entonces a —n = w(i) + (k —1)n € S por k — 1 € N, de modo que a ¢ Ap(s,n). Por
tanto necesariamente o bien a = 0, o bien a = w(i) para algin i =1,...,n — 1. ]

Obsérvese que esto implica que |Ap(S,n)| = n.

Proposicion 1.8. Sea S = (aq,...,a,) un semigrupo numérico, y sea x € S. Enton-
ces para todo vt =1,...,n:

(1.2) = ¢ Ap(S,a;) <= existen A1,...,A\p € N con \; # 0 tales que © = Z)\jaj.
j=1

Demostracion. = Demostramos la formulacion equivalente: si para todos A1, ..., Ay €
N tales que v = Z?Zl Ajaj se tiene que A\; = 0, entonces x € Ap(S,a;). Como z € S,
solo falta ver que x — a; ¢ S. Supongamos que =z — a; € S, es decir,

n
r—a;=Aa1+ ...+ N—10i—1 — @; + Xi+1Gi41 + ... + dpap = Z /\;aj
=0

para ciertos )\;- € N. Entonces se tendria

n
T=Ma1+ ...+ A1ai—1 + Aiv1ai01 + ..o+ Apan = a; + Z )\;«aj
j=0
lo que nos da una coleccién de coeficientes en los naturales tal que el coeficiente -

ésimo es estrictamente positivo, y esto es una contradiccién con la hipoétesis inicial.
<~ Siz= Z?:l Ajaj con \; # 0 entonces © € S, x —a; € S luego x ¢ Ap(S,a;). O

El siguiente lema nos proporciona una forma diferente de visualizar el conjunto de
Apéry.



4 Semigrupos numéricos. Conceptos Basicos.

Lema 1.9 (Lema 3.1 en [3|). Sea S = (a1,...,a,) un semigrupo numérico y sea
n e S* Si Y Nia; € Ap(S,n) entonces Y i Na; € Ap(S,n) para cualesquiera
0<N <N, i=1,...,r.

Demostracion. Para demostrarlo recurrimos a la propia definicion de conjunto de

Apéry. Estéa claro que ., Ma; € S, de modo que solo falta ver Y ;| Na, —n ¢ S.
Podemos escribir

i)\;ai —n = i)\iai —n— i()\l - )\;)a, .
i=1 =1 i=1

a b c

Ahora bien; b ¢ S por la definicién de conjunto de Apéry, y ¢ € S. Como b = a+c¢, ha
de ser a ¢ S (de lo contrario b = a+c € S). Por tanto > ;_; N.a; —n € Ap(S,n). O

El conjunto de Apéry nos permite caracterizar de forma tnica los elementos del
semigrupo numeérico.

Proposicion 1.10 (Lema 2.6 en [14]). Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*.
Entonces para todo s € S existe un unico par (k,w) € Nx Ap(S,n) tal que s = kn+w.

Demostracion. Basta tomar w = minges{q = s (méd n)}. Entonces por definicién
w € S perow —n ¢ S, de modo que w € Ap(S,n). El valor de k viene determinado
unifvocamente por la eleccion de w. La unicidad se deduce de que en el conjunto
Ap(S,n) hay un tnico elemento por cada clase modulo n, y por tanto hay un tnico
w=s (méd n). O

Este resultado deja entrever que a partir del conjunto de Apéry podemos obtener
un conjunto de generadores. Antes de demostrar esto, necesitamos una nueva defini-
cion.

Definicién 1.11 (Base estandar). Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*. Se
define la base de S sobre n como

(1.3) Ap(S.n) == Ap(S,n)\{0} U {n}.

En particular, cuando n = min(S*) este conjunto recibe el nombre de base estandar.
Corolario 1.12. Sea S un semigrupo numeérico y sea n € S*. Entonces

(1.4) (Ap(S,n)) = S.

Demostracion. Se deduce de manera inmediata de la Proposicion 1.10. 0

Este corolario también proporciona una demostraciéon alternativa a la Proposicion
1.5, puesto que Ap(S,n) es un conjunto de generadores de S con n elementos.

Una vez visto que todo semigrupo numérico est4 finitamente generado, es natural
preguntarse si existe un tnico conjunto minimal de generadores.



1.2 Invariantes de un semigrupo numérico. 5

Definiciéon 1.13 (Conjunto minimal de generadores). Sea S un semigrupo numeérico
y sea A C S. Entonces A es un conjunto minimal de generadores de S si S = (A) y
ningtn subconjunto propio de A cumple esta propiedad.

Proposicion 1.14 (Corolario 2 en [1]). Sea S un semigrupo numérico. Entonces S
tiene un conjunto de gemeradores minimal, que es finito y unico, y viene dado por la
expresion S*\(S* + S%).

Demostracion [1]. Por la propia definicion de dicho conjunto, esté claro que genera
todo el semigrupo numérico. Para ver que el conjunto de generadores es efectivamente
finito basta comprobar que es minimal, pues como hemos visto, todo semigrupo nu-
mérico esté finitamente generado.

Sea A = 5*\(S*+5%) y sea B un conjunto minimal de generadores cualquiera. Vamos
a probar que necesariamente A = B. Tomamos b € B. Si b ¢ A, entonces b = a + ¢
para algunos a, c € S*. Entonces B\{b} seria un conjunto minimal de generadores, lo
cual se contradice con la minimalidad de B. Esto prueba que B C A.

Sea ahora a € A C S = (B). Entonces a = > ;. \b con A, € N. Pero a €
S*\(5* + 8*), de modo que ) ;.5 Ay = 1; en otras palabras, existe un b € B tal
que a = b, lo cual prueba A C B. De este modo, A es el conjunto minimal de genera-
dores, que es finito por ser minimal, y ademé&s tinico. O

1.2. Invariantes de un semigrupo numeérico.

Los semigrupos numeéricos tienen una serie de atributos que los caracterizan, a
los que llamamos invariantes. Gran parte del trabajo que se realiza sobre semigrupos
numéricos se basa en estudiar estos atributos. En esta seccién se pretende dar un
breve resumen de los resultados alcanzados hasta el momento sobre los invariantes
mas relevantes, ademés de comentar algunas de las conjeturas y problemas abiertos
que existen a dfa de hoy.

Definicién 1.15 (Invariantes). Dado un semigrupo numérico S = (ay,...a,), se
definen los siguientes invariantes:

» La multiplicidad m(5), el menor elemento de S*, es decir m(S) = min(S™).

» La dimension e(5), el cardinal del conjunto minimal de generadores, i.e. e(S) =

|S*\ (S * +5%)].
» El conjunto de lagunas L(S), el complementario de S en N, i.e. L(S) = N\S.
» El género [(5), el cardinal de L(S).

» El namero de Frobenius g(S), el mayor entero b para el cual la ecuacion diofan-
tica a1z1 + ... + a,x, = b no tiene solucién en N.

» El conductor ¢(S), definido como ¢(S) = g(S) + 1.

» Los pseudo-ntimeros de Frobenius PF(S), definidos como

(1.5) PF(S)={z ¢ S|z+se€S Vse S}
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» El tipo ¢(9), el cardinal del conjunto de pseudo-ntimeros de Frobenius de S.

» El conjunto de elementos esporadicos N(S), los elementos de S menores que
9(5).

» La longitud n(S), el cardinal de los elementos esporadicos.

Observemos que tal y como hemos definido el nimero de Frobenius,

o(S) = { riliéX(N\S) = méx(L(9)) : g i§

Esto nos permite ver también que ¢g(S) = max(PF(S5)).

Ejemplo 1.16.

gap> S:=NumericalSemigroup(5,9,11);

<Numerical semigroup with 3 generators>

gap> SmallElements(S);

[0, 5,9, 10, 11, 14, 15, 16, 18 ]
Esto quiere decir que S = {0,5,9,10, 11, 14, 15,16, 18, —}, donde la flecha indica que
todo entero mayor que 18 esta en el conjunto.

gap> Multiplicity(S); #Multiplicidad

5
gap> MinimalGeneratingSystem(5,9,11); #Conjunto minimal de generadores
[ 5,9, 111

Como el conjunto minimal de generadores tiene tres elementos, ya sabemos que la
dimensién va a ser tres.

gap> EmbeddingDimension(S); #Dimensidn
3

gap> Gaps(S); #Lagunas

[1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 13, 17 ]
gap> Genus(S); #Género

10

gap> FrobeniusNumber(S); #Nimero de Frobenius

17

gap> Conductor(S); #Conductor

18

gap> PseudoFrobenius(S); #Pseudo-nimeros de Frobenius
[ 13, 17 ]

gap> Type(S); #Tipo

2

gap> ElementsUpTo(S,FrobeniusNumber(S)); #Elementos esporadicos
[0, 5, 9, 10, 11, 14, 15, 16 ]

gap> Length(S); #Longitud

8



1.2 Invariantes de un semigrupo numérico. 7

Veamos ahora como son estos invariantes cuando S = N.

Ejemplo 1.17.
gap> N:=NumericalSemigroup(1);
<The numerical semigroup N>
gap> SmallElements(N);
(0]
gap> Multiplicity(N); #Multiplicidad
1
gap> MinimalGeneratingSystem(N); #Conjunto minimal de generadores
(1]

gap> EmbeddingDimension(N); #Dimensién

1

gap> Gaps(N); #Lagunas

[ 1]

gap> Genus(N); #Género

0

gap> FrobeniusNumber (N); #Nimero de Frobenius
-1

gap> Conductor(N); #Conductor

0

gap> PseudoFrobenius(N); #Pseudo-nimeros de Frobenius
[-1]1]

gap> Type(N); #Tipo

1

gap> Length(N); #Longitud

0

Ahora pasemos a ver algunos resultados acerca de los invariantes.

Proposicion 1.18 (Proposicion 2.10 en [14]). e(S) < m(S).

Demostracion. Se tiene que A})(S, m(S)) genera el semigrupo numérico, y su cardinal
es m(S). Por tanto necesariamente e(S) < m(S). O

Los semigrupos numéricos para los cuales e(S) = m(S) reciben el nombre de
semigrupos numéricos con dimensién maximal. A continuacién se presenta una carac-
terizacién para esta condicion, asi como una forma de obtener semigrupos numéricos
de dimensién maximal.

Proposicion 1.19 (Proposicion 3.1 en [14]). Sea S un semigrupo numérico y sea
{m1 < ... < ne} su conjunto minimal de generadores. Entonces S tiene dimension
mazximal si y solo st Ap(S,n1) ={0,n2,...,nc}.
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Demostracion. Como m(S) = ny, se tiene la siguiente sucesion de equivalencias:
m(S) = e(S) <= [Ap(S,n1)| = e(9)
| =e(S) (= {n1,....ne}l)

(%)

— %(57”’1) = {nlv s 7n€}
<= Ap(S,n1) ={0,n9,...,nc}.

— ‘@(57”‘1)

La equivalencia (x) es cierta porque {ni,...,n.} C A})(S, ni) (por Corolario 1.12) y

[{n1y - yne}] = |Ap(S, n1)|.
]

Obsérvese que en la anterior proposicién es necesario que el conjunto de Apéry sea
respecto a n; = m(S). El conjunto de Apéry sobre cualquiera de los otros generadores
tiene un cardinal estrictamente mayor que no podemos relacionar con e(S), y por
tanto no aporta informacion sobre si el semigrupo numérico tiene dimensién maximal.
Ademas, la hipotesis de que el conjunto de generadores dado sea minimal también es
imprescindible, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.20.
gap> S:=NumericalSemigroup(4,9,14,23);
<Numerical semigroup with 4 generators>
gap> G:=Generators(S);
[ 4, 9, 14, 23]
gap> Ap:=AperyList(S,4); #Conjunto de Apéry de S sobre 4
[0, 9, 14, 23]
gap> SubtractSet(G, [4]); G; #Quito el 4 del conjunto G
[ 9, 14, 23]
gap> UniteSet(G,[0]); G; #Le afiado O al conjunto G
[0, 9, 14, 23]
gap> Ap=G; #Comprubo que Ap(S,4)={0,9,14,23}

true
gap> IsMED(S); #Compurebo si S tiene dimensién maximal
false
gap> MinimalGeneratingSystem(S); #Conjunto minimal de generadores
[ 4, 9, 14 ]
A pesar de que se cumple Ap(S,n1) = {0,na,...,n.}, el semigrupo numeérico no tiene

dimensén maximal, pues el conjunto de generadores inicial no era un conjunto minimal
de generadores.

Proposicion 1.21 (Corolario 3.7 en [14]). Sea S un semigrupo numérico y sean € S*.
Entonces (n,n 4+ w(l),...,n + w(n — 1)) es un semigrupo numérico de dimension
mazximal, donde w(i) = minges{s =7 (mdd n)}.

Para demostrar este resultado usaremos la Proposiciéon 1.19. Por tanto es nece-
sario comprobar primero que este conjunto de generadores es efectivamente minimal.
Observemos que {n,n + w(1),...,n+w(n —1)} = Ap(S,n) + n.
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Lema 1.22. Sea S un semigrupo numérico y sean € S*. Entonces (n,n+w(1),...,n+
w(n — 1)) es un semigrupo numérico para el cual {n,n +w(l),...,n+w(n —1)} es
el conjunto minimal de generadores, donde w(i) = minses{s =¢ (mdd n)}.

Demostracion. Denotando n = n+w(0), veamos que ningin n+w(7) puede expresarse
como combinacién lineal de los otros generadores. Supongamos que

ntw(i) =Y Nn+w)=nd X+ > \uw(j)
J#i J#i J#i
donde A; € N para todo j. Se tiene que n+w(i) —2n ¢ S por la minimalidad de w(3).
Por tanto,

nZ)\j—l—Z)\jw(j)—%L:n Zx\j—2 —I-Z)\jw(j) ¢ S.

JFi J#i J#i JFi

Como 3 _;; Ajw(j) € S, esto solo puede pasar si D, ; Aj < 2. Por tanto, n + w(i) =
n + w(j) para algin j # i, que es una contradiccion. Concluimos que el conjunto de
generadores es en efecto minimal. O

Demostracion de la Proposicion 1.21. Como Ap(S,n)+n es un conjunto minimal de
generadores (por el Lema 1.22), de acuerdo con la Proposicion 1.19, (Ap(S,n) + n)
es un semigrupo numeérico de dimension maximal si y solo si Ap({(Ap(S,n) +n),n) =
(Ap(S,n) +n)\{n} U{0}. Por tanto basta con demostrar esta igualdad.

Para el primer contenido, supongamos m € Ap((Ap(S,n) +n),n), de modo que m =
w'(i) con w'(i) = mingeap(Sn)+nyls =i (m6d n)}. Sii # 0, como en Ap(S,n) +n
ya hay un elemento de cada clase modulo n se tiene que m € Ap(S,n) +n. Si i =0,
entonces m = w'(0) = 0 € (Ap(S,n)+n)). Por tanto concluimos que m € (Ap(S,n)-+
n)\{n} U{0}.

Para el otro contenido, sea m € (Ap(S,n)+n)\{n} U{0}. Por una parte esto implica
que m € (Ap(S,n)+n), de modo que solo falta ver que m —n ¢ (Ap(S,n)+n). Como
m € (Ap(S,n)+n)\{n}U{0} se tiene que m = w'(i) para algini = 1,...,n—1, donde
w'(0) =0y w'(i) = n+minges{s =4 (mdéd n)} = n+w(i). De este modo, si i = 0 se
tiene que m—n = —n ¢ (Ap(S,n)+n). Sii # 0, m—n = w(i) ¢ (Ap(S,n)+n), porque
siw(i) € (Ap(S,n)+n), se tendria que w(i) —n € (Ap(S,n)) C S, lo que se contradice
con la minimalidad de w(7). Por tanto, se tiene que m € Ap((Ap(S,n) +n),n). O

A continuacién miremos al conjunto de las lagunas y a los invariantes relacionados
con él.

Proposicion 1.23 (Definicion 1.1.8 en [11]). Sea S un semigrupo numérico. Entonces
para todo k € L(S) se tiene que si k = a + b con a,b € N, o bien a € L(S) o bien
be L(S).

Demostracion. Supongamos que k = a + b con a,b € N tales que a,b € S. Entonces
a+b € S, que es una contradiccion con k ¢ S. Por tanto al menos uno de a, b esté en
L(S). O
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Proposicion 1.24 (Formula 2.6 en [16]). Sea S un semigrupo numérico y sean € S*.
Entonces:

1. g(S) = max(Ap(S,n)) —n.

Q.Z(S):% Z w _ngl.

weAp(S,n)

Para demostrar esto, recurriremos al siguiente lema.

Lema 1.25. Sea S un semigrupo numérico, sean € S* y sea Ap(S,n) = {0,w(1),...,

w(n —1)}. Escribiendo w(i) = k;n+ 1 para cada i =1,...,n—1 se tiene que
(1.6) L(S)={w(@)—kn|k=1,...,k,i=1,...,n—1}.
Ademds,

n—1 n—1 ,
(1.7) 0S) = ki=)_ V":)J :

i=1 i=1

Demostracion. En primer lugar, observemos que por la definicion de w(i) dada en la
Proposicion 1.7 podemos escribir w(i) = k;n+i paracadai = 1...,n—1. Ademas, por
la minimalidad de w(i) se tiene que w(i) — kn € L(S) para todo k =1, ..., k;. Como
hay un w(i) para cada clase modulo n distinta de 0 y toda laguna es congruente con
un i # 0 moédulo n (ya que todos los elementos congruentes con 0 médulo n estan en el
semigrupo numérico) se tiene que L(S) ={w(i) —kn|k=1,... k,i=1,...,n—1}.
De aqui se deduce inmediatamente que I(S) = S "'k = 320! L%J : O
Demostracion de la Proposicion 1.24. Para la primera expresion, observemos en pri-
mer lugar que g(S) € Ap(S,n) — n, puesto que g(S) ¢ S y ademas g(S) +n € S por
ser g(5) el mayor elemento del conjunto de lagunas (si no, el nimero de Frobenius
seria g(S) + n en lugar de ¢(S)). Ademas como (Ap(S,n) — n)\{—n} C L(S) y g(S5)
es el maximo de L(.9), se tiene que necesariamente ¢(S) = max(Ap(S,n)) — n.

Para la segunda expresion, escribimos Ap(S,n) = {0,w(1),...,w(n — 1)} como en
la Proposicién 1.7. Primero probemos el caso n impar. Se tiene que Zwe Ap(S;n) W
tiene n — 1 sumandos no nulos, todos ellos de la forma w(i) con i = 1,...n —

Agrupamos los sumandos de 3, capgn) W = S bw(i) en 2L parejas de la for-
ma {w(i),w(j)} tales que ¢ +j = n. Sumando cada pareja y usando la ecuacion
(1.6), obtenemos w(i) + w(j) = kin + i+ kjn + j = (ki + kj)n + n. Por tanto

DweAp(Sn) W = T (Z?:_ll ki + ”T_l) Usando la ecuacion (1.7) obtenemos [(S) =

1 n—1
n ZwEAp(S,n) w—= 5.

Por dltimo probaremos el caso n par. En este caso tenemos ”T_Q parejas como las an-
teriores, mientras que el elemento w (%) quedaréd desemparejado. De nuevo, la suma
de cada pareja sera de la forma w(i) +w(j) = kin+i+kjn+j = (ki +kj)n+n, mien-

tras que w (%) = kyjon + 5. Por tanto ZwGAp(S,n) w=n (Z?;ll ki + ”772 + %) =
n (Z?;ll ki + %), de modo que [(5) = %ZwEAp(S,n) w — "Tfl O
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De estas dos expresiones, la de mayor relevancia es la primera. No obstante, no
debemos interpretarla como una féormula, sino méas bien como una caracterizacion.
Para obtener el conjunto de Apéry es necesario generar previamente el semigrupo
numérico, y una vez generado es muy facil encontrar el nimero de Frobenius. Por
tanto, no facilita el proceso de hallar dicho invariante. Su importancia radica en que
establece una relacion formal entre un problema diofantico (pues recordemos que es
esto lo que motiva la definicion del ntimero de Frobenius) y el campo de los semigrupos
numéricos. En el segundo capitulo se estudiara la obtencion de una féormula explicita
que devuelva el ntiimero de Frobenius.

Recordemos que los pseudo-ntmeros de Frobenius eran los z ¢ S tales que x+s € S
para todo s € S*. Vamos a presentar algunas caracterizaciones que nos permitiran
entender mejor este conjunto.

Proposicion 1.26. Sea S un semigrupo numérico. Definimos la siguiente relacion en
el conjunto de los enteros:
a<gb<—=b—ach.

Se tiene que <g es una relacion de orden.
Demostracion. Veamos que <g es una relaciéon de orden.

1. Reflexividad: x —x =0 € S de modo que z <g x.

2. Asimetria: Supongamos que x <g y, y <g x. Entonces x —y € Sy y—x =
—(z —y) € S. Como S C N, la tnica forma de que esto ocurra es que y = x.

3. Transitividad: Si x <g y, y <g z se tiene que z —y € S, y — x € S. Por tanto
(z—y)+(y—2z)=2z—x €S, de modo que z <g 2.

O

Proposicion 1.27 (Proposicion 2.19 en [14]). Sea S un semigrupo numérico. Enton-
ces

(1.8) PF(S) = Mazimales< ,(Z\S).

Demostracion. Sean x € PF(S), y € Z\S tales que z # y. Si z <g y, entonces
y—ax € S. Como x € PF(S), se tiene que x + s € S para todo s € S*. Por tanto
x4+ (y—x) =y € S, lo cual es una contradiccion con y € Z\S. Por tanto si z € PF(S)
entonces € Maximales<(Z\S).
Para el otro contenido demostramos la formulacion equivalente: si x ¢ PF(S) entonces
x ¢ Maximales<(Z\S). Sea x ¢ PF(S); entonces o bien « € S o bien existe un s € S*
tal que x + s ¢ S. Six € S, entonces = ¢ (Z\S) y por tanto x ¢ Maximales<,(Z\S5).
Si existe s € S tal que z + s ¢ S, entonces x + s = [ donde | € Z\S. Por tanto
| —x = s, de modo que x <g [, y por tanto x ¢ Maximales<(Z\S).

0

De hecho, podemos probar un resultado mas fuerte.
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Corolario 1.28. Sea S un semigrupo numérico. Entonces

(1.9) PF(S) = { Kaﬁmaleksm\s) NP

Demostracion. Basta ver que si S # N entonces PF(S) C N, puesto que en el ejemplo
1.17 ya vimos que PF(N) = {—1}. Sea = un entero positivo tal que —z € PF(S).
Entonces se tiene que s — x € S para todo s € S*. Como S C N, ningtn entero
menor que z puede pertenecer al semigrupo numérico. Por tanto, tampoco pueden
hacerlo los enteros  + 1,...,x + (z — 1). Iterando, obtenemos que ningin entero de
la forma ax + b puede pertenecer a S, donde a € N, b = 1,...,x — 1. Por tanto, el
complementario de S en N no es finito, lo cual es una contradiccién con el hecho de
que S es un semigrupo numeérico. De este modo, se obtiene que si S es un semigrupo
numérico propio, PF(S) = Maximales<(Z\S) NN = Maximales< ¢ (N\5). O

Proposicion 1.29 (Proposicion 2.20 en [14]). Sea S un semigrupo numérico y sea
n € S*. Entonces:

(1.10) PF(S) = {w —n|w € Mazimales<,Ap(S,n)}.

Demostracion. Sea z € PF(S), es decir, x ¢ Sy x + s € S para todo s € S*.
Recordemos (Proposicion 1.7) que Ap(S,n) = {0,w(1),...,w(n — 1)} con w(i) =
min{s € S|s=1i (méd n)} para cadai=1,...,n — 1. Se tiene que z = j (méd n)
para algin j = 1,...n — 1 (como en veces anteriores, no puede pertenecer a la clase
del 0 porque todos los elementos de esta clase pertenecen al semigrupo numérico).
Entonces w(j) > x, porque si w(j) < x, entonces z = w(j) + kn para algin k € N de
modo que z € S. Como z € PF(S) se tiene que z+n € S, de modo que z +n = w(j)
por la minimalidad de w(j). Por tanto x = w(j) —n. Falta ver que w(j) es maximal con
respecto a <g. Sean x,y € PF(S) distintos, de modo que x+n = w(j) y y+n = w(k).
Se tiene que w(j) €5 w(k) porque de lo contrario seria w(k)—w(j) = (y+n)—(z+n) =
y —n € S lo cual implicarfa x <g y y esto no puede ser por la caracterizaciéon dada
en la Proposicion 1.27. Por tanto PF(S) C {w —n | w € Maximales<,Ap(S,n)}.
Para el otro contenido, por la Proposicién 1.27 basta ver que

Maximales<(Z\S) D {w —n | w € Maximales< Ap(S,n)}.

Sea x = w —n con w € Maximales<,Ap(S,n). Supongamos que existe y € Z\S tal
que ¢ <g s. Usando la ecuacion (1.6), podemos escribir y = w’ — kn para ciertos
k> 1,w" € Ap(S,n). Por tanto,

r<gy=w —kn—-w+necs
= w -—w—(k—1)nes
—w -—weSs
— w<guw.

Esto es una contradiccion con w € Maximales< Ap(S,n). Por tanto se tiene que
x € Maximales<(Z\S). O
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En este trabajo se proponen dos corolarios para este resultado. El segundo de
ellos es el que consideramos méas importante, al tratarse de una forma de caracterizar
el conjunto de pseudo-niimeros de Frobenius que no se ha podido encontrar en la
literatura actual.

Corolario 1.30. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*. Definimos
A\E)(S, n):={w|w e Ap(S,n)\{0},w +w’ ¢ Ap(S,n) para todo w' € @(S, n)}.

Entonces se cumple que Z})(S,n) —n = PF(S,n).

Demostracion. Basta ver que AY)(S, n) = Maximales< Ap(S,n), ya que luego restar
n a ambos lados y aplicar la Proposicion 1.29 nos da el resultado deseado. Para un
contenido, tomamos b € Ap(S,n) y w € Ap(S,n) con w # b. Supongamos que b <g w
ie. w—b=s € 5" Veamos que entonces s € Ap(S,n). Se tiene que s € S luego solo
falta ver que s —n ¢ S. Ahora bien, s —n=w—-b—n= (w—n) —b=1—0> donde
[ € L(S). Por tanto | = b+ (s —n) y como b € S, por la Proposicion 1.23 se tiene que
s —n ¢ S. Esto es una contradiccon con b € Xf)(S, n) porque se tiene que b+ s = w
conw € Ap(S,n), s € A})(S, n). La contradiccion viene dada por suponer que b <g w.
Por tanto b € Maximales< ,Ap(S, n).

Para el otro contenido, sea w € Maximales<,Ap(S,n) y sea w' € AY)(S, n). Stw+w' =
s € Ap(S,n) entonces w' = s — w ie. w <g s, lo cual es una contradiccién con
w € Maximales<  Ap(S,n). Por tanto w € Xf)(S, n). O

Corolario 1.31. Sea S un semigrupo numérico y sea A un conjunto de generadores
de S tal que 0 ¢ A. Entonces:

(1.11) PF(S) = () (Ap(S,n) —n) = () (Ap(S,a) — a)

nes* acA

Demostracion. En primer lugar vamos a demostrar que PF(S) = (,c 4(Ap(S,a) —a).
Para el primer contenido, sea x € PF(S). Por la Proposicion 1.29 esto implica que
dado cualquier n € S*, € {w —n | w € Maximales<  Ap(S,n)}. En particular, dado
cualquier a € A se tiene que x € (Ap(S,a)—a), de modo que z € (), 4(Ap(S, a) —a).
Para el otro contenido, probamos la formulacion equivalente: si x ¢ PF(S), entonces
r ¢ (\,ea(Ap(S,a) — a). Sea x ¢ PF(S); entonces o bien x € S o bien existe un
s € S*tal que v +s ¢ S. Sixz €S, entonces x ¢ (),c4(Ap(S,a) — a) porque
Naca(Ap(S,a) —a) C Z\S (por la definiciéon del conjunto de Apéry). Supongamos
ahora que existe s € S* tal que z + s ¢ S. Como A genera el semigrupo numeérico, se
tiene que s = ) -4 Aqa con A\, € N. Como s # 0, existe al menos un @ € A tal que
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Az > 1. Por tanto

r+s¢S=ac+a+(Ng—1)a+ Z Aaa & S
a€A,a#a
(%) _
—z+a¢s

— 2 +a ¢ Ap(S,a) (C S)

La implicacion () es cierta porque (Ag—1)a+3_,c 4 445 a0 € S al ser una combina-
cion lineal de los generadores en la que los coeficientes estén todosen N. Siz+a € S
se tendria que la suma de estos dos términos estaria necesariamente en .S, y por hi-
potesis no es asi.

A continuaciéon veamos que PF(S) C (1,cg(Ap(S,n) —n). De nuevo por la Proposi-
cion 1.29 se tiene que si x € PF(S), entonces para todon € S*, x e {w —n|w €
Maximales<,Ap(S,n)}. En particular, se tiene que z € (Ap(S,n) — n) para todo
n € §*, de modo que = € [),,cg+(Ap(S,n) —n).

Por otra parte, se tiene que [, g« (Ap(S,n) —n) C [\,ca(Ap(S, a) —a) puesto que en
el objeto de la izquierda estamos intersecando al menos todos los conjuntos del objeto
de la derecha, y posiblemente mas. Por tanto se tiene que

PF(S) C N,es(Ap(S,n) —n) C Naea(Ap(S,a) —a)
PF(S) = N4ea(Ap(S,a) = a)

de lo cual se deduce que PF(S) = [,,cg-(Ap(S,n) —n) = \ca(AP(S,a) — a). O

Veamos un ejemplo de la construccién descrita en el corolario.

Ejemplo 1.32.
gap> S:=NumericalSemigroup(5,9,12);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> PF:=PseudoFrobenius(S);
[ 13, 16 ]
gap> Ap5:=AperyList(S,5)-5;
[ -5, 16, 7, 13, 4]
gap> Ap9:=AperyList(S,9)-9;
(-9, 1, 11, 3, 13, -4, 6, 16, 8]
gap> Apl12:=AperyList(S,12)-12;
[ -12, 13, 2, 38, 16, -7, 6, 7, 8, -3, -2, 11 ]
gap> I:=Intersection(Ap5,Ap9,Apl2);
[ 13, 16 ]
gap> I=PF;
true
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Obsérvese que el menor niimero de conjuntos que necesitamos intersecar es exacta-
mente el cardinal de e(9); si tomamos menos conjuntos siempre obtendremos uno de
los contenidos pero el otro puede no ocurrir, como sucede en el siguiente caso:

gap> Intersection(Ap5,Apl2);
[ 7, 13, 16 1]

El corolario 1.31 nos proporciona una forma alternativa a la que normalmente
aparece en la literatura de demostrar la siguiente cota.

Corolario 1.33. Si S es un semigrupo numérico propio, entonces t(S) < m(S) — 1.

Demostracion. Sea A el conjunto minimal de generadores de S. Como PF(S) =
Naca(AD(S, a) —a), en particular PF(S) C (Ap(S,m(S)) —m(S)) y por tanto ¢(S) =
IPF(S)| < |[Ap(S,m(S)) —m(S)| = m(S). Ademas, —a = min(Ap(S, a) —a) para todo
a € A,y de hecho si a,a’ € A, entonces —a € (Ap(S,a’) —d’) si y solo si a = d'.
Demostremos esta afirmacion. Supongamos que —a € (Ap(S,a’) — a’) con o # a.
Entonces —a = w(i) — a’ para algin w(i) # 0. Por tanto a + w(i) = a’ de modo que
a’ ¢ A, lo cual es una contradiccion con a’ € A. La otra implicacion es trivial porque
0 € Ap(S,a). Esto prueba que —m(S) ¢ (),c4(Ap(S,a) — a), de modo que de hecho
PF(S) C (Ap(S,m(S)) —m(S))\{—m(S)}. Por tanto

t(S) = [PF(S)| < |[(Ap(S,m(S)) = m(S)\{=m(5)}] = m(S) — 1.
O

Veamos un ejemplo de por qué es importante la condicién S # N en la anterior
proposicion.

Ejemplo 1.34.
gap> N:=NumericalSemigroup(1l); #Conjunto de los nimeros naturales
<The numerical semigroup N>
gap> PseudoFrobenius(N) ;
[ -1]
gap> Multiplicity(N);
1
gap> Type(N);
1
gap> Type (N)<=Multiplicity(N)-1;
false

Lo que no es aplicable de la demostracién anterior a este caso particular es el
hecho de que suponiamos que habia dos generadores diferentes, lo que nos permitia
eliminar el elemento —a de la intersecciéon para todo a € A. Sin embargo, aqui un
elemento basta para generar todo el conjunto, de modo que no podemos descartar
ningin elemento de la interseccién.

Se tiene ademés que t(S) > 1, porque g(S) € PF(S), puesto que g(S) +s € S
para todo s € S* por ser g(5) el mayor elemento del conjunto de lagunas.
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Proposicion 1.35 (Proposicion 10 en [1]). Sea S un semigrupo numérico. Entonces

9(5) +1(5)

(1.12) U(8) > L2

Demostrar esta proposicién requiere un lema previo que relaciona los invariantes
ya vistos con el conjunto de ntimeros esporéadicos.

Lema 1.36. Sea S un semigrupo numérico. Entonces n(S) +1(S) = ¢(5).

Demostracion. Hay g(S) + 1 enteros no negativos menores o iguales que g(.5). Cada
uno de ellos pertenece a N(S) o a L(S) (pero no a ambos, al ser conjuntos disjuntos por
definicion). Como ademés max N (S) < max L(S) = g(5), se tiene que n(S) +1(S) =
g(S)+1=c¢(9). O

Demostracion de la Proposicion 1.35 [1|. Construimos el conjunto H = {g(S)—n|n €
N(S)UPF(S)\g(S)}. Por una parte, si n € N(S) no puede darse g(S) —n=s€ S,
porque entonces se tendria s +n = g(5) € S, lo cual es una contradicciéon. Por otra
parte, si n € PF(5)\g(S) tampoco puede ser g(S) —n € S por la caracterizacion de
los pseudo-ntimeros de Frobenius dada en la Proposicion 1.27. Se tiene entonces que
H c L(S). Por tanto n(S) + t(S) — 1 = |H| < I(S). Por otra parte, por el Lema
1.36 se tiene que g(S) — n(S) + 1 = I(S). Sumando ambas ecuaciones se tiene que
g(S) +t(S) <2I(S), de modo que I(S) > M. O

De todos los invariantes que hemos presentado a lo largo de la seccién, los que mas
se estudian actualmente son el género y los pseudo-nimeros de Frobenius (incluido el
propio nimero de Frobenius). Como la segunda parte del trabajo se centra exclusiva-
mente en los invariantes de Frobenius, a continuacién se presenta un problema abierto
relacionado con el género de los semigrupos numéricos, a fin de ilustrar uno de los
posibles caminos que se podria tomar para ampliar este trabajo.

Denotamos por n; al niimero de semigrupos numeéricos que tienen género /. Uno de
los problemas mas estudiados en el campo de los semigrupos numeéricos es si existen
mas semigrupos numéricos con género [ + 1 que con género /. Durante muchos anos
se ha conjeturado que n;+1 > n;. Esta conjetura se sabe verdadera para I < 67, pero
sigue abierta en general. En 2008, Marfa Bras-Amor6s conjeturé un enunciado maés
fuerte:

Conjetura ([2]).

1. ng > mnp1+ngo.

ny—1+n;—2 =1

2. limy_, o, =it

3. im0 n?il = 1+72\/5 (el nimero de oro).

Observemos que el segundo apartado de la conjetura implica que n; se comporta
asintoticamente como la sucesiéon de Fibonacci. Para llegar a este resultado, Brés-
Amoros estudio n; hasta [ = 50, valor para el cual se obtiene que

Mol TRz ggo3rr oy 1L — 162525,
n ni—1



CAPITULO 2

Invariantes de Frobenius.

En esta segunda parte del trabajo estudiaremos mas a fondo los invariantes de
Frobenius; el ntiimero de Frobenius, los pseudo-ntimeros de Frobenius y el tipo. La
dividiremos en dos bloques: en el primero, dado un semigrupo numérico trataremos
de hallar una férmula explicita para los invariantes de Frobenius. En la segunda dado
un conjunto de nimeros veremos si pueden existir semigrupos numéricos para los
cuales ese sea su conjunto de pseudo-ntimeros de Frobenius.

2.1. Foérmula para los invariantes de Frobenius.

2.1.1. Dos generadores.

En este apartado supondremos que aj, as son enteros positivos tales que a; < as.

Proposicion 2.1 (Proposicion 2.13 en [14]). Sea S = (a1, az) un semigrupo numérico.
Entonces

(2.1) g(S) = ajag —aip — ag.

Demostracion. En primer lugar, por la Proposicion 1.7 se tiene que Ap(S,a;) =
{0,a2,2aq9,...,(a; — 1)az}. Veamos esto con mas detalle. Por una parte, se tiene
que dos elementos de la forma zag, yas donde = # y, 0 < x,y < (a; — 1) pertenecen
a clases modulo aq diferentes. Si fuera xas = yag entonces aj|az(z — y) y como ay
y ag son coprimos, necesariamente ai|(x — y), lo que implica = y. Por otra parte,
Ap(S,ay) tiene aj elementos, y con el método descrito hemos construido a; clases de
equivalencia distintas. Por tanto Ap(S,a1) = {0, a2, 2ag, ..., (a1 — 1)as}.

Usando ahora la Proposicion 1.24, tenemos que g(S) = max(Ap(S,a1)) — a1 =
(a1 — l)ag — a1 = a1a2 — a1 — av. O

Proposicion 2.2. Sea S = (a1, a2) un semigrupo numérico. Entonces t(S) = 1.
Demostracion. Por la caracterizacion de la Proposicion 1.29 se tiene que PF(S) =
{w — a1 | w € Maximales<,Ap(S,a;)}. Sean wy, wp € Maximales< Ap(S,ay), y su-

pongamos que wi > wp. Entonces w; = kjag y wy = koag con 0 < k; < a; — 1. De
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18 Invariantes de Frobenius.

este modo wy — we = (k1 — ke)ag € Ap(S,a1) C S, porque 0 < ky — ko < ay — 1. Por
tanto, por la maximalidad de wq, wo necesariamente ha de ser w; = wsy, de modo que
t(S)=1. O

2.1.2. Tres generadores.

El célculo de los pseudo-ntimeros de Frobenius de un semigrupo numeérico de di-
mension 3 es mas complejo. En 1990, Frank Curtis [4] demostré que para los semi-
grupos numéricos con tres generadores (no necesariamente de dimension 3) no existe
una féormula dada por un polinomio que devuelva el nimero de Frobenius. De hecho,
prob6 un resultado maés fuerte.

Teorema 2.3. [4] Sea A = {(a1,a2,a3) € N3|ay < ag < a3, (a1,a2) =1 y a1, a2 Jas}.
Entonces no existe un polinomio no nulo H € C[X1, X2, X3,Y] tal que

H(a1,a2,a3,9(a1,a2,a3)) = 0 para todo (a1, az,a3) € A.

Observemos que este resultado es mas fuerte porque la condicion de (ag,az) = 1
es suficiente (pero no necesaria) para que (a1, ag, as) sea un semigrupo numeérico. A es
por tanto un subconjunto del conjunto de semigrupos numéricos con tres generadores,
y si no existe un polinomio que se anule bajo esas condiciones en A, tampoco puede
existir en todo el conjunto de semigrupos numéricos con tres generadores.

La demostraciéon de este teorema no se incluye en el trabajo ya que requiere de
técnicas de geometria proyectiva que se alejan mucho del tema que estamos tratando.
Sin embargo, el articulo [4] se dedica exclusivamente a esta prueba.

Como consecuencia del resultado de Curtis, para semigrupos numéricos con mas
de tres generadores tampoco puede existir una férmula dada por un polinomio que
devuelva el namero de Frobenius. Esto es porque si S,, es el conjunto de semigrupos
numéricos con n generadores y existiese dicha féormula para Si con k > 3, entonces
S3 = {(a1,...,ax) € Sglaz = ... = ax}, de modo que también existiria dicha formula
para S3 y por tanto para A C S3, pero sabemos que en A esta férmula no existe.

El siguiente corolario afirma que tampoco es posible dividir S3 en un nimero
finito de subconjuntos y asociar a cada uno un polinomio que devuelva el nimero de
Frobenius en cada elemento de dicho subconjunto.

Corolario 2.4. [/] No existe un conjunto finito de polinomios {hi,...h,} tal que
para cada eleccion de aq,az, a3 con (ai,as,a3) =1 existe un i tal que hi(ay,az,as) =
g(a1,az,a3).

Demostracion. [4] Definimos H (X1, X2, X3,Y) =[]}, (h:s(X1, X2, X3)—Y). Entonces
H(ay,as,as3,g(a1,az2,a3)) = 0 para todo (a1,a9,a3) € A, y esto se contradice con el
Teorema 2.3. ]

Sin embargo, esto no implica que no podamos encontrar subconjuntos de Ss
para los cuales si que exista un polinomio que devuelva el niimero de Frobenius.
{(a1,a2,a3) € N* [(a1,a2) = 1,a3 = Ara1 + Xoag, A, A2 € N\{0}} v {(a1,a2,a3) €



2.1 Férmula para los invariantes de Frobenius. 19

N3 lar = 2,a2 = 3,a3 > a2} son algunos ejemplos de estos conjuntos, a los que asocia-
riamos los polinomios H1 (X1, X2, X3,Y) = X1 Xo—X1—Xo—Y y Ha(X1, X9, X3,Y) =
1 — Y respectivamente. De hecho, uno de los problemas en torno a los que més lite-
ratura se ha producido en el campo de los semigrupos numeéricos es el de hallar dicho
polinomio para ciertos subconjuntos de Sy, (de mayor interés matemético que los ejem-
plos que se acaban de presentar), ya no solo para k = 3 sino también para k > 3.

A pesar de no poder encontrar una férmula como la descrita en el Teorema 2.3
que devuelva el nimero de Frobenius, es posible encontrar una férmula explicita que
devuelva no solo el niimero de Frobenius, sino también los pseudo-ntmeros de Fro-
benius para semigrupos numeéricos con tres generadores. Para ello, trabajaremos con
(a1, a2,a3) € N3 tales que a1 < az < as son coprimos dos a dos. Esta hipotesis no es
restrictiva debido a la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5. Sea S un semigrupo numérico cuyo conjunto minimal de generado-

res es{ny,...,n.}. Sead = ged{ny,...,n,—1} y sea S’ = <%1, ce an‘l,nr>. Entonces

(2.2) Ap(S,n,) = dAp(S',n,.).
Ademuds,

(2.3) g(8)=dg(S)+(d—-1)n, y PFS)=dPF(S")+ (d-1)n,.

Demostracion. Empezamos probando (2.2). Por la Proposicion 1.7 podemos escribir
Ap(S,n,) = (0,w(l),...,w(n, — 1)) y Ap(S’,n,) = (0,w'(1),...,w'(n, — 1)). Sea
w(i) = Mn1 + ...+ Ar—1n,y—1 (obsérvese que el término A,n, no es necesario por la
minimalidad de w(7)). Definimos la siguiente aplicacion:

f: Ap(S,n,) — N

Queremos ver que de hecho f(Ap(S,n,)) = Ap(S’,n,). En primer lugar, observemos
que f(w;) = wc(;) € 5. En segundo lugar, f(w;) = j (méd n,) con j posiblemen-

te distinto de 4. Si hubiese un elemento s; € S’ congruente con j (méd n,) tal que

s; < w((;), se tendria que ds; € S, porque si s; = Z:;ll A% 4+ Ain, € S’ entonces
dsj = Y20~ Nin; 4+ d\.n,. € S. Entonces serfa ds; = i (méd n,.), pero ds; < w(i), lo
cual se contradice con la minimalidad de w(#). Por tanto f(w(i)) = w'(j). Esto implica
que la aplicacion f(z) := & manda cada w(i) a un w'(j) i.e. f(Ap(S,n,)) C Ap(S', n,).
Ademas f es inyectiva y al actuar sobre conjuntos finitos del mismo cardinal, es tam-
bién biyectiva. De este modo se tiene que f(Ap(S,n,)) = Ap(S’,n,) o lo que es
equivalente, Ap(S,n,) = dAp(S’,n,).

Demostremos ahora (2.3). Por la Proposicion 1.24 se tiene que g(S) = méx(Ap(S, n,))—
n,, mientras que g(S") = max(Ap(S’, n,))—n,. Por otra parte, dAp(S’, n,) = Ap(S, n,).
De este modo, g(S) + n, = d(g(S’) + n,) y por tanto g(S) = dg(S’) + (d — 1)n,.
Para demostrar PF(S) = dPF(S’) + (d — 1)n,, primero probaremos que

f (Maximales< (Ap(S,n,))) = Maximales<, (Ap(S’, n,)),
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donde f es la funciéon definida en la demostracion de (2.2) (recordemos que es biyectiva,
luego tiene inversa). Supongamos que w(i) € Maximales<,(Ap(S,n,), y f(w(i)) =
w'(j) ¢ Maximales<, (Ap(S’,n,). Entonces existe un w'(k) € Ap(S’,n,) tal que
w' () <g w'(k) ie. w'(k) —w'(j) € S'. Suponiendo que f~1(w'(k)) = w(t), se tiene
que % — % € S’ de modo que w(i) — w(t) € dS’ C S, y por tanto w(i) <g
w(t), lo que se contradice con w(i) € Maximales<g(Ap(S,n,). Con esto hemos visto
que f (Maximales<4(Ap(S,n,))) C Maximales<, (Ap(S’,n;,)). Para el otro contenido
tomamos w’(j) € Maximales<, (Ap(S’,n,)), y w(i) = f~'(w'(j)). Supongamos que
existe un w(t) € Ap(S,n,) tal que w(i) <g w(i) i.e. w(t) — w(i) = s € S. Por
tanto % — # = 2 € §"% Denotando w'(k) = f(w(t)) tenemos que w'(j) <g
w'(k), lo cual es una contradicciéon con la maximalidad de w'(j). Por tanto hemos
probado el otro contenido. De este modo, se tiene que Maximales< (Ap(S,n,)) =
dMaximales< , (Ap(S’,n;)). Restando n a ambos lados y aplicando la Proposicion
1.29 obtenemos el resultado deseado. O

Por tanto, si tenemos un semigrupo numérico con tres generadores que no son
coprimos, realizamos las reducciones necesarias y calculamos los pseudo-ntimeros de
Frobenius del semigrupo numérico en el que los generadores si que son coprimos dos a
dos. Luego utilizamos la formula (2.3) para calcular los pseudo-ntimeros de Frobenius
del semigrupo numeérico original. Por tanto, a partir de ahora supondremos que ay, as
v a3 son enteros coprimos dos a dos.

Comenzamos ahora con la descripcion del procedimiento. En primer lugar, defini-
mos para cada i € {1,2,3}

¢; = min{k € N\{0} | ka; € ({a1,a2,a3}\{a;})}.
De este modo, existen enteros no negativos ri2, 713,721, 723, 731, 732 tales que

c1a1 = r12a9 -+ ri13as.
(2.4) C20a9 = 12141 + T2303.
C3a3 = 13101 + T3202.

Observemos primero que c1,cy # 1 porque a1 < az < ag son coprimos dos a dos
y los 75 son no negativos. Si c3 = 1 entonces (ay,az,a3) = (ai,a2) de modo que
podemos concluir que g({a1, as,as)) = PF({a1, as,as)) = ajaz — a; — as. Por tanto, de
ahora en adelante supondremos que c¢3 # 1 (i.e., {a1,a2,a3} es un conjunto minimal
de generadores). Veamos algunas propiedades de los ¢; y los 7;y.

Lema 2.6 (Lema 1 en [15]). Se tiene que ri2,713, 721,723,731, 32 Son estrictamente
POSitivos.

Demostracion. [15] Supongamos por ejemplo que r13 = 0. Entonces la primera ecua-
cion de (2.4) se queda en cja; = ri2ag. Como azlaicy y (a1, a2) = 1, necesariamente

LAqui dS’ no es un semigrupo numeérico (el maximo comun divisor de sus generadores es d # 1),

sino que es un submonoide de (N, +).

20bservemos que £ € S’ porque como vimos al principio de la demostracién, en la expresion de

d
s ng

los elementos del conjunto de Apéry no aparece n,. Por tanto 5 = Z:;ll i g € i



2.1 Formula para los invariantes de Frobenius. 21

ag|cy, luego ag < ¢1. Ademas, por definicion de ¢; se tiene que ¢; < ag. Por tanto,
C1 = Nno.

Por otra parte, como (a1, a2) = 1 se tiene que a1 € U(Z/asZ), de modo que existe un
elemento al_1 € Z/a2Z tal que alal_1 =1 (mdd ag). Se puede escribir entonces

az = (agafl) a;  (méd ag),
——

T

donde podemos elegir un x tal que 1 < x < ag—1. Por tanto xa; = az+zao para algin
z € Z. Veamos ahora que z € N\{0}. Supongamos que no; entonces za; — zas = as
y por tanto {ai,ag,as} no es un conjunto minimal de generadores, lo cual es una
contradiccion. Por tanto, como xa; = a3 + zaz con z > 1 se tiene que xaj € (az,as),
de modo que x > c¢;. Ademés ya hemos visto que x < a9, y uniendo estas dos
desigualdades obtenemos ¢; < x < ao, lo cual es una contradicciéon con ¢; = as. De
este modo, r13 > 0. De modo similar se puede ver que el resto de r;; también son
estrictamente positivos. O

Lema 2.7 (Lema 2 en [15]). Sij # i, entonces rj; < ¢;.

Demostracion. Supongamos que ¢ < ro1. Entonces existen enteros ¢ > 1y 0 < s < ¢1
tales que r9; = gc1+s. Usando la primera ecuacion de (2.4) y esta igualdad, obtenemos
que ro1a; = grisas + qrisas + saj. Por otra parte, de la segunda ecuacion de (2.4)
tenemos que 72141 = coag — ro3az. Uniendo ambas igualdades:

qri2ag + qrizaz + sap = cpas — rezaz = (ca — qriz)az = say + (qriz + re3)as.

Como (gri3 + r23) > 0 (por el Lema 2.6) y s > 0, se tiene que (¢ — griz)as €
(a1,a3)\{0}, y como gria > 0 (de nuevo por el Lema 2.6), esto es una contradiccion
con la minimalidad de co. Por tanto necesariamente ¢; > r12. De la misma forma se
ve con el resto de coeficientes. ]

Una vez vistos estos lemas, ya estamos en condiciones de enunciar y probar el
teorema que nos dard una expresion para el conjunto de pseudo-ntimeros de Frobenius
de un semigrupo numérico de dimensiéon 3.

Teorema 2.8. Para cada {i,7,k} = {1,2,3} se tiene que
(2.5) Mazimales<s(Ap(S,a;)) = {(¢; — 1)a; + (rir — Dag, (cx — 1)ar + (155 — 1)a;}.

Demostracion. Demostraremos el teorema para i = 1. Para el resto de casos se prueba
de forma analoga.

En primer lugar, veremos que w; = (¢3—1)az+(ri2—1)az y wa = (ca—1)ag+(riz—1)as
pertenecen a Ap(S,a1). Supongamos que w; no pertenece a dicho conjunto. Por la
Proposicion 1.8, esto es equivalente a que existan A1, Ag, A3 € N con A1 # 0 tales que
w1 = A1a1 + A2a2 + Azas. Reorganizando términos obtenemos que

((e3 = 1) = A3)az = A1a + (A2 — (r12 — 1))az
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y por la minimalidad de c3 sabemos que ((c3 —1) — A3)as ¢ (a1, a2)\{0}, de modo que
necesariamente Ay < 112 — 1 (obsérvese que no puede ser \g =rj2 —1y A3 =c3—1
por A1 # 0). Reorganizando términos de nuevo obtenemos que

((r1i2 = 1) = X2)ag = Mai + (A3 — (c3 — 1))as.

Por el Lema 2.7 se tiene que r13 < c2, y por la minimalidad de ¢y sabemos que
((riz2 —1) — A2)az ¢ (a1, a3)\{0}. Por tanto necesariamente A3 < ¢z — 1 (de nuevo, no
puede ser \3 = c3 — 1y r19 — 1 = A9 por A\; # 0). Reorganizamos términos una vez
mas para obtener que

(2.6) Aal = ((03 — 1) — )\3)&3 + ((7“12 — 1) — /\2)@2.

Como c3 — 1 > A3, r12 — 1 > A9 se tiene que A\ > ¢1 i.e. \y = qc1 + 7 con g € N\{0},
0 < r < ¢;. Usando la primera ecuacion de (2.4) y esta igualdad podemos escribir
A1a1 = qrigas + qrisas + rajp. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (2.6) y
reorganizando términos, obtenemos

(cs —1— A3 —qriz)ag =ra1 + (griz — ri2 + 1 + A2)aq.

Obsérvese que r € Ny que grig—ri2+1+X2 = (¢—1)ri2+ 1+ A2 € N\{0}. Por tanto,
(cg —1— X3 —qriz)as € (a1,a3)\{0} lo cual es una contradiccion con la minimalidad
de ¢3, que viene dada por suponer que w; ¢ Ap(S,a;). Por tanto necesariamente
w1 € Ap(S,aq). De modo similar se prueba que wy € Ap(S, ay).

Ahora queda ver que wi,wy son los tnicos elementos maximales de Ap(S,a;) con
respecto a la relacion de orden <g. Sea s € Ap(S,a;). Por la Proposiciéon 1.8, s =
xrag + yas para ciertos x,y € N. Primero veamos que x < cs — 1 e y < ¢g — 1. Si fuese
x > cg, usando la segunda ecuacion de (2.4) tengo que s = xag + yag = ro1a1 + (. —
ca)ag + (ro3 + y)as con ro; > 0 (por el Lema 2.6) y @ — ca > 0,793 +y > 0. Pero
entonces por la Proposicion 1.8 se tiene que s ¢ Ap(S, a1) lo cual es una contradiccion.
Del mismo modo se prueba que y < c3 — 1.

En segundo lugar, veamos que o bien x < rio—ley <c3—lobienx <cp—1e
y < r13 — 1. Supongamos que no se cumple la primera de las condiciones. Como ya
hemos visto que y < ¢3 — 1, tendra que ser 113 < x < ¢g — 1. Queremos probar que en
estas condiciones, y < ri3 — 1. Si fuese y > ri3, se tendria

Tag + yas = ri2a2 + 11303 + (l’ — 7”12)(12 + (y — 7“13)(13
=ciai + (.T — T12) as + (y — 7‘13) as.
N——— S——
eN eN
y como ¢; € N\{0}, de nuevo por la Proposiciéon 1.8 esto es una contradiccion con el
hecho de que zag + yas € Ap(S,ay). Por tanto necesariamente y < r13 — 1.
Tomamos ahora s = xas + yas un elemento de Ap(S,aq). Si z <rjp— 1,y <eg—1,
entonces claramente s <g wi, de modo que w; <g s si y solo si § = w;. Supongamos

ahora que wy <g s. Entonces por la transitividad las relaciones de orden, tendria que
ser wo <g wi. Veamos que esto no es posible.

W9 — W1 = (63 — 1)&3 + (’r‘12 — 1)0,2 — (CQ — 1)&2 — (7"13 — 1)@3

= (63 — T13)CL3 + (T12 — Cg)ag.
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Si fuese (c3 —r13)as + (r12 — c2)ag = w1a1 + x202 + T3a3 para ciertos xy1, re, r3 € N, se
tendria que (c3—713—x3)as = x1a1+ (r2 —ri2+c2)az. Como c3—ri3—x3 < c3, se tiene
que (c3—r13—x3)as ¢ (a1, a2)\{0} de modo que necesariamente z2 < rjg—ca < 0. Esto
se contradice con xo € N, y la contradicciéon viene dada por suponer que wo <g wi.
Obsérvese que esto también prueba que w; # we. Por tanto, si s = wags + yasg con
x <rye—1,y <cg—1 se tiene que w; £g s, ws £g S a Menos que § = wy 0 § = Wa.
De modo analogo se prueba para el caso x < cp — 1,y < r13 — 1. Con esto concluimos
que Maximales<,(Ap(S,a1)) = {(cz3 —1)az+ (r1i2 — 1)ag, (cg — 1)ag + (ri3 —1)asz}. O

El siguiente corolario ya ha sido probado en la demostracion del Teorema.

Corolario 2.9. Sea S = (a1, as,a3) con {a1,az2,a3} un conjunto de generadores mi-
nimales tales que sus elementos son coprimos dos a dos. Entonces t(S) = 2.

Por tanto, deshaciéndonos de la hipotesis de c3 # 1 obtenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.10. Para cada {i,j, k} = {1,2,3} se tiene que sicg # 1
PF({a1,a2,a3)) = {(¢; — 1)aj + (rir — 1)ar, — ai, (cp — 1)ag + (rij — 1)a; — a1},
y por tanto
g({a1, az,a3)) = max{(c; — 1)a; + (rix, — 1)ar, — a;, (cx, — 1)ag + (rij — 1)aj; — ar}.

Si C3 = 1
{9({a1,a2,a3))} = PF({a1, a2, a3)) = {a1a2 — a1 — as}.

Demostracion. Se obtiene directamente aplicando la Proposicion 1.29 al Teorema 2.8.
O

Ahora nos deshacemos también de la hipotesis de que los generadores son coprimos
dos a dos.

Corolario 2.11. Sea S un semigrupo numérico tal que e(S) = 3. Entonces t(S) < 2.

Demostracion. Supongamos que S = (a1, ag,as) conay < ag < ag. Si{ay,as,az} noes
un conjunto minimal de generadores, entonces (a1, az,as) = (a1, a;) coni =2o01i = 3,
de modo que por la Proposicion 2.2 se tiene que ¢(S) = 1. Si {a1, a2, a3} son coprimos
dos a dos, por el Corolario 2.9 se tiene que ¢(S) = 2. De lo contrario, aplicamos la
Proposicion 2.5 tantas veces como sea necesario hasta llegar a un semigrupo numérico
S" cuyos generadores sean coprimos dos a dos. Entonces ¢(S”) = t(S), y t(S’) = 1 si
e(S’) = 2 (por la Proposicion 2.2) mientras que ¢(S") = 2 si e(S”) = 3 (por el Colorario
2.9). 0

Ejemplo 2.12. Sea S = (6,8,11). Se tiene que d = gcd(6,8) = 2. Entonces S’ =
(3,4,11) = (3,4), es decir, e(S") = 2, luego ya sé que t(S’) = 1 = t(S). Como
PF(S’) = {3-4—3—4} = {5}, se tiene por la Proposicion 2.5 que PF(S) = dPF(S’) +
(d—1)-11={2-54+11} = {21}. Comprobemos que esto es correcto usando GAP:
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gap> S:=NumericalSemigroup(6,8,11);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> T:=NumericalSemigroup(3,4);
<Numerical semigroup with 2 generators>
gap> PseudoFrobenius(T);

[ 5]

gap> PseudoFrobenius(S);

[21]

Ejemplo 2.13. Supongamos ahora que S = (18,20, 23). Se tiene que d = ged(18,20) =
2. Entonces S’ = (9,10, 23), luego en este caso e(S’) = 3, luego ya sé que t(S) =2 =
t(S). Se tiene que:

7-9 =4-10+1-23 cr=7 m12=4 r3=1
5-10 =3-9+1-23 - =59 191 =3 rog=1
2.23 =4-9+1-10 c3=2 r31=4 r3p=1

Por tanto usando el Teorema 2.8 obtenemos que
Maximales< , (Ap(S’,23)) ={6-9+0-10,4-10+ 3 -9} = {54,67}

y por tanto PF(S") = {54 — 23,67 — 23} = {31,44}. Usando la Proposicion 2.5
obtenemos que PF(S) = 2{31,44} + 123 = {85,111}. Comprobemos que esto es
correcto usando GAP:

gap> S:=NumericalSemigroup(18,20,23);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> T:=NumericalSemigroup(9,10,23);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> PseudoFrobenius(T) ;

[ 31, 44 ]
gap> PseudoFrobenius(S);
[ 85, 111 ]

Ejemplo 2.14. Para el dltimo ejemplo, veamos el caso en el que hay que hacer varias
reducciones sucesivas. Supongamos que S = (210, 154, 69). La primera reduccion seria
S" = (15,11,69) donde d = 14. La segunda serfa S” = (5,11,23) donde d' = 3. Se
tiene que PF(S”) = {17,29}, y

PF(S) = 14PF(S') + 13- 69 = 14(3PF(S”) + 2 - 11) + 13 - 69 = {1919, 2423}.

2.1.3. Cuatro o mas generadores.

A dia de hoy no se ha encontrado una férmula que calcule g({aq,...,a,)) para
ningtn n > 4, y es por ello que esta bisqueda seria una de las posibles formas de
continuar este trabajo. Si que se conoce dicha férmula, sin embargo, para muchas
familias de S,, para n > 4. En el Apéndice A se pueden encontrar algunos ejemplos.
La labor investigadora se centra en encontrar esta relaciéon para familias cada vez méas
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generales, con el fin ultimo de encontrar una férmula explicita para g({a, ... a,)) para
algunos n > 4 (que ya sabemos que no podra ser como la descrita en el Teorema 2.3).

En este caso, sin embargo, se anade una complicacién, y es el hecho de que no
existe una cota para el tipo de S = (aq,...,a,) para n > 4 que no dependa de los
generadores (como ya vimos en el Corolario 1.33 hay una cota que depende del menor
de los generadores). Esto se puede ver en el siguiente ejemplo propuesto por Backelin y
publicado por primera vez en 1987 por Froberg, Gottlieb y Haggkvist [9], acompanado
de una demostracion algo ambigua. En 2021, Enescu y Suresh proporcionaron una
demostracion muy detallada del ejemplo de Backelin, que se puede encontrar en [8|.

Ejemplo 2.15. Sean > 2,7 >3n+2y s =r7r(3n+ 2) + 3. Definimos el semigrupo
numérico
S=(s,s+3,s+3n+1,s+3n+2).

Sea M ={(r+1)s+i| —2<i<3n—1,7#0 (mdd 3)}. Se tiene que M C PF(S).
Por tanto, como |M| = 2n + 2, se tiene que t(S) > 2n + 2, de modo que no podemos
acotar el tipo superiormente por algo que no sea la propia s.

2.2. Semigrupos numeéricos con un conjunto de pseudo-
ntimeros de Frobenius dado.

Dado un entero positivo g, existe al menos un semigrupo numérico con nimero de
Frobenius g (basta tomar {0,g + 1, —}). Sin embargo, dado un conjunto de enteros
positivos es posible que este no sea el conjunto de pseudo-niimeros de Frobenius de
ningn semigrupo numeérico. Si antes, dado un semigrupo numérico queriamos encon-
trar sus pseudo-nimeros de Frobenius, el problema en el que nos centraremos ahora
es dado un conjunto de enteros positivos, ver si pueden ser los pseudo-ntmeros de
Frobenius de algiin semigrupo numérico.

A lo largo de esta seccion, PF = {g1,...,gn} serd un conjunto finito de enteros
positivos, donde n > 1. Denotaremos por S(PF) al conjunto de semigrupos numeéricos
cuyo conjunto de pseudo-nameros de Frobenius es PF. Observemos que S(PF) es o
bien vacio o bien finito; a partir de g, todos los enteros pertenecen al semigrupo
numérico, de modo que |S(PF)| < 29"~ Con esta notacion, la pregunta en la que nos
centraremos es la siguiente:

Pregunta 2.16. ;Qué condiciones son suficientes para asequrar que S(PF) # 0%

Esta pregunta ha sido resuelta para |PF| < 2. Se presenta aqui su soluciéon de
forma anecdoética. Su demostracion se puede encontrar en [13].

Proposicion 2.17 (Proposicion 2.5 en [13]). Sean g1, g2 enteros positivos tales que
g1 < g2 y g2 es impar. Entonces eziste un semigrupo numérico S tal que PF(S) =

{91, 92} si y solo si G < g1, (201 — g2) f91, (291 — 92) f92 v (201 — g2) M(92 — g1)-
Proposicion 2.18 (Proposicion 2.6 en [13]). Sean g1, g2 enteros positivos tales que
g1 < g2 y g2 es impar. Entonces existe un semigrupo numérico S tal que PF(S) =
{91.92} siy solo si 2 < g1, (91— %) for, (91 — %) Loz v (1 — %) Jg2 — qn).
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2.2.1. Enteros forzados.

Definiciéon 2.19 (Laguna forzada). Diremos que un entero m es una laguna forzada
por PF si m es una laguna en todos los semigrupos numeéricos de S(PF). Denotaremos
al conjunto de las lagunas forzadas por GF(PF) = (\gcgpr) L(S) (recordemos que
L(S) denota las lagunas de S). Si S(PF) = (), entonces GF(PF) = N.

Definicién 2.20 (Elemento forzado). Diremos que un entero m es un elemento forza-
do por PF si m es un elemento en todos los semigrupos numéricos de S(PF). Usaremos
la notacion EF (PF) para referirnos al conjunto de elementos esporédicos forzados por
PF, ie., EF(PF) = Ngespr) N(9), (recordemos que N(S) denota los elementos es-
poradicos de S). Si S(PF) = (), entonces EF(PF) = N.

La union de las lagunas forzadas por PF y los elementos forzados por PF consti-
tuye los enteros forzados por PF. Los enteros que no son forzados reciben el nombre
de enteros libres de PF. A menudo hablaremos de enteros forzados (respectivamente
lagunas, elementos) en lugar de enteros forzados por PF (respectivamente lagunas,
elementos).

Proposicion 2.21 (Proposicion 5 en [6]). S(PF) # 0 si y solo si GF(PF)NEF(PF) =
0.

Demostracion. = Por contrarreciproco; si existe m € GF(PF) N EF(PF) entonces
m ha de ser una laguna y un elemento de todo semigrupo numérico de S(PF), luego
necesariamente S(PF) = ().

<= Por contrarreciproco; si S(PF) = (), por definicion de GF(PF) y EF(PF) se tiene
que GF(PF)NEF(PF) =N £ (. O

2.2.2. Lagunas forzadas.

Para obtener lagunas forzadas tenemos dos mecanismos. El primero se basa en el
siguiente resultado.

Proposicion 2.22 (Lema 6 en [6]). Sea S un semigrupo numérico y supongamos
que PF(S) = {g1 < ... < gn} conn > 1 (i.e. n = t(5)). Sea i € {2,...,t(S)} y
g € (PF(S))? con g < g;. Entonces g; — g es una laguna de S.

Demostracion. Si g = 0 el resultado es trivial. Supongamos que g = A\1g1+. .. Ai—1gi—1,
con A\; € N para todo j = 1,...,7 — 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que de hecho A\; > 0 para todo j = 1,...,i — 1 (si no, tomamos un subconjunto de
indices que cumpla esto). Observemos que si | € L(S), h € PF(S) y n > 1 tal que
nh < [, entonces aplicando n veces la Proposicion 1.27 se tiene que [ —nh € L(S). Por
tanto g; — Ag1 = l1 € L(S), l1 — Aaga = lo € L(S) e iterando este proceso llegamos a
que li—g — )\i—lgi—l =1l € L(S), de modo que g; — g = li_q € L(S) ]

3(PF(S)) no es necesariamente un semigrupo numérico (el maximo comtn divisor de sus genera-
dores no tiene por qué ser 1). Lo interpretamos como submonoide de (N, +).
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Observemos también que de acuerdo con el Corolario 1.33, {x € N|1 < z <

t(S)} ¢ L(S).

Sea ahora PF = {g1,...,gn}. Consideremos el conjunto
PFU{zeN|1<z<n}U{g—glic{2,...,n},g€ (PF),g; > g}
y denotemos por sfg(PF)* al conjunto de sus divisores.

Corolario 2.23 (Corolario 8 en [6]). sfg(PF) C GF(PF).

Demostracion. Sino existe ningtin semigrupo numérico S tal que PF(S) = PF, enton-
ces GF(PF) = N de modo que el resultado es trivial. Sea ahora S tal que PF(S) = PF.
Por la Proposicion 2.22, la observacion que la sucede y el hecho de que si un elemento
es una laguna todos sus divisores también han de serlo, se tiene que sfg(PF) C L(.S).
Como esto sucede para todo semigrupo numérico S tal que PF(S) = PF, concluimos

que sfg(PF) c GF(PF). O

El segundo mecanismo con el que contamos para obtener lagunas forzadas se basa
en que cada vez que encontramos un elemento forzado, este puede producir nuevas
lagunas forzadas.

Lema 2.24 ([6]). Supongamos que e es un elemento forzado. Entonces para toda
laguna forzada l, o bien | — e es negativo o bien es una laguna.

Demostracion. Sifuese | —e = s € S, entonces [ = s 4+ e y [ no seria una laguna por
la Proposicion 1.23. O

En este trabajo se propone, ademés, una tltima forma de forzar lagunas. A pesar
de no ser una comprobacion eficiente desde el punto de vista computacional, permite
entender mejor como ha de ser un conjunto PF para el cual S(PF) # (.

Lema 2.25. Sea z € {1,...,max(PF) — 1}. Si en PF hay dos elementos distintos
i, gj tales que g; = g; (mdd x), entonces x € GF(PF).

Demostracion. Si no existe un semigrupo numeérico S tal que PF(S) = PF, la prueba
es trivial. Supongamos ahora que para cierto S se cumple PF(S) = PF. De las Pro-
posiciones 1.7 y 1.29 se deduce que si n € S*, entonces solo puede haber un elemento
de cada clase modulo n en PF. Esto prueba el resultado deseado. ]

Corolario 2.26. Sea e un elemento forzado. Si en PF hay dos elementos distintos
i, gj tales que g; = g; (mdd e), entonces S(PF) = 0.

4Del inglés Starting Forced Gaps.
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2.2.3. Elementos forzados.

Para obtener elementos forzados tenemos otros dos métodos. El primero hace uso
del siguiente lema.

Lema 2.27 (Proposicion 2.19 en [14]). Sea S un semigrupo numérico. Entonces x €
Z\S sty solo si g —x € S para algin g € PF(S).

Demostracion. = Supongamos que x € Z\S. Si z € PF(S), entonces z — z =
0 € S.Siz ¢ PF(S), entonces x ¢ Maximales<,(Z\S) (Proposicién 1.27), y por
tanto existe un g € Maximales< (Z\S) tal que z <g g i.e. g —x € S. Como g €
Maximales<(Z\S), se tiene que g € PF(S5).

<= Sig—xz=s¢€S, entonces g =z + s. Como g € L(S), por la Proposiciéon 1.23 se
tiene que x € L(S), de modo que = € Z\S. O

Ahora tomamos un conjunto de lagunas forzadas G'y un = < méx(PF). Distin-
guimos dos casos (que escribimos como dos proposiciones diferentes) en funcion de si

reGox¢G.

Proposicion 2.28 (Lema 10 en [6]). Sea G un conjunto de lagunas forzadas por PF,
y sea x € G. Consideramos el conjunto H = {h € PF|h—x > 0,h — 2z ¢ G}. Si
H = {h}, entonces h — x es un elemento forzado por PF.

Demostracion. Sino existe ningtn semigrupo numérico S tal que PF(S) = PF, enton-
ces cualquier entero no negativo es un elemento forzado, y en particular también lo es
h — z. Supongamos ahora que existe un semigrupo numérico S tal que PF(S) = PF.
Por el Lema 2.27 se tiene que g — x € S para algun g € PF(S). Como h es el unico
elemento de PF(S) que cumple que h —x > 0y h —z ¢ G, necesariamente g = h, i.e.
h —x € S. Como esto ocurre para cualquier semigrupo numérico S € S(PF), se tiene
que h — x es un elemento forzado por PF. ]

Proposicion 2.29 (Lema 11 en [6]). Sea G un conjunto de lagunas forzadas por PF
con PF C G. Sea x € {1,...,max(PF) — 1}\G. Si no hay ningin entero positivo en
(—x + PF)\G, x es un elemento forzado por PF.

Demostracion. Como en casos anteriores, ni no existe ningtin semigrupo numérico S
tal que PF(S) = PF la prueba es trivial. Supongamos ahora que existe un semigrupo
numérico S tal que PF(S) = PF, y que para un cierto x € {1,..., mix(PF) — 1}\G
no hay ningtn entero positivo en (—x + PF)\G. Si fuese x ¢ N(S), por el Lema 2.27
se tendria que g — x € S para cierto g € PF(S), pero esto es una contradiccion con
el hecho de que en (—x + PF)\G no hay enteros positivos. Como este argumento es
valido para todo S € S(PF), se tiene que = € EF(PF). O

El siguiente mecanismo que presentamos se basa en que los menores elementos del
conjunto de lagunas fuerzan elementos préximos al méximo de PF.
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Lema 2.30 (Lema 12 en [6]). Sea S un semigrupo numérico y sea i un entero tal que
1 < i < m, donde m denota la multiplicidad de S. Entonces o bien g(S) —i € S o
bien g(S) —1i € PF(S).

Demostracion. Supongamos que g(S) —i ¢ S. Como i < m, se tiene que si s € S*,
entonces ¢(S) —i+s > g(S) + (m —1i) > g(5), luego g(S) — i+ s € S. Por la propia
definicion de pseudo-niimeros de Frobenius se tiene que g(S) — i € PF(S). O

Como no conocemos la multiplicidad de los semigrupos numéricos que estamos
buscando, podemos tomar m como el menor entero positivo que no pertenezca al
conjunto de de lagunas forzadas con el que estamos trabajando.

2.2.4. Condicién de parada.

Hasta ahora solo hemos visto una condicién necesaria y suficiente (Proposicion
2.21) para que dado un conjunto de enteros positivos PF = {g1 < ... < gn}, el
conjunto S(PF) no sea vacio. Se presenta aqui otra condicion necesaria. Quizas hubiese
tenido més sentido mostrarla al principio de la seccién, pero requiere de resultados
que hemos ido probando a lo largo de ella.

Lema 2.31 (Lema 14 en [6]). Sea S un semigrupo numeérico tal que PF(S) = PF. Sea
i€{2,...,n} ysea g € (PF)\{0} con g < g;. Entonces existe un k € {1,...,n} tal
que g — (9 —g) € S.

Demostracion. Por la Proposicion 2.22 sabemos que g; — g € L(S) C Z\S. A partir
de esto, el Lema 2.27 nos da el resultado. O

Corolario 2.32 (Corolario 15 en [6]). Sea S un semigrupo numérico tal que PF(S) =
PF. Entonces g1 > gn — gn—1-

Demostracion. |6] Tomando en el Lema 2.31 ¢ = n y g = g1, tenemos que existe un
ke {1,...,n} tal que gx — (gn — g1) € S (de hecho k # n porque g; ¢ S). Se tiene
que gn—1 = (gn — 91) = gk — (gn —91) € S, de modo que gn—1 — (gn —g1) 2 0. O

Este corolario es ttil en tanto que nos proporciona una forma rapida de concluir
que S(PF) = () sin necesidad de buscar enteros y lagunas forzadas.

2.2.5. La buaisqueda de un algoritmo.

A lo largo de esta seccién hemos visto herramientas que nos permiten calcular
algunos de los enteros forzados. Sin embargo, hay otros que los resultados vistos no
detectan, por lo que si nuestros conjuntos de enteros forzados son disjuntos, no pode-
mos concluir nada acerca de S(PF). En este tltimo apartado nos centraremos en esta
problemaética.

En primer lugar, escribamos a modo se pseudo-cédigo el algoritmo que se ha
descrito de forma implicita a lo largo de esta seccién.
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Input: [G, E,PF] donde G, E son lagunas forzadas por PF y elementos
forzados por PF respectivamente.
Output: [G', E'] donde G’ D G y E' D E son lagunas forzadas por PF y
elementos forzados por PF respectivamente, o fail si en algiin paso
del proceso se llega a que S(PF) = 0.
if No se cumple 2.32 then
return fail;

repeat
Usar los resultados 2.22 y 2.24 para hallar nuevas lagunas forzadas y

guardarlas en G’.

Usar los resultados 2.28, 2.29 y 2.30 para hallar nuevos enteros forzados y
guardarlos en E.

if G'NE' # 0 then
‘ return fail;

until No surjan mds lagunas forzadas ni elementos forzados;
return [G', E'];
Algoritmo 1: SimpleForcedIntegers

Este algoritmo estd implementado en el paquete NumericalSgps de GAP bajo el
nombre de SimpleForcedIntegersForPseudoFrobenius. Para el propdsito que nos
concierne ahora, como el conjunto G del input introduciremos el conjunto sfg(PF), que
podremos calcular usando la funciéon StartingForcedGapsForPseudoFrobenius(PF)
del mismo paquete, mientras que el conjunto E lo dejaremos vacio. Como cabia espe-
rar, hay enteros forzados que el algoritmo no detecta, y como consecuencia hay veces
que no detecta que S(PF) = () (ver Ejemplo 2.35). Un intento de mejorar el algoritmo
pasa por introducir una nueva forma de forzar lagunas.

Definicién 2.33 (Entero admisible). Sean G, E conjuntos de lagunas forzadas y en-
teros forzados respectivamente, y v un entero libre para (G, E). Se dice que v es un
entero admisible para (G, E) si el Algoritmo 1 con el input (G, EU{v}, PF) no devuelve
fail. En el caso contrario, diremos que v es no admisible para (G, E).

Lema 2.34 (Lema 25 en [6]). Sean G, E conjuntos de lagunas forzadas y enteros
forzados respectivamente, y sea v un entero libre para (G, E). Si v es no admisible
para (G, E), entonces v es una laguna forzada.

Esta idea dio lugar a un nuevo algoritmo, implementado en GAP bajo el nombre de
ForcedIntegersForPseudoFrobenius, que propone una mejor solucién al problema
de detectar cuando S(PF) = (). Se basa en aplicar primero el algoritmo 1 y luego, si
queda algtin entero libre, buscar enteros no admisibles para después volver a aplicar
el algoritmo 1 a este nuevo conjunto de lagunas forzadas. La notacion A[i] se refiere
al i-ésimo elemento de A.

El Algoritmo 2 detecta mas enteros forzados que el Algoritmo 1. De este modo,
hay casos en los cuales el Algoritmo 2 detecta que S(PF) =0 (i.e. devuelve fail) pero
el Algoritmo 1 no. En este sentido decimos que el Algoritmo 2 es mejor.
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Input: PF.

Output: [G, E] donde G, E son lagunas forzadas por PF y elementos
forzados por PF respectivamente, o fail si en algin paso del proceso
se llega a que S(PF) = 0.

fints := SimpleForcedIntegers(sfg(PF), 0, PF);

if (fints = fail) then

‘ return fail;
else
if (fints[1]U fints[2] = {0,...,méx(PF)) then
‘ return fints;
nuevaslagunas := conjunto de enteros no admisibles para (fints[1], fints[2]);
return SimpleForcedIntegers(nuevaslagunas U fints[1], fints[2], PF);
Algoritmo 2: ForcedIntegers

Ejemplo 2.35. Si |PF| > 1, la funciéon ForcedIntegersForPseudoFrobenius_QV(PF)
primero calcula sfg(PF) usando la funcion StartingForcedGapsForPseudoFrobenius
y luego aplica el Algoritmo 1 con input [sfg(PF), @, PF]. Si |PF| = 1, devuelve como
lagunas forzadas los divisores de PF y como elementos forzados [0, PF 4 1].

gap> PF:=[ 25, 29, 33, 35, 38, 41, 46 ];

[ 25, 29, 33, 35, 38, 41, 46 ]

gap> ForcedIntegersForPseudoFrobenius (PF) ;

fail

gap> ForcedIntegersForPseudoFrobenius_QV(PF);

(rc1, 2,3, 4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 19, 21, 23,
25, 29, 33, 35, 38, 41, 46 1,

[ 0, 30, 34, 36, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 45, 47 ] ]

Delgado, Garcia-Sanchez y Robles-Pérez han realizado millones de pruebas y pese
a ello no han encontrado ningtin conjunto PF para el cual S(PF) = () pero el Algoritmo
2 no devuelva fail. A pesar de ello, han preferido no expresar esto como conjetura,
sino dejarlo como pregunta abierta.

Pregunta 2.36. Si dado un input PF el Algoritmo 2 no devuelve fail, ses posible que
S(PF)=107?

Observemos que si la respuesta a esta pregunta es negativa, entonces tendriamos
una respuesta para la Pregunta 2.16.

Una continuaciéon natural de este estudio pasaria por, una vez sabido que S(PF) #
(), calcular los elementos de S(PF). Hay varios algoritmos disenados para esto, y todos
se basan el la construccion de los llamados "arboles recursivos". El procedimiento es
el siguiente: dada una lista de enteros libres {v; < ... < vy, }, forzamos uno de ellos
como elemento (procediendo siempre de menor a mayor, de modo que en la primera
iteracion forzamos v;). Una vez forzado dicho elemento, calculamos el nuevo conjunto
de enteros libres (recordemos que cada elemento forzado genera nuevas lagunas forza-
das y viceversa), al que llamaremos {0; < ... < U3 }. Con esta nueva lista de enteros
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libres volvemos a aplicar el primer paso, de modo que ahora estamos forzando vi y
01. Iteramos este proceso hasta que no queden enteros libres. Llegado este punto, o
bien tenemos un semigrupo numérico o bien las lagunas forzadas intersecan a los ente-
ros forzados, de modo que no existe un semigrupo numeérico con estas caracteristicas.
Ahora pasamos a la siguiente sub-rama, que empezaria forzando como enteros a v1 y
a 0y, y forzando como laguna a 03 (o, en general, a todos los elementos libres menores
que el que estamos forzando en este paso). Repetimos el mismo proceso en todas las
sub-ramas, y después pasamos a la siguiente rama, que empezarfa por forzar como
entero a vy y como laguna a v1.

Sin embargo, este problema no tiene tanto interés matemaético como el de encontrar
las lagunas forzadas y los enteros forzados, pues una vez conocidos estos conjuntos,
a base de un mecanismo de prueba y error se puede producir la lista de elementos
de S(PF). Es por ello que en este trabajo se ha decidido no presentar los diferentes
algoritmos que existen para el calculo de los elementos de S(PF). Para concluir el
trabajo, veamos un dltimo ejemplo que recoja todo lo expuesto en esta seccion.

Ejemplo 2.37. Sea PF = {19,29}. Calculemos los enteros forzados.

gap> PF := [ 19, 29 ];

[ 19, 29 1]

gap> ForcedIntegersForPseudoFrobenius (PF) ;

(rf1, 2, 4, 5, 10, 11, 19, 20, 291, [ 0, 9, 18, 24, 25, 27, 28,
301 1]

Por tanto los enteros libres son {3,6,7,8,12,13,14, 15,16, 17,21, 22,23,26}. Como
en este caso no son muchos, podemos utilizar el método descrito anteriormente para
producir una lista de S(PF). En la Figura 2.1 [6], cada linea es uno de estos semigrupos
numéricos, representado usando codigos de color. El rojo se utiliza para los pseudo-
numeros de Frobenius, el cian para las lagunas forzadas, magenta para los elementos
forzados, el verde para los elementos del semigrupo numeérico y el azul marino para
el conjunto minimal de generadores. Para los enteros que pertenecen a mas de una
categoria se han utilizado colores degradados

(O[5 5 ) (5 G 7 ][ | S 0 3 (4 S J 7 N 0] 2 s > i | s [
IO T2 3 ST 7 ][ s I 0T ] e 13 ][ 14 ] O 7 | ] (20 [ 25 | 25 R o [ 12 | o [ 32
(O [ 5 A (5 ) S SO > 3 ) 15 ] T 0] 22 | 5 25 [ 2 2| 3 5 (2
(OO () 3 [ 56 ) ) v v )5 O I 207 21 ) 3 () s [ (2
(RO 2 3 A ST ) 0 (] v 3 )4 G e 207 > 5 25 [ R 2| 50 5 2
(OO [ 3 e 5 6 (7 (s | NS ) 5 (. 7 ) [0 5 s () i s 2 3 [ 2
oW 5 ST 6 07 ]S S o) I -+ S ] 7 S | [207) (i [ [ (5 [ 2 12 | 50 [ (2
(O [ 3 T 56 )7 (S | S O )5 7 20 2 5 (25 ([ 2 2| 5 [ (2
BN s JEa ST 6 07 ]S S on () 5 (4 [ 7 | 0] ([ (25 [ (9 12 | 500 (5 (52
(RO 2 3 ST 6 )7 ]S | S (e > O 15 (. ) 207) R (20 5 () (2 2 2| 5 [ 2
BN s EaEs 6 L7 1S JSCTon ([ v I 14 (S < J (S 5 | 207) (2 [227) [ [ (i (56 [ (28 12 | 50N (5 52
(RO 2 3 ST 6 (7 ]S S o (e > 3 | 5 [=207) [ 5 25 [ o 2| s [ 2
IO T2 s JEEsT o J07 J(s Mo Frm[ 2 [ s ][ 14 | o (O O (S ] (20 [ [ ) 250 (26 o [ 12 | o (S 52

Figura 2.1: Lista de los semigrupos numeéricos cuyo pseudo-ntimeros de Frobenius es
{19,29}.



APENDICE A

Formula del ntimero de Frobenius
para algunas familias de
semigrupos numeéricos.

Como comentamos en la seccion 2.1.3, para ciertas familias de semigrupos numéri-
cos con n > 4 generadores se conoce una féormula que devuelve el nimero de Frobenius.
En este apéndice se exponen algunas de ellas.

Empecemos por el caso n = 4. Usando teorfa de grafos, Dulmage y Mendelsohn
[7] llegaron a un resultado que posteriormente vio su aplicacion en el campo de los
semigrupos numeéricos.

Teorema A.1 (Teorema 2.4.1 en [12]). Sea a un entero no negativo. Entonces:

4 4 4

2 g(la,a+1,a+2,a+5) =(a+1) V?J + EJ + V?J +2V'§3J 1

a a+1 a+2 a+3
3. g({a,a+1,a+2,a+6)) = (a+2) LEJ +2{ G J —1-5{ s J + { . J +
a+4 n a-+3 1
6 6 '
Anos mas tarde, Kan [10] se aproximoé al problema del célculo de g({a,...,an))

usando fracciones continuas. A partir su estudio, Ramirez Alfonsin [12] dedujo el
siguiente resultado para el caso n = 4.

1. g(la,a+1,a+2a+4) = (a+1) H + VHlJ +2 THQJ ~ 1.

Proposicion A.2. [12] Sea {a} la parte fraccionaria de o € R, i.e., {a} = a — |a].
Sean a,b enteros positivos tales que a > b > 2.

1. Sia+1>(b—1)|%| entonces
a—1

g({a,a+1,a+2,a+b,a+2b)) = (a+Dd) {

+ (ab +b) {—%} +a VQ_le +a V{(a;l)/b}J Ja V);lJ ta V_;b_bJ }

33
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2. Si2a+3>(2b—3)|%| entonces

a—1

g((a,a+1,2a+3,a+b>):(a+b){ J+ab—2a—1—min{—b

+(ab+b){—%}+a V;le ta V{(a_gl)/b}J . V);QJ }

Pasamos ahora a un n arbitrario. Tripathi [18] dedujo una férmula que devuelve
el conjunto de pseudo-ntmeros de Frobenius cuando los generadores son términos
consecutivos de una progresion aritmética.

Teorema A.3. Sean a,d enteros positivos coprimos entre si, y sea k > 2 entero.

Escribimos aj =a+(j—1)d con1 < j <k.Sia—1=q(k—1)+r conl <r <k-1,
entonces:

PF({ay,. .. a5) = {a ﬁ:” +da

a—rga:ga—l}.

Observemos que en este caso se tiene que t({ay,...,ax)) =7 <k —1.
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