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Resumen

En este trabajo atacaremos el problema del ntimero congruente desde el campo de
las curvas elipticas.

Empezaremos con una introduccién a este area de estudio, donde daremos va-
rias definiciones y resultados importantes, como puede ser el ‘Teorema de Bezout’. A
continuacion, estudiaremos el grupo que forman los puntos racionales de una curva
eliptica ayudandonos del ‘Algoritmo de Weierstrass’ y de otros enunciados entre los
que se encuentran el ‘Teorema del descenso’, el ‘Teorema de Mordell’ y el ‘Teorema de
Nagell-Nutz’. De todos ellos se dard una demostraciéon. Por dltimo, aplicaremos estos
resultados a una curva eliptica estrechamente relacionada con el problema del ntimero
congruente, llegando a una formulacion equivalente del mismo.

Al final del trabajo, daremos algunas generalizaciones del problema y enunciaremos
el ‘Teorema de Tunnell’.

Abstract

In this work the congruent number problem is tackled from the elliptic curve field
point of view.

As an introduction, some definitions and important results, such as ‘Bezout’s
Theorem’, are presented. Then, the group formed by the set of rational points of an
elliptic curve is studied with help of the ‘Weierstrass Algorithm’ and other statements
among which are ‘Descent Theorem’, ‘Mordell’s Theorem’ and 'Nagell-Lutz’s Theo-
rem’. Proof is provided for all of them. Lastly, all these results are applied to an
elliptic curve that is closely related to the congruent number problem in order to get
an equivalent formulation of the latter.

At the end of the work, some generalizations of the problem are exposed and
‘Tunnell’s Theorem’ is stated.

111






Indice general

Introduccion

1

Curvas: de lo intuitivo a la definicion.
1.1 Intersecciones y cotas. . . . . . . . . . .. ...
1.2 jEstamos ante un punto de inflexién? . . . . . . . ... ... ... ...

Esforzarse una vez para no volver a hacerlo.

2.1 Primer tipo de curva que nos interesa. . . . . .. ... ... ... ...
2.1.1 Sub-tipo de este tipo de curva que nos interesa. . . . . . . . . .

2.2 Algoritmo de Weierstrass. . . . . . . . .. ... L.
2.2.1 Forma corta de Weierstrass. . . . . . . . . . ... ... .....

2.3 Una curva y su grupo abeliano. . . . . .. ... .. ... ... ... ..
2.3.1 Foérmulas explicitas. . . . . . . . . ... ... ...

Teorema de Mordell.

3.1 Teorema del descenso. . . . . . . . . . . ...
3.2 Teorema de Débil de Mordell. . . . . . . . ... ... ... ... ....
3.3 Con altura. . . . . . . ..

p-adicos y sus aportaciones.

4.1 Reducciéon moédulo p deuna curva. . . . . ... ...

4.2 Filtracion p-adica. . . . . . ...

4.3 Subgrupo de torsién. . . . . ... Lo
4.3.1 Grupo de torsién de una curva interesante. . . . . . . . . . ..

El problema del nimero congruente.

5.1 Generalizaciones: un motor de las Matematicas. . . . . . . .. .. ...

5.2 El Teorema de Tunnell y la pregunta del millon de délares. . . . . . . .
5.2.1 (Qué es ‘La conjetura BSD’? . . . .. ...

Demostraciones Capitulo 1.

A.1 Demostracion: Teorema de Bezout. . . . . .. . ... .. .. ... ...
A.2 Demostracion: Proposicion 1.15. . . . . . . . . ... ... L.
A.3 Demostraciéon: Proposicion 1.23. . . . . . . . . ... L.
A.4 Demostracion: Proposicion 1.24. . . . . . . . . ... L.

Algoritmo de Weierstrass.

Demostraciones Capitulo 3.

C.1 Demostracion: Teorema del descenso. . . . . . . .. ... .. ... ...
C.2 Demostracion: Proposicion 3.1. . . . . . . ... ...
C.3 Demostracion: Proposicion 3.2. . . . . . . . . ... L.

NoRRN-REEN BN VR



VI INDICE GENERAL
C.4 Demostracion: Teorema 3.6. . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 61
C.5 Demostracion: Teorema 3.11. . . . . . . . .. .. ... ... ...... 63

C.5.1 Propiedad (1): . . .. ... .. 63
C.5.2 Propiedad (2): . . ... ... ... 65
C.5.3 Propiedad (3): . . . ... ... 67

D Introducciéon a los ntimeros p-adicos. 69

E Demostraciones Capitulo 4. 75
E.1 Demostracion: Teorema 4.6. . . . . . . . . . . ... ... ... ... 75
E.2 Demostracion: Teorema de Nagell-Lutz. . . . . ... .. ... ... .. 80
E.3 Demostracion: Teorema 4.7. . . . . . . . . . ..o 80

Bibliografia 83



Introduccion

Dado un n € N ;Existe un triangulo rectangulo de lados racionales (a,b,c) tal que
su area sea n?

_a-b
)

a

Este es el problema que nos atane y por el que tiene existencia este trabajo.

El problema del ntimero congruente es un problema con un enunciado corto, simple
y sencillo que en absoluto requiere un basto conocimiento matemético para poder
comprenderlo. Pero, cuidado, que las apariencias no nos engafien: este problema, al
igual que muchos otros de afable enunciado, ha sido, y sigue siendo, un verdadero
quebradero de cabeza para los matematicos.

Este problema no siempre fue formulado de esta forma, con el paso del tiempo su
caracterizacion ha ido cambiando. La primera de la que se tiene constancia es:

Sea n un nidmero natural, decimos que n es congruente si existen cuadrados
racionales o, B% y~% en progresion aritmética tal que n sea su razon.

Y esta evolucioné con el paso del tiempo al enunciado, equivalente, que expusimos al
principio.

Ya desde la Aritmética de Diofanto, siglo III D.C, se observa cierto interés por
este tipo de nameros, también pueden encontrarse referencia a estos en manuscritos
chinos del siglo VIII D.C y manuscritos drabes que datan de 972 D.C. Es considerado
el problema no resuelto més longevo de la teoria de ntimeros. Por ejemplo:

» Tian Ye, 2014: Para cada k > 0 existen infinitos n = 5,6, 7(mod 8), con n libre
de cuadrados, congruentes con exactamente k + 1 factores primos impares (ver

[12]).
Uno de los resultados més importantes es el que dio Fermat en 1659:

1, 2 y 3 no son numeros congruentes.



II Introduccién

La importancia de este enunciado radica no solo en que el hecho de que 1 no sea
congruente demuestra la conjetura de Fermat para n = 4, si no en el hecho de que
Fermat utilzé por primera vez el método del descenso infinito para resolver el caso de
n = 1. Este método fue, y es, muy utilizado y supuso una revolucion en la aritmética
de la época.

Como se puede intuir por la longevidad de este problema, este ha sido atacado
desde distintos campos de la matematicas. En este trabajo optaremos por estudiarlo
desde el campo de las curvas elipticas. Como veremos en el capitulo 5, a través de
una serie de operaciones elementales pero no triviales, podemos obtener un problema
equivalente al nuestro en dicho campo:

La curva

E,: y* =23 —-n’z

tiene un P = (x,y) con xz,y€Q e y#D0.

n, libre de cuadrados,
es congruente.

No hay inconveniente en el hecho de suponer que n es libre de cuadrados ya que,
como veremos, para n,n',s € N si ns?> = n’ con n libre de cuadrados, entonces n es
congruente si y solo si lo es n/. Desarrollaremos la teorfa de curvas elipticas para ver
qué resultado podemos conseguir sobre la curva eliptica, F,,, asociada al problema del
numero congruente. Este desarrollo estara distribudo de la siguiente forma:

s Capitulo 1: Daremos varias definiciones béasicas, necesarias para desarrollar la
teoria de curvas elipticas. Ademés, veremos varios resultados importantes. Entre
ellos estaré ‘El Teorema de Bezout’, cuya demostracion, por falta de espacio, estéa
en el Apéndice A.

= Capitulo 2: Veremos que toda curva proyectiva plana de grado 3 sobre un
cuerpo K, con char(K) # 2,3, es isomorfa a otra que esta en su forma corta
de Weierstrass. Dicha demostracion estd en Apéndice B por falta de espacio.
Ademas, se vera que el conjunto de puntos racionales, F(Q), de una curva elip-
tica E, con una cierta operaciéon que definiremos en dicho apartado, tiene una
estructura de grupo.

= Capitulo 3: Daremos enunciado a teoremas muy importantes en la teoria de
curvas elipticas como pueden ser: ‘El Teorema del descenso’, ‘El Toerema Débil
de Mordell’ 0 ‘El Teorema de Mordell’. Todos estos teoremas, y resultado previos,
estdn demostrados entre el Capitulo 3 y el Apéndice C, por falta de espacio.

» Capitulo 4: Veremos qué es la filtacion p-adica y varios resultados relacionados
con ella, como puede ser el ‘Teorema de Nagell-Lutz’. Lo més importante de este
capitulo sera demostrar que, bajo algunas condiciones, existe un homomorfismo
inyectivo entre el grupo de torsion de curva eliptica E y el grupo E,(F,). Asi
como utilizar este resultado para demostrar que el subgrupo de torsion de E,(Q),
con n libre de cuadrados, es isomorfo a Z /27 & 7/ 27.

» Capitulo 5: Utilizaremos el hecho de que Z/27Z @ 7 /27 es isomorfo al grupo
de torsion de E,(Q) para ver que n, libre de cuadrados, es congruente si y solo
si el rango de E,(Q) es estrictamente mayor que 0.



CAPITULO 1

Curvas: de lo intuitivo a la
definicion.

Comencemos por definir los conceptos més importantes de este trabajo y sobre los
que se cimentara todo.

Definiciéon 1.1. Dado un polinomio F(x,y,z), homogéneo de grado d > 0, definido
sobre un cuerpo k. Se define la curva proyectiva plana, C, dada por F como:

C ={[z,y,2] € P*: F(x,y,2) = 0}.

De la misma forma que tenemos grados e irreducibilidad para los polinomios,
también los tenemos para las curvas proyectivas planas.

Definicion 1.2. FEl grado de una curva proyectiva plana C' se define como el grado
de F.

Definicion 1.3. Se dice que la curva proyectiva plana C es irreducible, si F es un
polinomio irreducible.

Definicién 1.4. Decimos que P = [x1,y1, z1] es un punto singular de C, si P € C

)
oF OF oOF
S =S ()= (P) =0,
ox oy 0z

con las parciales como la derivada formal con respecto a la variable correspondiente.

Ademds, decimos que C es lisa o no singular si no tiene puntos singulares.

(P)

Definimos, de igual manera que en Andlisis Matemdtico, el plano (en nuestro caso
sera recta pues estamos en IP)Q) tangente en un punto, P, a la curva.
Definicién 1.5. Sea P un punto no singular de C, definimos la tangente a la curva
como:

OF OF OF
(D) X+ 5 (P) Y + 5

Definicién 1.6. Definiremos la curva afin de C, como C’ con:

C'={(z,y) € A?: f(x,y) = F(x,y,1) = 0},

(P)- Z =0.

1



2 Curvas: de lo intuitivo a la definicién.

Observa que hay una correspondencia uno a uno entre los puntos de C’ y los puntos
de C de la forma [z,y,1] € C. Para los puntos [z,y,z] = P € C con z # 0 diremos
que estan en la parte afin de C y que su coordenada afin o no homogénea es

=P (1Y),
(@, y) b
Notemos que P’ € C’. A los puntos de la forma [z,y,0] € C, los llamaremos puntos
del infinito.

Definicién 1.7. Diremos que P € A%, con P € C’, es singular si

of of
9 (F) =5, () =0

(' seré lisa o no singular si no tiene puntos singulares.

Definicién 1.8. Sea P = (a,b) un punto no singular de C’, definimos la tangente a
la curva como:
of of

9Py (z—a)+ 2P (y—b) = 0.
L) -+ L) -n) =0
Observacion 1.9.

» Si C eslisa = C es lisa.

» [20,Y0,1] € C es no singular < (9, y0) es no singular en C’.

» Sea [z,y,1] = P € C'y P' € C' su correspondientes coordenada no homogénea,
entonces

L:=aX+bY +cZ=0esrecta & L:=azx+by+c=0 esrecta
tangente a C' en P. tangente a C’ es P’.

1.1. Intersecciones y cotas.

Dadas las curvas:
Ci: z4+y+2=0 y C’g:a;2+y2+z2:0,

podemos, de manera sencilla, calcular los puntos de intersecciéon. Basta separar por
casos, por un lado, los puntos con z = 1, y por otro, los puntos con z = 0, despejar
en (1 y sustituir en Csy. De esta forma obtenemos los puntos

[1,0,1] vy [3,-2,1].

Pero... ;y si las potencias de Cy fuesen sextas y las de C1 quintas? O jy si fuesen
dos curvas totalmente distintas, como podriamos calcular los puntos de interseccion?
Pues a esta pregunta, por lo general, no hay respuesta.

Pero que no decaigan los animos porque lo que s que podemos dar es una cota, si es
que la hay, del nimero de puntos que hay en la interseccién de dos curvas proyectivas



1.1 Intersecciones y cotas. 3

planas y, por ende, de sus afines. Mas atun, dado un conjunto de puntos contenido en
la interseccion, podemos decir si este es la interseccion al completo o falta alguno.

Para lograr esto definiremos un funcién que dependeré de C7 y Cs y que llevara a
cada punto de P? a un néimero natural. Diremos que dicho ntimero natural es el indice
de P (con respecto a Cy y Ca):

I1(Cy,Cy) : P2 — N
P — Ip(Cl,Cg)

Dicho namero natural sera 0 para todo punto P ¢ C7 N Cy y mayor que 0 en caso
contrario. De esta forma, para todo conjunto finito S C P?, daremos una cota M, (C1,C2)
no dependiente de S, tal que

Z Ip(C1,C2) < M, o)
PeS

Observemos que esta funcion ‘cuenta’, al menos una vez, cada punto de la interseccion
de C7 y Cy y ‘descarta’ u ‘obvia’ aquellos que no estan. A esta funcion ademas de
pedirle lo dicho, le exigiremos algunas cosas més:

1) Ip(Cy,C3) = Ip(Cs, Ch).

2) Ip(C1,C3) = oo si P pertenece a una componente en comun de C7 y Cs.

4) Para dos rectas distintas, el tinico punto de interseccién tiene indice 1.

(1)
(2)
(3) Ip(Cy,Cy) = 0'si y solo si P ¢ Cy N Co.
(4)
(5)

Si C1 y Cq estan definidas por Fi(x,y,z) y Fa(z,y, z), respectivamente y C esta
definida por
F(a:,y,z) = Fl(l’,y,Z) : Fg(ﬂf,y, Z)

entonces para D una curva

Ip(C, D) = Ip(C1, D) + Ip(Ca, D).

(6) Si los polinomios que definen a Cy y Cy, son F'y G respectivamente, y tenemos
que el polinomio F'R+ G, con R un polinomio homogéneo de grado m —n, define
la curva E entonces:

Ip(C1,Cy) = Ip(Ch, E).

(7) Esta funcion no dependera de las coordenadas que tomemos.

La primera condicién es natural, no tendria mucho sentido que el nombre u orden
que demos a las curvas varie Ip(Cq,C2). La segunda tiene una razon de ser clara,
cuando dos curvas tienen componentes en comun, comparten infinitos puntos, por lo
que no tiene sentido tratar de encontrar una cota Mo, ¢,) para los conjuntos finitos
S. La tercera condicion ya la hemos explicado, ‘contar’ solo aquellos puntos que estén
en la interseccién. La cuarta corresponde a la idea intuitiva, y cierta, de que solo
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puede haber un punto en la interseccién de dos rectas. La quinta es también natural,
pues viene a decir que ‘contaremos’ los puntos tantas veces como aparezcan en las
distintas componentes de la curva. La séptima es bastante logica ya que no tendria
mucho sentido, en principio, pensar que un simple cambio de coordenadas debiera
afectar a como ‘contamos’ los puntos. La sexta es quizés la menos natural pero hace
que, junto con las otras seis, el siguiente enunciado sea cierto.

Teorema 1.10. Hay una unica funcion Ip(Cy, Co) sobre dos curvas planas Cy y Co
que cumpla estas siete condiciones.

La importancia de este enunciado radica en, ademas de la existencia, la unicidad -
que no demostraremos-. La unicidad hace que cualquiera dos funciones que definamos
y que cumplan estas siete condiciones, sean la misma. Aunque en este trabajo no
daremos méas que una definicion de Ip(Cy,Cs), cabe destacar que esto da una gran
versatilidad a la hora de demostrar propiedades de Ip(C,C2), ademés de demostrar
la equivalencia de funciones, que en principio, no guardan relacion.

A continuacion daremos ciertas definiciones con el objetivo de dar una definicion
explicita de Ip(C1, Cy). Notese que de esta forma estamos demostrando su existencia.
f(z.y)

g9(z.y)’
neciente al cuerpo de fracciones, K, de k[x, y], esta definida en P si g(P) # 0.

Definicién 1.11. Sea f(x,y), g(x,y) € k[x,y]. Decimos que ¢ = con ¢ perte-

Definicién 1.12. Definimos Op como

Op ={¢ € K : ¢ esta definido en P}.

Sean Cj y Cy definidas por los polinomios homogéneos Fi(x,y,z)y Fa(z,y, z),
respectivamente. Tomaremos para las siguientes definiciones fi(z,y) = Fi(z,y,1) y

f2(1:a y) = FQ(:I:a Y, 1)
Definiciéon 1.13. Definimos (f1, f2)p como el ideal generado por f1 y fo en Op.

Definicion 1.14. Definimos

Ip(Cy, Co) = dim(Op/(f1, f2)pP),

para P no perteneciente a una componente comun de Cy y Co y para P = [z,y, 1]. Si
P cumple que estd en una componente en comin entonces:

IP(Cl, Cz) = OQ.

Si P = [x,y,0] entonces hacemos un cambio de coordenadas homogéneas de forma
que P = [2/,4/,1] en la nuevas coordenadas y decimos que

Ip(Ch, Cs) = dim(Op/(f1, f2)P),

con Op, f1y fo en dichas coordenadas.

Veamos que cumple los siete puntos:
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L. Ip(Cy, Co) = dim(Op/(f1, fo)p) = dim(Op/(f2, f1)) = Ip(C2, C1).
2. Por definicion.
3. Resultado A.1 de la demostracién del Teorema de Bezout.
4. Proposicién 1.15.
5. Es decir, segin nuestra definiciéon esto equivale a que.
dim(Op/(h, f1 - f2)p) = dim(Op/(h, f1)p) + dim(Op/(h, f2)p).
Definamos los siguiente morfismos:

Y :Op/(h, fi)p — Op/(h, fif2)pP
g— (g) = gfo

v : Op/(h, fif2)p — Op/(h, f2) P
g—1@) =g
Tenemos asi la siguiente sucesiéon exacta:
Op/(h, f1)p —2 Op/(h, fif2)p == Op/(h, f2)p,

es decir, 1 es inyectiva, v es sobreyectiva y ker(y) = Im(v). Las dos altimas no
son dificiles de demostrar. Veamos que ¢ es inyectiva:

Si 1(g) = 0 entonces fog = uh + vfafi con u, v € Op. Elegimos un S € k[z, y]
con S(P) # 0y definimos A, B, C € k[z,y| de la siguiente manera:

Su=A, Sv=B, Sg=C.

Tomando estas definiciones obtenemos la siguiente igualdad: fo(C' — Bf;) =
Ah € k[z,y]. Como hy fa son coprimos, h debe dividir a C' — Bfi, asi que
C — Bfi1 = Dh con D € k[z,y|. Entonces:

9= (B/S)fi + (D/S)h.
Es decir, g = 0. Como es una sucesiéon exacta tenemos que
Op/(h, frf2)p = Op/(h, fi)p x Op/(h, f2)p-
6. Segin nuestra definicion

dim(Op/(f1, f2)p) = dim(Op/(f1, fir + f2) ).
Pero tenemos que (f1, fo)p = (f1, fir + f2)p, por lo que 6 también se cumple.

7. Basta considerar el isomorfismo

viklzyl — klz,y
f(x,y) — f(x—a,y—b).
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~Y

De esta forma tenemos que Op = v(Op) = Opr, (f1,f2)p = v((f1, f2)p) =
(f1, f5)pr vy v((f1, f2)P) € v(Op).

Teorema de Bezout. Sean C7 y Cy curvas proyectivas planas sobre un cuerpo ce-
rrado, k, de grano n y m respectivamente, sin componentes en comun. Entonces

Z IP(Cl,CQ) =m-n.
PeCiNCs

Demostracion. Ver Apéndice A.1. h

Proposiciéon 1.15. Sea C; y Cy curvas proyectivas planas y P € C; N Cs. Entonces
Ip(C1,C3) = 1 siy solo si P es un punto no singular de Cy y Cy y las tangentes en
C1 y (5 son distintas.

Demostracion. Ver Apéndice A.2. h

Corolario: Sea L la recta tangente en P a C entonces
Ip(C,L) > 2.

Proposicion 1.16. Sea f(x,y) € k[z,y] y P = (0,0) -en coordenadas homogéneas
P =10,0,1}- tal que f(P) = 0, entonces:

IP(f(l’,y),y) =m,

donde z™ es la mayor potencia de x que divide a f(z,0).

Demostracion. Es decir: dim(Op/(f(z,y),y)p) = m. Observamos que (f(z,y),y)p =
(f(x,0),y)p por lo que

dlm(OP/(f(x7y)7y)P) - dlm(OP/(f<x7 0)73/)13)

Pero tenemos que f(x,0) = 2™g(z) con g(P) # 0 por lo que {1,z,22,... 2™ 1}
genera Op/(f(z,0),y)p. h

Proposiciéon 1.17. Toda curva plana lisa, C, es irreducible.

Demostracion. Si fuese reducible entonces si F es el polinomio homogéneo que define
a C, tendriamos que F' = G(x,y,z)H(z,y,2) con el grado de G y H mayor que 0.
Por Bezout tenemos que debe de existir un P tal que G(P) = F(P) = 0. Por lo que
derivando F' con respecto a x,y,z y utilizando la regla del producto para derivar
vemos que %(P) = %(P) = %—Z(P) = 0. h
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1.2. ;Estamos ante un punto de inflexién?

A continuaciéon daremos la definicion para lo que llamaremos punto de inflexion.
Ambas son equivalentes.

Definicion 1.18. Sea C' una curva proyectiva plana, P € C un punto no singular y
L la recta tangente a C en P. Decimos entonces que P es un punto de inflexion
de C si

Ip(Cy,C5) > 3.

Definicién 1.19. Definimos ahora el hessiano de un polinomio F en el punto
P de igual manera que hacemos en andlisis

Gx(P) S(P) GE(P)
Hp(P) = |5E(P) GE(P) SE(P).
G (D) Gy(P) GE(P)

con la parciales de F como la derivada formal de F con respecto de las variables
correspondientes.

Proposiciéon 1.20. Sea C una curva proyectiva plana, P € C' un punto no singular
y L la recta tangente a C' en P. P es un punto de inflexién en C si y solo si

Hp(P) = 0.

Observacion 1.21. Si tenemos que P es un punto de inflexién de una curva proyectiva
plana C' de grado 3 y L es la recta tangente en C' a P entonces, por el Teorema de
Bezout, tenemos que

CNnL={P}

Para demostrar la proposicion 1.20 separaremos por casos en base al grado del
polinomio F' que define a C.

Proposiciéon 1.22. Sea C una curva proyectiva irreducible de grado d. Entonces

todos los punto de C son de inflexion < d = 1.

Demostracion. Para la primera definicion tenemos que si C' tiene grado 1 entonces la
recta tangente L en todo punto P de C coincide con C'. Se sigue el resultado de la
definicion de Ip(Cy, Co).

Para la segunda definiciéon tenemos que si F(z,y, z) es de grado 1 entonces

>F
P)=0 VP.
a.m, T ( )
Por lo que Hp(P) = 0. Para la otra implicacion consultar [5] (Lema 3.32). h

Proposicion 1.23. Si C' es una curva proyectiva irreducible de grado 2, entonces no
tiene puntos de inflexién.
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Demostracion. Ver Apéndice A.3. h
Proposicion 1.24. Sea C' un curva lisa de grado d > 3. Entonces las definiciones son
equivalente

Demostracion. Ver Apéndice A.4. h

Definicion 1.25. Sea C' un curva proyectiva plana, F' el polinomio homogéneo que
la define y K un subcuerpo del cuerpo k sobre el que esta definida C. Definimos el
conjunto C(K) como:

C(K) = {[z,y,2] € P*(K) : F(P) =0}.



CAPITULO 2

Esforzarse una vez para no volver a
hacerlo.

En este capitulo veremos como podemos extraer informacion sobre algunos tipos
de curva de forma muy sencilla. ;El objetivo? El de todas las matemaéticas, facilitarnos
la vida. Una vez visto las curvas que nos interesan, trataremos reducir el resto de ellas
a estos tipos mediante un algoritmo facil de programar. De esta forma trabajaremos
solo con curvas que nos ayuden a su estudio.

2.1. Primer tipo de curva que nos interesa.

Observemos pues la siguiente curva. Sea:

C ={[z,y,2] €P?*: F(x,y,2) = y*24+a1zyz+a3yz* —2® + asx?z + agxz® + agz® = 0}.

. Cuéntos puntos se encuentran en la intersecciéon de con la recta z = 07
x€CN{z=0}={[z,y,2] € P*: F(x,y,0) =0} = 2 =0=x = [0,1,0].

Es decir, hay un tnico punto en la curva C con z = 0, lo que nos permite expresar C
de la siguiente manera

C'(K) = {(z,y) € A : f(2,y) = v’ +ar1zy+azy—a’+age’ +aszr+agz = 0}U{[0, 1,0},

con C" su parte afin y f(z,y) = F(z,y,1). {Y qué tipo de punto es el [0,1,0]?
(Singular? jDe inflexion? Veamos cuél es su recta tangente L:

oF OF OF
L: %(P)-X—I—afy(P)-Y—l—a(P)-Z—O.
Pero tenemos que
OF oF OF
(P =5 (P =0y TH(P)= () £0

por tanto, su recta tangente es L : {z = 0}. Del Teorema de Bezout se sigue que es
un punto de inflexién, pues, como acabames de ver, es el tinico punto de la curva que
se encuentra en L, su recta tangente.
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De todo esto deducimos que las curvas con la forma de C, se pueden ver como
su afin méas el punto O = [0,1,0] y que dicho O es un punto de inflexién. Puede que
ahora al lector no le parezca este hecho de suma importancia, pero veremos en la
altima seccién de este capitulo, como estas observaciones cobran relevancia.

2.1.1. Sub-tipo de este tipo de curva que nos interesa.

Definicién 2.1. Definimos el discriminante de f, con f(x) = z3 + ax® + bz + c,
como

d= (a1 — O(Q) . (042 — 043) . (043 — al)
con a1, gy ag raices de f.

Podemos observar, mediante una serie de calculos que, si ademas f(z) = 2°+ Az + B,
entonces

d=—4A% — 27B.
Definicién 2.2. Sea C' una curva tal que
C ={[x,y,2] € P?*: y?2 = 23 + Az2? + B2%}.
definimos el discriminante de C como

A = —16(4A% + 27B?).

En el siguiente teorema vemos por qué nos interesan esta definiciones y observa-
ciones, en principio, carentes de sentido.

Teorema 2.3. Sea C una curva irreducibles definida sobre un cuerpo K, con char(K)
%+ 2,3, y de la forma

y* =2+ Az + B.
Entonces

C es singular < d = 0.

Demostracion. Sabemos que el tnico punto con z = 0 es el [0, 1, 0], que no es singular.
Por lo que si hay alguno que lo es debe cumplir que es de la forma [z,y,1] € C. Si es
singular entonces

OF
— (0, 90,1) = 73x(2) —A=0,

ox

oF

aiy(:L‘anOa 1) = 2y0 = 07

OF

E(xo,yo, 1) =y? - 2420 - 3B =0.

De la segunda ecuaciéon deducimos que yg = 0. Separamos en dos casos:

Tenemos entonces que la escuaciones se reducen a
3t =0y3B=0<29=0yB=0<d=0.
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Entonces tenemos que xg = —%. Si sustituimos en la primera ecuaciéon obtene-

(27B%+443)

A2 = 0. Esto ocurre si y solo si d = 0.

mos que

2.2. Algoritmo de Weierstrass.

Lo prometido es deuda. A continuacién veremos como para toda curva plana irre-
ducible, C, definida sobre K de grado 3, se puede reducir, mediante transformaciones,
a una curva del tipo

C ={[z,y,2] € P*: y’x + a1zyz + azyz® = 23 + asx?z + ayx2® + a2},

A las curva que estan expresadas de esta forma diremos que estdn en su forma de
Weierstrass. Para llevar a cabo esto necesitamos los siguientes ingredientes: Una curva
y un punto P € C(K). Separaremos que dos casos:

1. Tenemos una curva C y punto de inflexion, P € C(K).

2. Tenemos una curva cibica C y punto no singular y no de inflexién,
P e C(K).

Demostracion. Ver Apéndice B. h

2.2.1. Forma corta de Weierstrass.
El otro tipo de curve que nos interesaba era la siguiente
C ={[zx,y, 2] €P*: y?2 — 2> — Az2® — Bz = 0}.
Veamos como podemos llegar a ella a partir una curva en forma de Weiersstras. Sea
C = {[z,y,2] € P?: 9?2 + ajzyz + asyz® = 23 + apaz’z 4+ agzz® + a2’}

Tenemos asi que [0,1,0] € C' es un punto de inflexiéon. Si lo ponemos en coordenada
no homogéneas:
y2 +aixy + agy = 3+ a2x2 + a4 + ag.

Si hacemos el cambio:
T —>x,

1
y — §(y —ai1r — ag),

obtenemos:
y? = 42 + bra? + 2box + bs,
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con by, bo, b3y by constantes dependientes de aq, a9, az, as y ag. Ahora hacemos el
cambio
xTr — 3b2
36

Y
—> —_
216’
sacando

y? =42 — cqx — .

con ¢4 y cg constantes dependientes de by ,by y b3. Asi que, como ya es costumbre,
hacemos el cambio

r — 4x,

y — 4%y,

obtenemos que:

y? =23+ Az + B,

con Ay B constantes dependientes de c¢; y co. Observar que todos los cambios son
legales para char(K) # 2,3.

2.3. Una curva y su grupo abeliano.

Definicién 2.4. Una curva eliptica es una curva proyectiva plana E lisa de grado
3 junto con un punto O € E. Se denota como (E, ).

Diremos que la curva eliptica (E,O) detd definida sobre K, y escribimos E/K, si E
estd definida sobre K y O € E(K) = {[z,y,2] € E : [r,y, 2] € P2(K)}

En esta seccién trataremos de dar estructura de grupo a una curva eliptica definida
sobre K
(E(K),O).

Sea E, una curva eliptica definida sobre un cuerpo K. Sea P, @Q € E(K), definimos
Px(Q como el tercer punto de interseccién de la recta, L, que une a ambos con la curva
E. P x P lo definimos como el tercer punto de intersecciéon de la recta, L, tangente a
C en P con E. Observar que por Bezout tenemos que este punto existe y que:

» SiP#Qelp(E,L)=19(E,L) =1 entonces PxQ # P, Q.
» SiP#Q, Ip(E,L)=2¢ Ig(E,L) =1 entonces P xQ = P.

Si Ip(E,L) =2 entonces P x P # P.
» SiIp(E,L) =3 entonces P* P = P.

Observacion 2.5. De forma sencilla podemos ver que:

(1) PxQ=QxP VP, Q € E(K).
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(2) (PxQ)+Q =P YP, Q¢ E(K).

Sin embargo E(K), por lo general, no es un grupo con la operaciéon %, pues suele
carecer de un neutro. No obstante, podemos modificar un poco la operacién para
hacer de E(K) un grupo.

Ley de grupo: Sea P, € E(K), L larecta que pasa por P y @ (la recta tangente
a P en caso de que P = ) y L' larecta que une PxQ con O (en caso de que PxQ = O,
la recta tangente a ambos). Diremos que P @ @ es el tercer punto de interseccion:

PpQ=(PxQ)x*0.

Teorema 2.6. Sea C una cibica plana irreducible y C' y C” dos ciibicas. Supongamos
que CNC" ={P,...,Ps, Py}, con P; puntos no singulares de C, sin ser necesaria-
mente dinstintos. Supongamos que C N C" ={Py,..., Ps,Q}. Entonces Q = Py.

Demostracion. Para la demostracion consultar 3] (Proposicion 3. Pag. 124). h

Veamos que (E(K),O,®) cumple que es un grupo.

Teorema 2.7. Sea E una curva eliptica. Entonces (E(K),O,®) es un grupo, es decir:
1. Existe neutro: P& O =P VP e E(K).
2. Conmutativa: P Q=Q® P VP,Q € E(K).

3. Existe inverso: Para P € E(K),3P' € E(K) tal que P & P' = O, que
demostamos por ©P. Este punto es:

OP =(0x0)«P.
4. Asociativa: Para todo P,Q,R € E(K) se tiene que
(P3Q)®R=P®(Q®R).
Demostracion.

1. Tenemos que por definicion P@ O = (P x Q) * O = P, por la observacion 2.5.2.

2. Tenemos que:
PeQ=FP*xQ)xO0=(Q*P)xO=PadQ.

3. Veamos que P & (©P) = O.

P& (6P)=(Px(©P)«O=(Px((0Ox0)*P))xO
=(Px(Px(0%0)))*xO0=(0x0)x0O
=0.
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4. Sean P,Q,R € E(K)
(POQRQISR=Pa(QdR)= (POQ)*R)+O=0x(Px*(QaR))
S (PoQ)*R=P*x(QdR)

Por lo que basta demostrar que (P ® Q) * R = P (Q @ R). Dispongamos de los
siguientes puntos

O, P,Q R, PxQ, P+Q, Q«R, Q+R.

Ahora generamos las siguientes 2 ciibicas

Gi=r-s-t,

Go=1-m-n,
conr, s,t,l,m yn rectas tal que:
: la recta que pasa por R, P+ Q,R* (P + Q),
: la recta que pasa por P,Q, P * Q,
: la recta que pasa por @ * R, 0,Q + R,
: la recta que pasa por R, Q,Q * R,

m : la recta que pasa por P,Q + R, (Q+ R)* Py
n : la recta que pasa por PxQ,O, P + Q.

—~ o 3

De esta forma tenemos que E y G pasan por los 9 puntos O, P, Q, R, PxQ,
P+@Q, QxR, Q+ Ry (P®Q)* R. Por otro lado, G2 pasa por los 8 puntos
O, P Q R PxQ, P+Q, Q*R, Q+ R, es decir, que (P ® Q) * R debe
encontrarse en Gy. Pero si (P® Q) * R # P * (Q @ R) entonces tendriamos que
#(ENGy) > 10> 9 =3-3, lo que es una contradiccion. Por tanto,

(PeQ)*xR=P=x(Q&R).

2.3.1. Foérmulas explicitas.
En esta seccién se dara de forma explicita una féormula para calcular las coorde-
nadas del punto P3 € E(K) con
Ps=P &P con P, PQEE(K)

Acabamos de ver en la seccion 2.2 que para toda curva proyectiva plana, F, defini-
da por un polinomio homogéneo de grado 3, mediante el algoritmo de Weierstrass,
podemos encontrar un isomorfismo tal que

E(K) = {[‘T)yv Z] € P2(K) : y22 == 563 +A.’EZ2 + BZ3} = C'7

con A, B € K. Tomaremos asi una curva de dicha forma para dar las coordenada
del punto P5. Recordemos que en este tipo de curva solo poseia un tinico punto en el
infinito, el [0, 1,0]. Por lo que podemos ver C', como

C' = {(z,y) € A*(K) : y* = 2>+ Az + B} U0, 1,0],
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es decir, su afin junto con el tnico punto en el infinito de C'. Este punto, el [0, 1,0], es el
que tomaremos como O. La toma del punto [0, 1, 0] facilita mucho los calculos, aunque
no dejan de ser largos y tediosos. Es por ello que acontinuacién solo se expondran los
resultados directamente, ademés de dar una explicacién gréafica. Vemos esto tltimo
primero:

Sea P, Py P3 =P @& Py

L /
P*P
Q
P
P
PaQ PaP

Observamos en esta representacion que unir un punto P € F(K) con O es equivalente
a trazar una recta vertical sobre P = (z,y), y tomar el punto que la interseca, es
decir, P = (z, —y).

P= (X,Y)

P*O=(x,-y)

Por ser O un punto de inflexiéon tenemos que O x O = O, por lo que si P = (xg,0) €
E(K) entonces

OP = (0, —Yo)
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P=(x,y)

oP=(x,-y)

Las férmulas explicitas de la ley de grupo para nuestra curva
vy =23+ Az + B

son: Sea Py = (z1,y1) P = (x2,y2) y P3s = (x3,y3) = P1 ® P».

27N G op # P, P #—P,

T2 — X1
3= AN—x1— X9 A= ;
con T )
{ygz A\x3 + v f2(y1) si Py =Ps.
1

V= yl—)\l‘lzyg—)\l‘g.

Cabe poner de forma explicita A en el caso en el que P; = P» pues lo utilizaremos
m

——
maés adelante. Definimos [m|P = P+ --- + P.

4 2 2
ry — 2Ax5 — 8Bxg+ A

21 P, — 0 0
z([2h) 4o} + 4Azg +4B

wim) = () s+ - (2252 ) 0




CAPITULO 3

Teorema de Mordell.

Teorema de Mordell. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Entonces E(Q)
es un grupo abeliano finitamente generado.

Una vez demostrado el teorema de Mordell tendremos que
EQ=Z/mZ® - ®L/nnZ S L",

es decir,
E(Q) = E(Q)tors S Zr’

donde E(Q)¢ors es el grupo de torsion (conjunto de puntos de orden finito en E(Q)) y
r el rango de F(Q). Para demostrar esto necesitaremos varios resultados previos. No
obstante hay uno que es fundamental y le da sentido al resto: El teorema del descenso.

3.1. Teorema del descenso.

Teorema del Descenso. Sea A un grupo abeliano y sea h : A — R una funcion
‘altura’ que satisface las siguientes propiedades:

1. Dado Q € A, existe una constante C1 = C1(Q) que depende de Q y A, tal que
VPecA,

WP @ Q) < 2h(Q) + C1.

2. Existe un entero m > 2, al que llamaremos m asociado a h, y una constante Co
que depende sdlo de A, tal queV P € A

h([m]P) > m2h(P) — Cs.

3. Para cualquier constante C3 el siguiente conjunto
{P € A:h(P)<Cs}
es finito.

17
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Si suponemos ademds que para el entero m en (ii), el grupo cociente A/mA es finito,
entonces A estd finitamente generado.

Una vez leido el enunciado se entiende la pasada afirmacion. De ser cierto -como
veremos a continuacién- ‘solo’ haria falta demostrar que, existe una altura, h, so-
bre E(Q) y que su m asociado a dicha h cumple que E(Q)/mE(Q) es finito, para
demostrar el teorema de Mordell.

Demostracion. Ver Apéndice C.1. h
En las préoximas dos secciones demostraremos:

1. Para E, una curva eliptica definida sobre Q, E(Q)/2E(Q) es finito.

2. Existe una altura h sobre E(Q), con su m asociada igual a 2.

De este modo habremos demostrado el Teorema de Mordell.

3.2. Teorema de Débil de Mordell.

Teorema débil de Mordell: Sea FE una curva eliptica definida sobre Q. Entonces el
grupo abeliano E(Q)/2E(Q) es finito.

Proposiciéon 3.1. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por una ecuaciéon de
Weierstrass de la forma
y? = f(z) = 2® + Az + B.

Sea K el cuerpo de descomposicion de f(z), que se factoriza como:
f(x) =(z —a)(@—B)(z —7)
y el homomorfismo canoénico
B(Q)/2B(Q)—*> B(K)/2E(K).

Entonces,
|kerg| < 22lk:Q]

Demostracion. Ver Apéndice C.2. i

Vemos asi que
|E(K)2E(K)| <00 = [E(Q)/2E(Q)] < oo,
es decir, basta demostrar que F(K)/2FE(K) es finito, para ver que |E(Q)/2E(Q)| lo

es. Veamos algunas definiciones antes de seguir:

1. K* el grupo multiplicativo de K.
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2. K*?2 ={kec K*:3k' € K* tal que k = (k')?}.

3. E un curva eliptica dada por y? = (z — a)(z — B)(x — ) = f(z), con K
el cuerpo de descomposicion de f(z).

Proposicion 3.2. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Si definimos

Yo : B(K) — K*/K**

mediante
(x —a)K* si P=(z,y)con P# Oy zx#a,
Yo =4 (@ = B)(a—7)K? siP=(a,0),
1-K*2 si P=0.

Entonces ¢, es un homomorfismo de grupos

Demostracion. Ver Apéndice C.3. h
Corolario 3.3. ¢, induce un homomorfismo de grupos
E(K)/2E(K) — K*/K*?

que llamaremos también (.

Demostracion. Solo habria que demostrar que esta bien definida, el que sea homo-
morfismo si esta bien definido es una condiciéon que se hereda de ¢, de la proposiciéon
anterior. Sea P y P» representantes de una misma clase, entonces Py — P, = 2P para
algin P. Por tanto,

p(P)* = p(2P) = p(P1 — Py) = p(P1) - o(P2) 7,
es decir, p(P;) = ¢(P). h
Lema 3.4. Sea E una curva eliptica sobre K, con char(K) # 2,3 definida por
y* = (z—a)(z— B)(z —7) con o, f,7 € K.

Entonces si Py = (22,y2) € E(K), existe P| = (z1,y1) € E(K) tal que [2]P; = P» si
y solo si:

o — = Oé%

1‘2—,6:5% con almﬁla’yleK'

x2 =y =
Demostracion. Para la demostracion consutar [4] (Lema 3.2.3). h
Proposiciéon 3.5. El homomorfimos

Yo X g E(K)/2E(K) — K*/K** x K*/K*?

es inyectivo.
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Demostracion. Sea P = (z,y) € E(K). Si P € kerp, X @3 entonces

©a(P), vp(P) € K**.
Veamos que el kernel es el elemento O. Separamos por casos:

‘P # (a,0),(5,0) ‘ Tenemos que © — o,z — 8 € K*2. Como P € E(K),

(z—a)(z—B)(z—7)=y" € K™
por tanto, x — v € K*2, y por el lema 3.4 tenemos que P € 2E(K).
P = (a,0) | Por hipotesis tenemos que

©a(P) € K*2, por lo tanto (o — B)(a —v) € K*2.
¢s(P) € K*? por lo tanto (8 —a) € K*2.

De donde deducimos que (o — f8), (a —7) € K*2. Por otra parte, tenemos que o — v =
0 € K*2. Aplicando nuevamente el lema 3.4 tenemos que P = («,0) € 2E(K).

P = (B,0) | Este es el ultimo caso que nos queda. Se resuelve de forma analoga al caso
P = (,0). h
Para demostrar, por fin, que E(K)/2E(K) es finito, necesitamos enunciar un teorema
y una proposicién mas.

Teorema 3.6. Sea K un cuerpo de numeros y sea O su anillo de enteros. Entonces
existe un anillo R con Ox C R C K tal que:

1. R es un dominio de ideales principales y por tanto, un dominio de factorizacion
unica.

2. El grupo de unidades de R estd finitamente generado.

Demostracion. Ver Apéndice C.4. h

Una vez tenemos a R, por ser un dominio de factorizacion tnica, podemos escribir

K*/K? ={UR)/UV*R)}o & 1z/2Z

p primo en R

con U(R) las unidades de R y U?(R), el conjunto de cuadrados de unidades de R.
Definamos lo siguiente. Si p es un primo de R y [ es un elemento de K, escribiremos
p®||l si r = p*q con q € K tal que ¢ no tenga factor de p ni en el denominador y ni en
el numerador. Con esta definiciéon en mente veamos que la imagen de

o x g K*/K? x K*'/K*? — ((UR)/U*(R)}e P (z/22)

p primo en R

es cero en la mayoria de las coordenadas.
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Por ultimo, una pequena observacion: Sea F una curva sobre un cuerpo de frac-
ciones K de un DFU R, definida por

v =23+Az+B, A BekK.

Tenemos, entonces, que podemos suponer que A, B € R, pues si r es minimo comun
denominador de A y B, podemos hacer el cambio

rr =X,
{r3y =Y,
y transformar a F en una curva definida por
V= +Azr+ B, con A, B' € R.
De esta forma, si K = Q, una forma corta de Weierstrass para F seria:
y? =23 + Az + B, A, BeZ.
Proposiciéon 3.7. Sea E una curva eliptica definida sobre Q:

y? = (x —a)(x—p)(x—v)= f(zr) cona,pB,vye€ Ok

con K el cuerpo de descomposicion de f(z). Sea o X @ €l homomorfismo que de-
finimos antes y d = (o — )(a — v)(y — B) el discriminante de f(z). Entonces el
homomorfismo inducido por ¢, X ¢g

E(K)/2E(K) — {UR)/U*(R)} o {UR)/U*(R)}e @ (2/2202Z/2Z)
p primo en R

tal que p|d

es inyectivo.

Demostracion. Sea P = (z,y) € E(K)/{O}. Veamos que las coordenadas p-ésimas
de P al aplicar ¢, X g son siempre nulas cuando p, primo de R, no divide a d, el
discriminante de f.

Fijemos p un primo de R y definamos los enteros a, b, ¢ como

Pl —a), Pl =B, peli@—).
Ya que (z — a)(z — B)(z — ) = y? tenemos que:
(3.1) a+ b+ c=0(mod 2).

Separemos por casos:

e Si tenemos que al menos uno de los a, b, ¢ es menor que 0. Supongamos que a < 0.
Como a € Ok, que esta contenido en R, que es un dominio de factorizacion, tenemos
que:

p?||(z — @) = pl*||(denominador de z) Vp.
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De aqui deducimos que p*||(x — ), (z — B), (x — 7). De modo que a = b = ¢ y por
tanto utilizando (3.1)
a=b=c=0(mod 2).

Luego la imagen de P en la p-ésima coordenada es cero.

e a,b,c > 0. Supongamos que al menos uno es mayor que 0, en caso contrario no
habria nada que demostrar. Digamos que es a > 0. Como p t d, entonces p 1 (o — [3).
Como

r—B=(r—a)—(a—p)

ya>0yb>0= b= 0. De manera aniloga vemos que ¢ = 0 y utilizando (3.1)
tenemos que:
a=b=c=0(mod 2).

Por tanto la imagen de P en la p-ésima coordenada es cero

‘P:(a,O),(ﬁ,o)j(%o) ‘
Solo hay que observar que ¢ (P) y ¢g(P) son productos de (a—f3), (B—7) v (v — ).
Como p td, entonces pt (a— 3),pt (B—7) ypt(y—«a), por tanto a =b=c = 0.

Es decir, independientemente de P, si p t d entonces la p-ésima coordenada es siempre
0. f

Como demostramos en el Teorema 3.6 las unidades R, U(R), son finitamente ge-
neradas, por lo que:

{U(R)/U*(R)}
es finito, y por tanto:

UR U RYe {UR M RYe O (2/2202/22)

p primo en R
tal que p|d

es finito. Y como existe una aplicacion inyectiva de E(K)/2FE(K) a este conjunto, por
la Proposicion 3.7, tenemos que

| E(K)/2E(K)| < oo

3.3. Con altura.

Definiciéon 3.8. Sea z = T € Q con med(m,n) = 1. Definimos las altura de 2 como

m

H(z)= H (2) = méx{|m|, |n|} € Zso.

Veamos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.9. El conjunto de los ntimero racionales tal que su altura es menor
que una cierta constante es finito.
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Demostracion. Sea C' una constante, entonces para que H(”') < C' debemos tener
que lm| < Cy|n|<C. g

Podriamos tomar como definicién de altura para los (z,y) = P € E(Q) la siguiente
funcion:

H(P) = H(x).

Pero queremos, como veremos méas adelante, que esta funciéon se comporte aditiva-
mente. Teniendo en cuenta esto tltimo y la funcién H, definimos lo que para nosotros
seréd la funcion altura sobre E(Q).

Definiciéon 3.10. Sea E una curva eliptica definida sobre Q y sea P = (z1,y1) €
E(Q) definimos como la altura en E(Q)

he : E(Q) — R

Ccomao:

ha(P) = {;"g(H(P» Z i i g

Teorema 3.11. La funcion hy es una altura sobre E(Q), con E una curva eliptica

definida sobre Q.

Veamos que esta funcién h, cumple las propiedades de funcién de altura, con un
m asociado m = 2, sobre el grupo abeliano E(Q).

Demostracion. Ver Apéndice C.5. h






CAPITULO 4

p-adicos y sus aportaciones.

En este capitulo veremos dos resultado muy importantes:

1. Bajo algunas condiciones, existe un homomorfismo inyectivo entre el grupo de
torsion de curva eliptica E y el grupo E,(F,) (la definicion de este altimo grupo
la veremos en este capitulo), ie, existe un o homomorfismo inyectivo tal que

0 E(Q)iors — Ep(Fp).

2. Dadala curva E : y?> = 23+ Az, para A € Z con —A un cuadrado y sin potencias
cuartas, tenemos que

E(Q)tors = Z/2Z & 7| 2.

En Apéndice D encontramos una introduccién a los ntimero p-adicos.

4.1. Reducciéon médulo p de una curva.

Definimos Z, de la siguiente forma:

L) = {% SO pJ[n} :{p”%\nEN,p{uv}.

Sea [z,y,2] = P € P*(Q) con x,y,z € Z(p decimos que la coordenada [z,y, z] es un
representante de p reduccion si de entre ,y, z € Z,) hay al menos uno con |- |, = 1.
Observamos que Y[z, y, z] € P?(Q) podemos multiplicar por una potencia p" de forma
que z,y, 2 € Zp) y que hay un tnico representante de p reduccién por punto P (salvo
por multiplicacion de elementos con | - |, = 1). Esto tltimo hace que la siguiente
funcién esté bien definida:

rp s P2(Q)
[2,y, 2]

—  P(F)
— "’p([%yvz]) = [rp(‘r)7rp(y)7rp(z)]7
donde z,y,z € Z,) y al menos uno de ellos tiene |-|[p =1y con

Tp: Z(p) — IFp

g — mplg)=p'y=pr-u-v,

25
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para ¢ = p" % con p { uv.

Fijémonos en que podemos llevar a cabo un proceso semejante con una curva F,
definida por F' € Q[z,y, z]. Notese que para ¢ una constante no nula, ¢ - F' defiene la
misma curva E. De esta forma, podemos multiplicar por un ¢ € Q tal que todos los
coeficientes de I se encuentren en Z,), con al menos uno con norma | - |, = 1. Esta
representacion de E es tnica salvo por multiplicacién de un elemento con | - |, = 1.
Diremos que la curva E' esta normalizada en p si cample sus coeficientes estan en Z,),
con al menos uno de norma 1.

Definicion 4.1. Sea C' una curva normalizada en p y

1

F(z,y,2) = ama" + am—1y" + am—22" + am—32" "y + ...+ a3z + a2y + a1z + ao,

con a; € L) y lailp = 1 para algin i € {1,...,m}, el polinomio que define a E.
Entonces definimos C, como:

Cp = {[r,y,2) € PX(Z/pZ) : F = apa™ + ... + Gm—32" 'y + ...+ @12 + ap = 0}.

Nétese que el polinomio F € Z/pZ|x,y, 2] no es nulo por estar C normalizada mddulo
p.

Proposicién 4.2. Sea C' una curva proyectiva plana normalizada en p y definida por
F € Q[z,y, z]. La imagen por 7, de C(Q) esté contenida en Cp(F,). Es decir,
rp(C(Q)) C Cp(Fp).

Demostracion. Tomamos [z,y,z] € C(Q) y su representante de p reduccion, llamé-
mosle [x0, Yo, 20]. Tenemos entonces, aplicando el homomorfismo ry,, que

0 =1p(0) = 15(F (20,90, 20)) = F(rp(w0), 7p(¥0), 7p(20)) = Fp(rp([z0, Yo, 20]))-
Es decir, 7,([x0, Y0, 20]) € Cp(Fp) = 1,(C(Q)) C Cu(F). h

Proposicion 4.3. Sea C' una curva proyectiva homogénea plana de grano n definida
por un polinomio F' € Q[z,vy,z2], y L una recta definida sobre Q y P = [z0, Yo, 20]
un punto de L. Si [2/,y/, 2] es cualquier punto de L tal que [2',y/,2'] # [0, Yo, 20],
entonces Ip,(C, L) es igual al orden en t = 0 de v(t) = F(zo + ta’, yo + ty', 20 + t2').
Es decir,

Ip,(C, L) = ordi—o(y(2)).

Demostracion. Para la demostracion consultar [6] (Proposicion 2.9). h

Proposiciéon 4.4. Sea C una curva proyectiva plana de grado m definida por un
polinomio G € Q|z,y, z], L un recta definida sobre Q y Py = [x0, Y0, 20] un punto de
L. Si tomamos C) y L,, entonces

Ip,(C,L) < Lrp(Po) (Cp? Lp)'



4.2 Filtracién p-adica. 27

Demostracion. Durante la demostracion tomaremos por C' y L sus formas normaliza-
das y por Py tomaremos su representante de p reducciéon. Tomamos la representacion
de p reduccion de un punto P’ = [/, 4/, 2] € L que cumpla que Py # P’ y la funciéon

¥(t) = F(Py+tP) = F(xg+tx',yo +ty, 20 +t2') =t"F, + ... + t"F,,

con F; los monomios de grado 4, con variables zg, *’, yo, ¥/, 20y 2’ y F» # 0. Pero
por la proposicién anterior tenemos que

Ip(C,L) = ordi=o(y(t)) = .
Tomando ~(¢) modulo p y aplicando nuevamente la proposiciéon tenemos que

Ip(Cp, Lp) = 1

Para la curva eliptica F en la forma corta de Weierstrass siguiente
2 =2+ Az +B con A, BeZ,
la curva E, estaria definida de la siguiente manera
2t =23+ Az + B con A, B e Z/pZ.
Tenemos, por tanto, que
A, = A(mod p), y asi, E, es lisa < p{ A.

Proposicion 4.5. Si E, es lisa, entonces 1, : E(Q) — E,(F,) es un homomorfismo
de grupos.

Demostracion. Claramente r,([0,1,0]) = [0,1,0], por lo que el neutro va al neutro.
Falta ver que se respeta la estructura de grupo. Tenemos que

(P * Q) = 1p(P) x1p(Q),

por lo que

rp(P® Q) =1p(0x (PxQ)) =1p(0) x1p(P x Q)
= Op * (1p(P) *rp(Q)) = 1p(P) & rp(Q).

4.2. Filtracién p-adica.

Sea
E: Y?=X?24+ AX+B

con A, B€Zy4A3+27B% £0.
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Tomemos un primo tal que p{ A. Por la proposicion 4.5
rp: E(Q) — E,(Fp) es un homomorfismo de grupos.
Teorema 4.6. Sea F una curva eliptica definida por
w =2+ Az + B2 A BeZ.
Sea rp : E(Q) — E,(F,). Entonces si pt A, tenemos que
Tp|E(Q)tors : E(Q)tors — Ep(Fp)

es inyectiva.

Demostracion. Ver Apéndice E.1. h

4.3. Subgrupo de torsion.

Teorema de Nagell-Lutz. Sea FE una curva eliptica definida sobre Q
y? =23+ Az + B, A, BeZ.
Sae P = (z(P),y(P)) € E(Q)tors. Entonces:
1. z(P),y(P) € Z.

2. y(P) =0 (entonces [2]P = O) o bien y(P)%|4A3 + 27B2.

Demostracion. Ver Apéndice E.2. h

4.3.1. Grupo de torsién de una curva interesante.

En esta seccién vamos a estudiar el grupo de torsién de la curva:
V=234 Az, AcZ.
Veremos en el proximo capitulo qué la hace tan interesante para nosotros.
Teorema 4.7. Sea F una curva eliptica dada por
V=234 Az, AelZ,
y supongamos que A no tiene potencias cuartas. Entonces

Z)2L @B ZLJ2Z st —A es un cuadrado en Z,
E(Q)tars = Z/4Z si A= 4,
7)27 en otro caso.

Demostracion. Ver Apéndice E.3. h



CAPITULO 5

El problema del ntimero
congruente.

Recordemos el enunciado del problema del ntimero congruente y la equivalencia
dada en la introduccién:

Enunciado: Dado un n € N jExiste un tridngulo rectangulo de lados racionales
(a,b,c) tal que su area sea n?

Equivalencia:

La curva

E, : y2:x3—n2x

tiene un P = (x,y) con x,y€Q e y#0

n, libre de cuadrados,
es congruente.

Veamos esta equivalencia:

Observacion 5.1. Supongamos que existe un n € N tal que hay un tridngulo rec-
tangulo (a, b, c) de lados racionales cuya area es m. Entonces, suponiendo que c es la
hipotenusa, tenemos que:

Observamos que podemos suponer que n es libre de cuadrado pues, si no lo fuese,

tenemos que existe un s € N tal que Ds?> = n y D es libre se cuadrado. Dicho D es

congruente pues el tridngulo (£, g, ¢) es rectangulo y

D" _ ab/2 _ a/s~b/s.
s? 52 2

29



30 El problema del namero congruente.

Y viceversa. Sea (a,b,c) un tridngulo rectangulo de lados racionales que hace de D
un nimero congruente, entonces tenemos que:

(as)® + (bs)> = (cs)> y n=Ds*= %bsz = (as)z(bs).

Es decir, el tridngulo (as,bs,cs) hace de n un nimero congruente. Por tanto, n es
congruente si y solo si lo es D.

Fijemos un ntamero n libre de cuadrados y un tridngulo rectangulo de lados ra-
cionales (a,b,c), que le haga congruente. Veamos que y?> = x* — nz tiene punto
P = (z,y) racional con y # 0. Tenemos que:

a+=c y n=—.

Por tanto,

a+b\> B ( c )2 n
2 ) ~\a) ™™
DY ()
5 =3 n.
Si multiplicamos ambas igualdades vemos que

(57) -G

Llamamos u = ¢2/2 y v = (a® — b?)/4, y obtenemos que

U2 :U4—52.

Multiplicando ambos lados por u? tenemos que
(uv)? = (u?)® — n?u?.
Definimos # = u? e y = uv y tenemos que

E,: y* =1%—n’z.
Por tanto, todo nimero congruente n, nos lleva de forma ‘natural’ a la curva E,.
Ahora, el triangulo (a,b, c) nos da la siguiente solucién, P, para y? = x3 2

P = (z,y) = (¢'/4,((a® = b%))/4).

Observemos, ademas, que y(P) # 0, pues en caso contrario: o bien a = b = 2 lo que
es una contradiccion, ya que 8 no es un cuadrado o bien Jp # 2 tal que p?|a - b, lo que
es una contradicciéon con la suposicion de que n es libre cuadrados. Tenemos asi, una
de las implicaciones.

Dada la curva

y? =23 — na,
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con un punto racional, P = (x,y), con y # 0, definimos:

4 —n 2nx 22+ n?
a=———, b=—, c=——.
Y Y Y

ab
2

2 2
b= (M) N (2%)
Yy Yy

x4+ nt— 22202 4An2a?
2

Veamos que a? +b> =c?yn = es decir, que n es congruente.

Yy )
ot et 422707 (2P +n?)? <x2 +n2)2
y? y? y
= 2.
, . __ab.
Por tltimo, comprobemos que n = %:
2_ .2 2
ab (x yn ) ) (%) B 2n:13(:c2 — n2)
2 2 N 292
= na(z — n2)(x +n) como P € E,
Y

nz(zx —n)(z+n)
z(x —n)(z+n)

Por tanto, siempre que exista un punto (z,y) = P € E(Q) tal que y # 0, tendremos
que existe un triangulo rectangulo de lados racionales, a saber el triangulo (a,b,¢),
que haga a n congruente. Ya tenemos las implicacién que nos faltaba.

Noétese que la curva
E,: y2:x3—n2m
no es una curva eliptica cualquiera, es la que acabamos de estudiar en la seccién 4.3.1,
para el caso A = —n?. Tenemos asi que
En(@)tors = Z/2Z D Z/QZ,
con E,(Q)iors = {0, (0,0), (n,0),(—n,0)}. Por el teorema de Mordell
E,(Q)=(Z/)2Z37/27) xZ", r>0.

Pero P € E(Q)ors siy solo siy =0.

Reunamos estos ultimos resultado, ya probados, en un solo teorema. Teorema que
dara otra nueva equivalencia en el campo de curvas elipticas a nuestro problema.

2

Teorema 5.2. Sean n',n y s tres nimeros naturales tales que s°n = n' con n libre

de cuadrados. Definimos la curva:

E,: v?=2%—n’z

Tenemos que son equivalentes:



32 El problema del namero congruente.

1. n' es un numero congruente, es decir, existe un tridngulo rectingulo de lados
racionales A,B,C cuya drea es n.

2. En(Q)tors Z(Z)2Z.07)272) ®Z" con 1 > 0.
3. Eziste un P € E,(Q) con y(P) # 0.

5.1. Generalizaciones: un motor de las Matematicas.

Se podria decir que la generalizacién es uno de los motores que mueve a las Ma-
teméticas, y este problema no iba a ser la excepciéon. Veamos algunas extraidas de

[9]-
Definicion 5.3. Definimos € como el conjunto den € N tal que existena, b, ¢, d, e €
Q, tal que:
(5.1) a2+ =c% d+d>=¢2  alb+d) =n.
Llamaremos a la 5-upla (a, b, c,d,e) una envolvente de n.
Geométricamente hablando el que n se encuentre en € implica que, n es el drea de

un rectangulo que se forma al juntar los tridngulos rectangulos (a,b,c) y (a,d,e) de
la siguiente forma:

b d
Notese que para el caso b = d, tenemos el conjunto de los nimeros congruentes.

Definicion 5.4. Sea 0 < 0 < m un dngulo. Definimos €(6) con el subconjunto de €
compuesto por los n € N que cumplen (5.1) y cos(f) = (a® — bd)/ce. Sin € €(0),
decimos que n es 8 — congruente.

Llamaremos a la 5-upla (a,b, c,d, e) una 0-envolvente de n.

Geométricamente hablando el que n se encuentre en € implica que, n es el area del
rectangulo que se forma al juntar los tridangulos rectangulos (a,b,c) vy (a,d,e) de la
misma forma que antes y, ademas, el &ngulo que forman los picos de los dos tridangulos
es 6, es decir:
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Veamos otra condicién equivalente a que n sea congruente:
Proposiciéon 5.5. Sea n € N.

2n es congruente si y solo si n € €(7/2).

Demostracion. <) Tomamos una de las envolventes, (a,b, c,d, e), que hace que n €
e(m/2). A partir de esta podemos crear una 7/2-envolvente, (2a, 2b, 2¢, 2d, 2e), para 4n.
Tenemos asi que 2n es un namero congruente pues el tridngulo rectangulo (¢, e, b+ d)
tiene area 2n (ver Fig. 1).

=) Tomamos el tridangulo rectangulo (a,b,c) que hace de 2n un nimero congruente.
Tomando la 5-upla (ab/c,a?/c,a,b?/c,b) tenemos que 4n € €(r/2). Tenemos, por
tanto, que n € e(w/2) (ver Fig. 2).

2b+2c c
e S 7 e S “a 7 b~
2a \ g 2a ab/c . ab/c
- - )
2b 2d a?/c b?/c
Fig. 1. Fig. 2.

]

Al igual que el problema del ntimero congruente estas generalizaciones tienen tam-
bién sus equivalente en el campo de las curvas elipticas.

Teorema 5.6. Sea n € N. Entonces n € € si y solo si las siguientes ecuaciones
Ey: y? =23 - k%x,
Eop_1: 22— (2n — k)2,
Ve zw=yz,

tienen una solucion racional (x,y,z,w, k) simultdnea que satisface yw #0 y 0 < k <
n.

En otras palabras, existe un ntimero racional 0 < k < n tal que E y Fo,_ tienen
soluciones (z,y) y (z,w) con orden infinito, es decir, que k y 2n — k sean congruentes,
con x/y = z/w.

Demostracion. =) Sea (a, b, c,d, e) una envolvente de n, definimos:
z=2a(a+c), y=4d*(a+c), z=2ala+e), w=4d*(a+e), k=2ab.
<) Sea (z,y) € By y (2,w) € Egy_ con zw = yz y yw # 0, definimos:
= l‘ - ‘E‘ _ |k
“ ‘2x 2217 b
(2n —k)z

w

x? + k2
2y
22+ (2n — k)?
2w ’

9

)

-
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Preguntas que atin siguen abiertas:
e, c=N?

Sabemos que para todo n congruente existen infinitos tridngulos rectdngulos que
hacen de él congruente. Tenemos asi, lo mismo ocurre con 4n. Pero:

e Para n € € ;Existen infinitas envolventes de n?

5.2. El Teorema de Tunnell y la pregunta del millon de
délares.

Veamos cudl es el Teorema de Tunnel. Ver [4] para una mayor profundizacion del
tema.

Teorema de Tunnell. Sea n € N un numero congruente, libre de cuadrados y los
siguientes nUMeros:

A, = #{(2,y,2) € 7% . n = 22% + y* + 3227},
By, = #{(z,y,2) € Z* : n = 227 + y* + 827},
Cy = #{(2,y,2) € Z* : n = 82% + 2y + 6427},
Dy, = #{(z,y,2) € Z® : n = 827 + 2y* + 162%}.

Entonces

» A, = B,/2, sin es impar.

» C,=D,/2, sin es par.

Obsérvese que esta es una condicién necesaria, es decir, solo nos permite descartar
que n sea congruente, pero no, en cambio, saber si lo es. Esto se darfa si la implicacion
del enunciado fuese un si y solo si. jLo es? Pues es aqui donde entra la pregunta
del millén de doélares, ‘La conjetura BSD’, uno de los problemas del milenio. Tunnell
desmostr6 que la implicacién era un si y solo si, si tomébamos por cierta ‘La conjetura

BSD’.

De esta forma, de ser la conjetura cierta, tendriamos que un algoritmo finito que
nos permitiria saber si n es o no congruente.

5.2.1. ;Qué es ‘La conjetura BSD’?

Por desgracia, aqui se acaban los enunciado sencillos y cortos. Comencemos por
una definicién importante en este campo.

Como ya vismo en el capitulo 4, si E esta definida por

2 =2+ Az +B con A, B€Z,
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para la curva B B -
E,: 2yt =23+ Az + B con A, B e Z/pZ.

Tenemos que

A, = A(mod p),

es decir,
E, es lisa si y solo si pt A.

Por tanto, £, es una curva eliptica para p t A.

Definicion 5.7. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Sea un primo p, entonces:

» Sipt A definimos:
ap =p+1—|Ey(F,)|

Definimos la funcién L de Hasse-Weil de E, para Re(s) > 3, como:

Lp(s) = [[(1 —app™ +p" 7)1,
PIA

Faltaria definirla para un namero finito de p, aquellos que dividen a A. Esta funcion
se puede extender analiticamente a una funcién meromorfa con un solo polo s = 1.

Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer. Sea E una curva definida sobre Q. En-
tonces, para el rango, r, de E(Q) se tiene que

ords—1LEg(s) =r.






APENDICE A

Demostraciones Capitulo 1.

A.1. Demostracién: Teorema de Bezout.
Demostracion. Para la demostracion de este teorema seguiremos el siguiente esquemas:

Ver que el namero de puntos de la interseccion de C; y Co, con la forma [z, y, 1],
es como mucho nine. Para ello demostraremos que:

o (A (B)
#(C1 N C2NA%) < dim(R/(f1, f2)) < mang,
con R = k[z,y].

Demostrar que (B) es un igualdad cuando C y C no se encuentran en el infinito,
es decir, si la interseccién no contiene ningin punto con z = 0.

‘Mejoramos’ la ecuacion (A) para conseguir

(A+)
Y I(CinCy,P) < dim(R/(f1, f2))-
P601002ﬂA2

El hecho de que se diga que (A+) ‘mejora’ (A) se debe a que VP € C1 N Cy
Ip(C1,C3) > 1, por lo que, en cierto modo, se ‘afina’ mas el célculo.

Demostramos que (A+) es de hecho una igualdad.
En este punto observamos que con y hemos probado Bezout para en el
caso en el que C7 y C5 no se encuentran en el infinito.

Veremos que C; N Cy es finito y que, por tanto, existe una recta L en P? que
no contiene ningtin punto de la interseccién. Cambiamos las coordenadas para
que L sea la recta del infinito. De esta forma reducimos el caso general, en el
que C7 y Co pueden encontrarse en el infinito, al caso en el que no lo hacen.
Completamos asi la demostracion del teorema de Bezout, pues dicho caso ya
estd demostrado.
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Dados m puntos distintos, Pi = (a1,a2),..., P = (Gm,bm) del plano afin A2,
tenemos que existen m funciones, hq, ..., by, tales que:

1 st n=zq,
0 si n#i.

Basta con observar que podemos definirlas de la siguiente manera:

" (z-bp—y-ap)
n=1,n#i

Ahora, supongamos que Vi € {1,...,m} P; € C1 N Cy. Observamos que estas h; fun-
ciones son linealmente independientes modulo el ideal (f1, f2) ya que:

cithi 4+ coha + -+ cphm = g1fi + g2fo =0=
cthi(Py) + -+ cihi(P) + - - - + emhm(Py) = 91(P) f1(F;) + 92(By) f2(Py) =
c1-0+...¢,-14+...¢,, -0 = gl(PZ')-O—i-gg(P,;)-Oé

C; = 0.
Y asi ya tenemos demostradas la igualdad (A), es decir:
#(C1 N CyNA%) < dim(R/(f1, f2))-

Para probar (B), definimos para d € N*:

_1 _1p 3
o(d) = 2(d+1)(d+2)_ 2d +2d+1.

R4 = (el espacio vectorial de polinomios f(z,y) de grado <d).
Wa = Ra—n, f1 + Ri—n, fo.

W, es un espacio vectorial sobre k. Ademaés si d < max{nj,na}, Wy =0y, en todos
los caso, Wy C (f1, f2). Demostrar que dim Ry = ¢(d) es pura combinatoria pues

$(d) — ¢(d — 1) = d + 1 = namero de monomios z'y’ de grado d

y
dil C(d+1)(d+2)
= 5 .
n=1
Para d > ny + ng, tenemos 2 resultados
(A1) Ri—n, f1 NV Ry, fo = Ri—ny—ny f1f2,

(A2) dimRg—dim Wy = ¢(d) — ¢(d —n1) — ¢(d — na) — ¢p(d — n1 — na) = nins.

Para demostrar (A.1) ambos contenidos:
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C ) Sea f € Ry_pn, f1 N Ry—n, fo tenemos entonces que

con € Ry_n
f(z,y) = {g1f1 gL=dem filgafo = filge

g2fo con g2 € Rg_p,

pues f1 v f2 no tienen componentes en comdn. Tenemos asi que:
g1=91fi con g1 € Riny—ny, = [=g1fifo = f€ Rany—n, fifa.

D) f € Rg—ny—ny f1f2 entonces f = gfifa con g € Rg—n,—n,. Tenemos que gf; €
Ri—ny v 9f2 € Rg_p,, por tanto, f € Rg_p, f1 N Rg—n, fa.

Para (A.2) solo tenemos que tener en cuenta el siguiente isomorfismo:
Rd_j — Rd_jf
g—fg.

De aqui deducimos dim Ry ;f = ¢(d — j). Utilizando la formula de dimensiones de
Grassman:
dim(U 4+ V) = dim(U) + dim(V) — dim(U NV)

para subespacios U y V de un espacio vectorial finito, obtenemos que:

dim(Rq) — dim(Wg) = ¢(d) — dim(Rg—n,) — dim(Rg—n, f2) — dim(Rg—p, f1 N Ra—n, f2)
= ¢(d) — ¢(d —n1) — ¢(d — n2) — ¢(d — n1 — n2)

= Nning.

Para demostrar (B) usaremos (A.2): sean g1, 92, ..., gnine+1 € R, con d > nj +ng 'y
d > 6(g;) Vi € {1,...,n1n2 + 1}. Veamos que son linealmente dependientes modulo

(f1, f2)-

» Si son linealmente dependiente en Ry entonces existen \; € k, ¢ € {1,...,nina+
1}, tal que:
)‘191 +.oot )‘n1n2+1gn1n2+1 =0¢ (f17 f2)

= Si son linealmente independientes en R4 entonces:

{dim(Rd) - dim(Wd) = Nning

g1,92,- .- 7gn1n2+1 1. lnd ean
entonces existe una combinacion no trivial tal que
g:ZCiQi con ge Wyyc €k.

Pero Wy C (f1, f2), por tanto, g1, g2, .., gnno+1 son linealmente dependientes
modulo (fo, f2). Y asi tenemos la desigualdad (B), es decir:

dim(R/(f1, f2)) < nina.
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Definimos f* como los monomios de grado n de f, es decir:

n
Sif= g ¢ ja'y’ polinomio de grado n, entonces f* = g cijz'y’.
12 i,j=1
i+j=n
Puesto que k£ es un cuerpo algebraicamente cerrado, tenemos que podemos descom-
poner f* en factores lineales:

fr=1](az+by) con aibick y n=5(f)=0d(f),
i=1

con §(f) el grado del polinomio f. Vemos asi que los puntos en el infinito de la curva
f(z,y) = 0 son los puntos con las coordenadas homogéneas:

[X,Y,Z] = [bi,ai,()].

En consecuencia tenemos que si C1 y C2 no se encuentran en el infinito entonces f{ y
f5 no tienen factores en comun.

Ahora veamos que si f] y f5 no tienen factores en comin, lo que quiere decir que
C1 y C5 no se encuentran en el infinito, entonces para d > ni + ns:

(A.3) (f1, f2) N Ry = Wy,
Para (A.3):

C ) Supongamos que f € (f1, f2) N Ry se puede escribir de la forma

[ =g1f1+ g2fo.

con g; con el menor grado posible. Si §(g;) > d — n; para algin i € {1,2},
entonces los términos de mayor grado deben sumar 0. Con nuestra notacién esto
significa que:
gif1 +92/3 =0.
Pero f y f5 son coprimos por lo que:
f3lgi =91 =5 gi.

Si tenemos esto en cuenta y el hecho de que:

f=agfi+gf
= (g1 — g1 f2) 1 + (92 + 91./1) fos

obtenemos una nueva forma de poner f con respecto a f; y fo que contradice el
hecho de que g1 tenga el menor grado posible ya que:

5(g1 — g1.f2) < 6(g1).

Por lo que tenemos que f € Wy.
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D) ) Wy C (fl,fg) yWygC Ry .. WyC (f1,f2) N Ry.

Para (A.4) tenemos que por (A.2) hay ning elementos en R; que son linealmente
independientes modulo Wy. Por (A.3) si d > nj + ng tenemos que (f1, fo) N Ry = Wy,
por lo que hay ning elementos linealmente independientes modulo (f1, f2) sobre R. Y
asf:

dim(R/(f1, f2)) = nino.

Unido a (B), obtenemos que si C7 y Ca no se encuentran en el infinito entonces

dim(R/(fl, fg)) =niny.
Definimos M p como el kernel del homomorfismo de evaluacién:

OP — k
¢ — ¢(P).
Es decir, Mp = {¢ € Op : ¢(P) = 0}. Recordemos que Ip(C1,C2) lo definiamos

como

Ip(Cy,Cy) = dim(Op/(f1, f2)P)-

Veamos que

(A.5) dim(Op/(f1, f2)p) < dim(R/(f1, f2)),
(A.6) Op = R+ (f1, f2)p-

Para (A.5) notamos que todo conjunto finito de elementos de Op puede ser escrito con
el mismo denominador. Sean g1/h,ga2/h, ..., gr/h elementos de Op linealmente inde-
pendientes modulo (f1, f2)p, entonces g1, 92,...,9, son elementos de R linealmente
independientes modulo (f1, f2) pues si

r

. _ i h h _
> cigi =hifi+ hafa =0 mod(f1, f2) = Zcz% = ﬁlfl + ff2 = 0 mod(f1, f2)p
i=1 =1

por lo que si g1/h,g2/h,...,g-/h son linealmente independientes modulo (fi, f2)p
entonces ¢; = 0Vi € {1,...,r}, es decir, g1/h,g2/h,...,g-/h son linealmente inde-
pendientes modulo (f1, f2). Para (A.6):

D ) Tenemos que R C Op y (f1, f2)p C Op .. R+ (f1, f2)p C Op.

C ) Por (A.5) podemos tomar una base finita, ¢g1/h,g2/h,...,g,/h, de Op. VT €
Op, % € Op, por lo que % se puede escribir de la forma:

T — g
w = Zcz% + (11 + ¢2f2)
i=1
con ¢1, P2 € Op. Por lo que:

T = Zcigi + (ho1f1 + hoafo) € R+ (f1, f2)p.
=1
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A continuacién veremos que:
I(ClﬂCQ,P) >1<«= PecCinCs.

El que P ¢ C1NCy implica que I(C1NCq, P) = 0 es equivalente a ver que P ¢ C1NCy
entonces Op = (f1, f2)p. Supongamos que P ¢ C; N Ca:

D) ie RCOpy fae RC Op,por lo que, (fi1,f2)p C Op.

C ) Sin pérdida de generalidad pongamos que f1(P) # 0, entonces ffl € Op. Por
tanto,

L= fi' fire(fi, fo)p = (fi, fo)p = Op.
Para la otra implicaciéon veremos que para P € Cq N Co

(fi,fo)p CMp y I(CyNCy, P) =14 dim(Mp/(f1, f2)P)-

El contenido podemos verlo facilmente. En el caso de la igualdad debemos mostrar
que

(A.7) dim(OP/(fl,fQ)p) =1 —I—dim(./\/lp/(fl,fg)p).

El planteamiento para esta demostracién serd demostrar la existencia de un elemento
en Op que no es combinacioén lineal de elementos de M p y dar una base g1, g2, - - -, gn

de Op/(f1, fo)p, tal que g1,92,...,9n—1 € Mp y g, € Op\Mp.

B Un elemento de Op que no se puede poner como combinacién lineal de elementos
de Mp puede ser el 1. En otras palabras, si estamos en Op/(f1, f2)p, 1 no se puede
poner como combinacién lineal de clases de elementos que se encuentran en Mp .

B Ahora supongamos que tenemos una base {a1,@g,...,a, } de Op/ (f1, f2)p-

Observacion: La evaluacién en P de dos elementos, g1, g2, de una clase es la
misma, es decir, g1(P) = g2(P).

91(P) = 0a(P) + ¢11(P) f1 + ¢12f2 = a4(P)
92(P) = a;(P) + ¢21(P) f1 + ¢p22fo = a;(P)
Con ¢11, ¢21 € Op.

Reorganizamos nuestra base de forma que

Vg1, 92 € a;, g1(P) = g2(P)

a;(P)#Oparaiec{l,...,m}y a;(P)=0paraiec{l,...,n}\{1,...,m}.

Cabe observar que 1 < m por lo comentado sobre 1. Si m = 1 ya lo tenemos, si m > 1:
Sea @, ;41 coni € {1,...,m— 1},

Py _wP) s |
(67} ai+1(P)a’L+1 S MP = O ai+1(P> Qi1 = ﬂz con Bl c MP
OJZ(P)

= m C Qg1+ B
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Veamos que {31, B2,...,Bm_1,%m,...,0,} en una base de Op/(f1, f2)p. Notese que
la tnica clase cuyos elementos no estan en Mp es a,,. Sea v € Op/(f1, f2)p:

V=cCQa]+ 202 + ...+ Loy

a1 (P -
201< 1 )--~d2+51)+625¢2+-~-+cn51n
OéQ(P)

=18 + <Z;Eg + 62> G2 4 c383 + ... + Cpin
o (S ) (2 o) s

=AMB14XBo+ A A 1@m—1 + A + G 1@ + - - -+ Co

con Ay, ..., Am, Cmtls---,Cn € K.

Tenemos asi que {B1, B2, - - -, Bm—1, Qm, - - - , @ } genera Op/(f1, f2)p y tiene n elemen-
tos, por lo que es una base. Ya tenemos, por tanto, que P € C1NCy = Ip(Cy,Cs) > 1.

Veamos que si P € Cy N Cy entonces, para r > dim(Op/(f1, fo)p) = n,

(A8) Mr’]‘D C (fl?f?)Pa
es decir, tenemos que probar que dada una coleccién t1,ts, ... ,t,. en Mp, su producto
tita - ... - t, € (f1, fo)p. Para verlo vamos a definir los siguientes ideales:

Ji =tita---t;0p + (f1, fa)p para 1 < i <r, y Jo41 = (f1, f2)p.

Notese que

MpDJiDJeD...DJ. D Jr+1 = (fl,fg)p.
Del hecho de que r > dim(Op/(f1, f2)p) vemos que dim(Mp/(f1, fo)p) < r—1, pues

r > dim(Op/(f1, fo)p) = 1 +dim(Mp/(f1, fo)p) = dim(Mp/(f1, fo)p) <r — 1.

Deducimos asi que Jun i € {1,...,7} tal que J; = J;;+1, ya que en caso contrario
tendriamos que 3j; € J;/J;—1 Vi 2 < i < r+1. Puesto que dim(Mp/(f1, fo)p) < r—1,
tenemos que los jo, . . ., jr+1 son linealmente dependientes modulo (f1, f2)p, por tanto,
existe una combinacion no trivial de \}s tal que:

6:>\1}1+...+)\Tjr.
Sea [ el méximo i tal que A; # 0 y m el pentltimo en cumplir lo mismo.

p=N(tta- i+ pr) + Ae(tite - trdr +pr) + ...+ Ai(t1d1 + p1),

r
A

M

h (tip1 + p1) +
!

A
tity -ty + pr = *Trj(tlb b ®m + pm) —

Con p,p;i € (fi,fo)py ¢i € Op. Por tanto, j; € Jp, lo que es una contradiccion. Si
1 = r ya hemos terminado. Si ¢ < r entonces
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tity -ty =tita - tit10 +p

para algin ¢ € Op y p € (f1, fo) p- Pero (1+t;11¢)(P) = 1 por lo que p(1—t144¢) "1 €
Op. Por tanto,

tita -ty = p(1 — tiy10) “tiz1 -t € (f1, f2)p-

Si el siguiente homomorfismo:

R — II ©or/th f2)r

PeCiNC2NA?
[ — (.., fmod(f1, f2)p,--.)Pecyncynaz

fuese sobreyectivo podriamos concluir (A+) ya que, para J el kernel, (f1, f2)pC J,
por lo que dim(R/(f1, f2)p) > dim(R/J) y por la sobreyectividad tendriamos que:

dimR/J =Y " dim(Op/(f1, f2)p) = Y _I(C1 N Cy, P).
P p

Comprobemos, y concluyamos asi la sobreyectividad, que para P € C7 N Cy N A2
vy ¢ € Op, existe un polinomio g € R tal que:

9 = ¢(mod(f1, f2)p).
g = 0(mod(f1, fa)g)para todo Q ¢ P con Q € C; N Cy N AZ.

Como ya vimos en |1], existe h(z,y) € Rtal que h(P) = 1y h(Q) = 0VQ €
C1 N Cy N A2\{P}. Tenemos asi que h™* € Opyh € MgVQ € CinNCy N A2
Para r > 1, h™" € Op y por (A.8), para r lo suficientemente grande tenemos que
h" € (f1, f2)g YQ € C1 N Co N A\{P}. Puesto que Op = R + (f1, f2)p, 3f € R tal
que f = ¢h™"mod(f1, f2)p. Por lo que basta con tomar g = fh".

Para probar que (A+) es una igualdad, bastaria con probar que J C (fi, f2).
Sea f € J, definimos:

L={g€R:gf €(fi,f)}

y veamos que 1 € L. Supongamos lo contrario.
La primera observacion es que L es un ideal. La segunda es que VP € A? existe un
polinomio g € L tal que g(P) # 0. Esto se debe a que:

» Si P¢CiNCy fi(P)#0 o0 fo(P) # 0 y siempre tenemos que f; € (f1, f2).

s Si P € C;NCy: Puesto que f € J, tenemos que f = ’thfl + ’Lh2f2 € (f1, f2)p,
con B b2 € Op - hf =hifi+hafs = h €Ly h(P)#0.

Ademaés, Ja € k tal que 1 ¢ L + R(xz — a). Supongamos que no es asi. Tenemos que
no todas las potencias de = pueden ser linealmente independientes modulo L, por lo
que existe una combinacién no trivial para un n tal que

2"+ 4. 4, € L.



A.1 Demostracién: Teorema de Bezout. 45

Puesto que k es algebraicamente cerrado tenemos que
"o M e =(—a)- (x—ag)---(x—ap) € Lya;€k.

Sile L+ R(x—a;) Vi=1,...,n, entonces:

n
1=10l;+ri(x—a;)conl; € L, r; € R entonces 1 = H (li + ri(x — a;)) € L.
i=1

Lo que es una contradiccion.

De la misma manera, pero cambiando L por L+ R(x —a) y = por y, demostramos
que 3be€ ktal que 1 ¢ L+ R(x — a) + R(z — b) Por ultimo, sea P = (a,b) y g € L:

g(z,y) =gla+ (x —a),b+ (y — b))
= g(a,b) + g1(z,y)(z — a) + g2(x,y)(y — b).

lo que implica que g(a,b) € L+ R(x — a) + R(y — b).

Por lo que o bien Vg € L g(a,b) = 0 lo que es una contradiccion o g(a,b) # 0, pero si
esto ultimo ocurre entonces dividiendo por g(a,b) tenemos que, 1 € L + R(z — a) +
R(x —b), lo que también es una contradiccion, por tanto, 1 € L. Y asi tenemos que

J C (f1, f2)p-
Todo lo visto hasta ahora era un medio para llegar a un fin:

Y I(C1NCy, P) =dim(R/(f1, f2)) < nans.
PeCiNCyNA2

Donde la igualdad se da si Cy y C5 no se encuentran en infinito. Por tanto, ya tenemos
demostrado Bezout para curvas en cuya intersecciéon no hay puntos con z = 0.

En este punto demostraremos que existe una linea L en el plano proyectivo de
forma que no interseca con la intersecciéon de Cy y Cs. Trasladaremos L para que esta
sea la linea del infinito y tengamos de esta forma que

Y I(CinCy,P)= Y I(CiNCy P)=dim(R/(f1, f2)) = nan.
PeC1nC2 PeC1NCaNA2

Y asi podremos dar por concluida la demostracion del teorema de Bezout.

Probaremos para ello que para un conjunto finito S de puntos de P2, existe una
linea L que no contiene a ninguno de dicho puntos y que C; N Cs es finito.

Tenemos que para un conjunto de un elemento se cumple. Procedemos por in-
duccién, supongamos que se cumple para conjuntos de n puntos y vedmoslo para
conjuntos de n + 1 puntos. Sea S un conjunto de n + 1 puntos, tomamos un subcon-
junto, S1, de n puntos y la recta Li , que existe por hipodtesis de induccion, tal que
Li(P) #0VP € S; y otro subconjunto de n puntos Sa, con S1 NSy # S1, y su La.
Definimos la siguiente recta L

L=Li+c Ly
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y veamos qué debe cumplir este ¢ para que L(P)=0VP € S.

B Para P ¢ S; tenemos que L(P) = Li(P) + cLa(P) = L1(P).
B Para P ¢ Sy tenemos que L(P) = Li(P) + cLa(P) = cLa(P).
B Para P € S1 NSy tenemos que L(P) = Li(P) + cLa(P) Por lo que cogemos

una c tal que ¢ # — VP € 51 NS, esto existe porque estamos sobre un

Ly(P)

cuerpo infinito (todo cuerpo algebraico es infinito).

Hemos demostrado que existen infinitas rectas que no contienen ningin punto de S.

Veamos que C1 N Cy es finito. Por (1) tenemos que el niamero de puntos que estan
en C1 NCy y no en la recta infinito, son finitos (siempre y cuando la recta del infinito
no sea una componente de C7 o Cy, en cuyo caso cambiamos de coordenadas). Y por
(2) el nimero de puntos que estan en el infinito y a su vez se encuentran en Cj y Co
es finito. Por tanto, C1 N Cy es finito.

En consecuencia, tenemos que podemos hacer un cambio de coordenadas tal que
la recta del infinito pase a ser una que cumpla que:

= No interseca con C7 N Csy.

= No es una componente de C7 o Cs.

De esta forma C7 y Cs, en estas coordenadas, no se intersecarian en el infinito y ya
tendriamos demostrado el Teorema de Bezout. f

A.2. Demostracién: Proposiciéon 1.15.

Demostracion. Puesto que Ip(Cq,C2) no depende de las coordenadas podemos supo-
ner que P =[0,0,1]. Sea

M=A{f=flz,y) € R: f(P)= f(0,0) =0}

Tenemos entonces que M = (z,y) y Mp = (z,y)p = Opx+ Opy. De aqui deducimos
que M™ es el ideal de R que esta generado por z”, 2" 1y, ..., xy" ', y". Para f € R
tenemos que se expresa de forma tinica como

f(x,y) = coo + 10z + cory + -+ - + i@y’ + -+ cony™ + 7

con r € M". Veamos que R/ M+ = OP/M?;H para n > 0. La inclusion R C Op
induce un homomorfismo:
v:R— Op/ M
fF—r
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Veamos que ker(y) = M"F. Para ellos mostraremos que Op = R+ M5 y que
M;H N R = M"™"! Para la primera igualdad tenemos que de forma directa la inclu-
sién izquierda. La otra inclusion la obtenemos fijaindonos en que V¢ € Op podemos

escribir ¢ = f/(1 —h) con f € Ry h € M. Por tanto

_ pn
o= 175 = fHht b+

fhn—|—1
1—-h

+1
€ER+Mp".

Para la segunda igualdad tenemos también la inclusion izquierda de forma directa,
falta ver la derecha, pero esto se reduce a probar que si gf € M"™y g(P) # 0,
entonces f € M™. Esto se ve simplemente observando que g(P) # 0 implica que el
término independiente de g debe ser no nulo. Una vez visto esto, basta observar para
m € MTI?LI, entonces EIZ—Z € Mparaie€{l,...,n+1} con g;, h € Ry h;(P) #0:

mzﬂ.“gnJrl _ g1 9n+1
hi  hpy1 hi--hpp

Si, ademas, m € R, por lo que, (hi---hpt1]g1 - gnt1). Asi, por lo dicho antes, m €
M.

Ademas I(y—z",y) = n. Vemos esta afirmacion. Observamos que (y—z",y) = (2", y),
de donde deducimos que M"™ C (2",y). Por el anterior isomorfismo tenemos que
Op/M? esta generado por todos los monomios de la forma x%y? con 0 < 4,5 < n—1,
por lo que por estar M™ C (z",y) tenemos que estos también generan Op/(z",y).
Sin embargo, este conjunto en Op/(z™,y) no es una base, pero si que lo es el conjunto
La,a?,... 2" L

Supongamos ahora que J es un ideal de Op contenido en el ideal ® = (¢1, ¢2) con
o1, ¢2 € Op y que & = J + MO, entonces J = &. Comprobemos esto. Tenemos que
podemos escribir:

pr=n+ag1+Bd ¥y P2 =j1+vP1+ 002

con ji, jo € Jy a, B, v, § € Mp. Pero entonces

(52 (@) -()

Si llamamos A a la matriz 2 x 2, tenemos que el determinante de A en P no es nulo

pues:
(det(A))(P) = (1 —a(P))(1 = 6(P)) —~v(P)B(P) = 1.

Por tanto, podemos ver el det(A) como una funciéon de Op que posee inverso, y asi,
podemos invertirla y obtener que ¢1, ¢o € J. Supongamos que

(A.9) f1 = ax+ by + (términos superiores) y fo = cx + dy + (términos superiores)

con los términos de grados superiores en M?. Demostraremos que son equivalentes
los siguientes enunciados y daremos asi por finalizada la demostracién:

1. La curvas fi = 0y fo = 0 son lisas y con distintas direcciones de las tangente
en P.
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2. El determinante ad — bc es no nulo, con a, b, ¢y d las de (A.9).

3. (flan)P = MP) €s decir, I(fl)fZ) =1.

Que 1 sea equivalente a 2 se demuestra directamente a partir de las definiciones.

Veamos 2 implica 3. Siguiendo la notacion anterior tomaremos J = (f1, fa)p, ¢1 =
xy ¢ =y. Que J C (x,y)p se deduce facilmente. Falta demostrar que

(z,y)p = (f1. f2)p + (z,9)p.

La inclusién D se sigue inmediatamente. Para C vemos que si existieran unos [, m €
k tal que

z—1fi —mfa € (z,9)p

entonces tendriamos que x € J + (:zz,y)%;. Pero esto es cierto pues es equivalente a
encontrar unos m, ! € k tal que :

a c Yy (1

b d)\m) \O
y como ad — bc # 0 tenemos que la matriz en invertible y que, por tanto, existe
solucion. Para ver que y € J + (z, y)% procedemos de igual manera pero con

(6 () =)

Veamos que 3 implica 2. Vemos que si tenemos que ad — bc = 0 entonces

Esto se debe a que:

dfi — bfy = d(ax + by + m1) — b(cx + dy + m2) con my, msg € M?
= adx — bcx + dby — bdy + dm1 —bms  como ad = bc
=dmj — bmg € M%;.

Es decir, suponiendo, sin pérdida de generalidad que b # 0 (en el caso en que b =
d = 0, la desigualdad se sigue inmediatamente), tenemos que fo = % fa. Por lo que
tenemos que la dimensién es menor o igual que uno. Pero como R/M? = Op/ /\/l%;
y Op/M3% =<1, Z, §j >, tenemos que dim(Mp/M3%) = 2, por lo que (f1, fo)p #
Mp. h

A.3. Demostracién: Proposiciéon 1.23.

Demostracion. Para la primera definicion tenemos que para toda recta L por el Teo-
rema de Bezout se cumple que Ip(C, L) < 2.
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Para la segunda definicién tenemos que
F(x,y,2) = az® 4+ by* + c2* + 2dwy + 2exz + 2fyz.

Si definimos la matriz

a d e
M=\|d b f],
e f c

entonces F' es su forma cuadratica asociada. Como F' es irreducible tenemos que la
matriz es no degenerada por lo que det(M) # 0, pero VP € C

0 % det(M) = Hp(P).

Por lo que C no tiene puntos de inflexion. i

A.4. Demostracion: Proposiciéon 1.24.

Demostracion. Puesto que la coordenadas no influyen en Ip(C, L), podemos tomar
unas en las que P = [0,0, 1] y su recta tangente sea el eje z. De esta forma

F(x,y,1) =y + fa(z,y) + fa(z,y) + - + falz,y)
con f;(x,y) polinomios homogéneos de grado i y
fao(z,y) = az® + Bxy + vy
Se sigue de la Proposicion 1.16 que

P es un punto de inflexion < o = 0.

Para la segunda definicién tenemos que
F(z,y,2) = 27y + 27 falw,y) + ... + falw,y) = 0.

El hessiano en P = [0,0,1] es

2a 20 0
Hp(P)=|28 2y d—1|=-2(d-1)%
0 d-1 0

Tenemos, por tanto, que P es un punto de inflexion si y solo si a = 0. h






APENDICE B

Algoritmo de Weierstrass.

Lo prometido en el Capitulo 2 es deuda. A continuacién veremos como para toda
curva plana de grado 3 irreducible, C, definida sobre un cuerpo K con un punto
P € C(K), se puede reducir, mediante transformaciones, a una curva del tipo

E = {[z,y,2] € P*: y’x + ar1zyz + azyz® = 2° + asx?z + agxz® 4 a2’}

A las curva que estan expresadas de esta forma diremos que estédn en forma de Weiers-
trass. Para llevar a cabo esto necesitamos los siguientes ingredientes: Una curva y un
punto P € C(K). Separaremos dos casos:

1. P punto de inflexion.

Tomaremos este punto P y su recta tangente, L y haremos una transformacién de
forma que en la nuevas coordenada P sea el punto [0,1,0] y su recta tangente, L =

{z=10}.

Sea C, la curva resultante de esta tranformaciéon, dada por el polinomio
F(X,Y,Z) = az® + bxy + cay?® + dy> + ex®z + fryz + gy’z 4+ haz? + jyz° + k2> =0
con a,b,c,d,e, f,g,h,j € K. Veamos qué deben cumplir los coficientes de F'.

1. La recta tangente en el [0,1,0] es 2 =0y

oF oF oF
6$ (07 ) 0) C? ay (07 Y 0) 3d7 6Z (07 ) O) g7

es decir,
L:=cx+3dy+gz=0

y, L = {z = 0} por lo que deducimos que

d=0| |c=0|y|g#0

ol
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2. Como [0, 1,0] es un punto de inflexion tenemenos que:

2b 2¢ f
2¢ 6d 2g| = Hp(0,1,0) =0.
I 29

Desarrollando y usando que d = 0 y ¢ = 0, obtenemos que:

Es decir que:
F(X,Y,Z) = ax® + exyz + fy’z + gxz® + hyz® + j23.

Como sabemos que g # 0, podemos dividir F' por é y que el coeficiente de y?x sea 1,
de forma que tendriamos

Fy = Az® + Ex?2 4+ Gryz + y?2 + Haz? + Jy2° + K22

con A, E,G,H,J, K € K. Observar que esta trasformacion sigue definiendo la misma
curva C' pues

D-F(P)=0& F(P)=0 VP VDe Ky D #0.

Ademés, vemos que A # 0, pues en caso contrario tendriamos que podriamos sacar
factor comin z, lo que contradeciria la hipotesis de que C' es irreducible.

Por tltimo si hacemos el siguiente cambio:

r — Az,
y — A%y,
z — z,

dividiendo entre A? y cambiando los nombre de los coeficiente, hemos transformado
Cen E:

E = {[z,y,2] € P*: y’x + ar1xyz + azyz® = 2° + asx’z + agxz® + a2’}
2. P punto no singular y no de inflexién.

Sea L la recta tangente a C' en P. Como P no es un punto de infleccion, tenemos que
Ip(L,C) = 2. Por el Teorema de Bezout tenemos que debe existir un punto @ € C(K)
con P # @ tal que @Q € C(K) N L. Hagamos el siguiente cambio:

Q — [07 07 1]7
L— z=0.
Sea C, la curva resultante de esta transpormaciéon, dada por el siguiente polinomio

F(z,y,2) = az® + ba’y + cxy® + dy> + ex’z + fryz + gy’z + haz® + jy2° + k2.

Observar que con esta tranformaciéon P esté en la recta z = 0.
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1. [0,0,1] € C por lo que
k=0

2. P #0,1,0] pues en caso contrario tendriamos d = 0 y podriamos sacar factor
comun la z, lo que contradiciria el hecho de que C es irreducible.

Es muy importante observar que el hecho de que P # [0,1,0] nos dice que P esta
en la parte afin de C, ya que P € {zx = 0} y {x = 0} n{z = 0} = {[0,1,0]}. Por
tanto, si tomamos sus coordenadas no homogéneas, tendremos que son (xg,yo) con
xo =0, yo # 0 y su tangente sera el eje y. Si tomamos la parte afin de C', tendriamos

C'={(z,y) € K*: f(z,y) =0}
con
flz,y) = az® + bacy2 + cx’y + dy3 +ex? + f:cy+gy2 + hx + jy = F(xz,y,1) = 0.

Tenemos entonces para f(z,y) que el eje y corta de forma tangente a la curva C’ en
un punto P = (0,yp) y ademéas que su otro punto te interseccion con C’ es @ = (0,0).
Observemos que podemos expresar f(z,y) como una suma de f;(z,y) polinomios
homogéneos de grado ¢ para ¢ =1,2,3

f(x,y) = fl(x7y) + fQ(Z',y) + fg(l',y)~
Entonces para C'N {x = 0} tenemos que
0= f(()?y) = fl(oay> + f2(07y) + f3(07y)
= yfl(ov 1) + y2f2(0a 1) + y3f3(07 1)
=y - [f1(0,1) + yf2(0,1) + 4 f3(0,1)].

Teniendo en cuenta que Ig(C,{z = 0}) = 1 y la Proposicién 1.16 tenemos que yo
debe ser una raiz doble de

f1(07 1) + ny(Ov 1) + y2f3(07 1)

como la raiz es doble tenemos que su discriminante debe ser 0, es decir que:

[£2(0,1))% — 4£1(0,1) f3(0,1) = 0.

Tenemos que todos los puntos, (z,y), de A? se pueden expresar de la forma (z,tx),
con t € k, supongamos que (z,y) es solucion de f(x,y) y pongamos en de la forma
(z,tx). Tenemos entonces para este punto:

f(z,tx) = fi(z, tx) + fo(x, tz) + f3(x, tx)
= xfi(x,t) + 22 fao(z,t) + 23 f3(z, 1)
= z[f1(z,t) + xfolx,t) + 22 f3(x,1)].
Como tenemos que el punto es soluciéon y suponiendo que x # 0 entonces:

r = _f2(17t) + \/(fQ(lvt))2 - 4f1(17t)f3(17t)
B 2f3(1,t)
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Fijaremos el cambio

s* = (2L = 4f1(1,8) f3(1,1) = G(¢t).

Veamos que G(t) tiene grado 4. Escribamos los polinomios f;(z,y) de la siguiente
forma:

f3(z,y) = az® + bay® + e’y + dy?,
folz,y) = ex® + fay + gy°,

Asi que el coeficiente de t3 en G(t) es
g% — 4jd.
Pero observemos que:

0,1 =4, f0,1)=¢%  f3(0,1) =d,

por lo que el coeficiente de t* es

[£2(0,1)]* — 4£1(0,1) f3(0, 1)

que ya vimos que era 0. Ahora veamos que el coeficiente de ¢3 no es nulo. El coeficiente
de 13 es:

2fg — A(hd + jb).

Una primera observaion serfa que con una cambio lineal de variable podriamos hacer
que yp = —1 y, como este cambio de variable es lineal, esto no cambiaria ninguna de
las conclusiones. Aplicando nuevamente que Ig(C,{z = 0}) = 1 y la Proposiciéon 1.16

vemos que

£(0,y) = y(dy* + gy + 7).

Ahora como (0,—1) € C tenemos que

pues:

0=f(0,-1)=—d+g—j=9g=j+d.
Pero ya habiamos visto que g2 —4kd = 0, por lo que unido a que g = k +d obtenemos:
(G—d)*=0

O sea que j = dy g = 2j. Si dividemos la curva entre j, lo que no la variaria,
obtenemos que:

i=i=1] =2

Si suponemos que el coeficiente de t3 es 0 y utilizando esto tltimo vemos que:

f=h+b.
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Uniendo todas estas igualdades vemos que

of _of _
%(07 _1) - aiy(oa _1) - 07

que es una contradiccion pues (0, —1) no es singular. Por lo que:

2 =at® + bt> + ct + d.

Si hacemos el siguiente cambio:

s = a2y,

t=ax,

obtenemos
y? =23+ A2 + Bz + C,

homogeneizando, ya tenemos que:
Y27 = X3+ AX?Z + BXZ* + CZ3.

Observar que todos los cambios de variables y conclusiones son legales para char(K) #
2. Para char(K) = 2, se utiliza otro algoritmo mucho mas complicado.






APENDICE C

Demostraciones Capitulo 3.

C.1. Demostracion: Teorema del descenso.

Demostracion. Puesto que en nuestra hipotesis A/mA es finito podemos elegir
Q1,...,Q, € A que sean representante de las clases. Si tomamos un P € A, entonces
3 tal que P — Q; € mA, es decir,

Jip €{1,...,r} y 3P € A tal que P — Q;;, = [m]P;.
Este proceso lo iteramos n — 1 veces para Pi,..., P,_1, es decir:

Py = [m] Py + Qy,
Py = [m]P3 + Qy,

Py, = [m]Pn + Qm
De esta forma podemos escribir:

P = Qi +[mP=Qi +[mQi, + M*|P=...=
= [m"|P + ) [’ 71Qs,
j

=1
Asi que:
Pe<@Q,....,Q P, >.

Si demostramos que VP 3C tal que h(P,) < C para algin n, entonces habremos
demostrado que

A=<{Q1,...,Q,}U{P € A:h(P)<C}>.

De aqui concluiriamos que A es finitamente generado pues por (i) el conjunto {P €
A : h(P) < C} es finito. Veamos cuél es esta constante C. Por (ii) tenemos que para
cada j:

h([m]P;) > m*h(P;) — Ca.

o7
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Despejando:
W(P) < 5 lA(m]Py) + o] = —5 (P 1 ©Qs,) + Ol

Por (1)

(BY WPy < —[2h(Py 1) + G + O]

con C) = 112?3{01(9622-)}. Notese que ni Cy, ni Cy dependen de los P;. Si usamos la

desigualda& (_C.l) para P, hasta llegar a P, obtenemos:

1 /
3 [2h(Pa1) + Oy + G
2 1.
— Wh(Pn_l) + W[Cl + CQ]

h(Fn)

IN

IN

1 2 ' 1 /
oo [mQ[Qh(Pn—z) +C + 02]} + m[cl + (]

_ ( 2 >2h(Pn_2) +[C) + ) <7:L2 + 24>

m?2 m

n—1

1\" 1 2 4 2 ,
fQ#)“”*Lpﬂﬁ+m+“*mwMQ+@)
n n—1 g
1 1 / 2
< ) ~ ——~ .
< (mQ) n(P)+ 3 (Cl+Co) > (mz)

Como m > 2 tenemos que

1\" 1/ 2
nP) < (o) )+ (4 ) - 175
m2

§2*"h(P)+CI;CZ.

Si tomamos un n lo suficientemente grande tenemos que:

WPy <1+ Cl;'C?.

En consecuencia, el siguiente conjunto finito

2

{Ql»---aQr}U{QeA:h(Q)§1+01+C2}

genera A. f
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C.2. Demostraciéon: Proposiciéon 3.1.

Demostracion. Si P = (x,y) es un elemento de F(Q) y 0 € Gal(K/Q), entonces
P? = (o(z),0(y)) € E(K).
Ademaés o actiia sobre E(K) como un homomorfismo de grupos, es decir,
(PoQ) =P oQ°.

Esto se debe a que al sumar Py @ el punto de que nos queda, en su forma expli-
cita, solo depende de los coeficientes del polinomio f(x), que estan en Q, y de las
coordenadas de P y . Definamos ahora:

ER2]:={Q € E: 2]Q = O} = {(a,0), (8,0), (7,0), O}.

Para un P € ker(¢), elegimos Qp € E(K) de forma que [2]Qp = P. Con este Qp,
dependiente de P, y P, definiremos la siguiente aplicacion:

A: ker(¢p) —  {Aplicaciones de Gal(K/Q) a E[2]}
P — Ap: Gal(K/Q) — E[2]
o — Ap(o) =Q% 2 Qp.

Primero y antes que nada, hay que ver si la funcion esté bien definida.

2]Ap(0) = [21(Q7 © Qp) = ([2]Qr)° © [2]QP
=P°cP=0

pues P € E(Q) y 0 € Gal(K/Q). Por tanto la funcion esta bien definida. Si Ap = Ay
entonces

QP 6 Qp =Ap(0) = Ap(0) = Q% © Qp Vo € Gal(K/Q),
por lo que
(QPEQp)” =Q70Q% =QpoQp Yo e Gal(K/Q).

Ahora como K es una extension normal sobre Q, tenemos que K¢ (K/Q — Q. Por
tanto,

QroQp € E(Q),

es decir, que si A\p = \py = P — P =[2)(Qp — Qp) € 2E(Q). Y asi la funcion \ es
inyectiva. De modo que

[kergp| < #Aplicaciones(Gal(K/Q), E[2]) = 4lGal(K/Q — 4IK:Qf
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C.3. Demostraciéon: Proposiciéon 3.2.

Demostracion. Si tenemos P; @ P» = P3 con P; € E(K) para i = {1,2,3}, para ver
que es un homomorfismo basta demostrar que:

(pa(Pl) . Saa(PQ) : 4,0;1(P3) S K*Q.

Cabe mencionar dos observaciones. La primera, Vk € K*/K*?, k = k~!. La segunda,
por definicién de ¢,, VP € E(K) tenemos que ¢q(P) = ¢, (SP). De esta forma, para
ver que ¢, es un homomorfismo de grupos solo tenemos que ver que

P& P, ®Ps=0 = @o(P1) pa(P2) - pa(Ps) € K*.

Si P; = O, pongamos i = 1, entonces P, @ P3 = O. De aqui deducimos que ¢, (P2) =
©a(OP3) = pa(Ps3). Se tiene, por tanto, que

(Pa(P2) ' ‘Pa(Pfi) = [SOQ(PQ)]Q S K*Q.

Asumamos ahora que ninguno de los P; = O. Diferenciamos en casos, igual que hicimos
cuando definimos @,

1. z; #a parai=1,2,3.
Sea y = mz + b la recta que une Pj, Py, P3. Cada P; = (x;,y;) cumple que

(2 — a)(zi — B)(xi —7) = y* = (ma; + ).
Por lo que (7 — )(z — B)(x — ) — (mz + b)? = 0 para = 71, T2, 73. Y asf,
(x —a)(z = B)(z —7) — (ma +b)* = (x — 21)(z — 22)(2 — x3).
Si ponemos z = « obtenemos
(z1 — @) (29 — a)(x3 — @) = (ma + b)2.
Asi que por definicién de ¢,

Pa(P1) - 0a(Ps) - pa(P3) € K*2.

2. 1 = Q.
Entonces (x2,y2), (x3,y3) # (,0), ya que si no alguno de los tres puntos seria
O. Sea y = mzx + b la recta que une a P;, P», P3. Como x1 = «, tenemos

(C.2) (z —a)(z — B)(z —7) — (mz +b)* = (z — a)(z — 22)(z — z3).

Es decir, (z — a)|(mz + b)?, y de aqui deducimos que mz + b = m(z — a).
Sustituyendo en la ecuacion (C.2) tenemos

(2= a)(z = B)(z —7) = m’(z — a)* = (z — a)(z — z2)(z — 3).
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Dividiendo por (2 — «)
(x = B)( —7) = m*(z — a) = (z — 22)(x — ).
Tomando x = o conseguimos
(a = B)(a—7) = (o — z2)(a — x3),

es decir,
Pa(P1) = 0a(P2) - a(Ps).

Luego
Pa(P1) - a(P2) - 0a(Ps) = [pa(P2) - pa(P3)] € K*2.

C.4. Demostracion: Teorema 3.6.

Demostracion. Sea h = hg. Tomanos como representantes I, ..., I, de las respec-
tivas clases y tomamos I; = (1). Ahora escogemos un elemento u; € I; para cada
Jj € {1l,...,h} con u; # 0y definimos el elemento v = wuy---up. Notese que este

u € I; paral < j < h. Definimos el subconjunto S = {1, u, u?,...}. Vemos S cum-
ple:

1.1eSy0¢S.

2. S es cerrado para la multiplicacion.

De estas propiedades se puede deducir que S™'Ox = {s7la|s € S, a € Ok} es
un subanillo de K. Veamos que S™!'Of es un dominio principal y que su grupo
de unidades esta finitamente generado como grupo abeliano. Con esto ya habriamos
demostrado el teorema pues Oxg C S~'Ox y bastarfa con tomar R = S~'Ox .

Sea I un ideal de Of, entonces definimos I = S~'I. Veamos que es un ideal de
S_IOK:

1. Sea a = a,u™, b= apu™ € I entonces (asumiendo que n > m)
a—b=(u" — apu™) = u" (g — apu™™) € 1,
conu” €S, ag,aqp €l yu""™ e S, yaquen <m.
2. Vp=u""a, € SOk y V9 =u"ap el
nd =u "omu "oy =u" Mooy € I,

pues oy, € S0k yag € 1.

Y asi es como se generan los ideales de S~'Og, ya que VIg C S™'Of ideal, se tiene
que I = IgN Ok es un ideal de O e I = S~ (I N Ok) coincide con Ig. Veamos esto
altimo:
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Sea i € I. Entonces i = s o con a € IsNOg. Puesto que s7! € S71 ¢ S~10k
e Ig es un ideal de S~'Og tenemos que i = s ta € Ig.

Sii e Ig, entonces i = s 'a con a € Og. Ademas o = si € Ig pues s € S~ 1O,
por tanto a € [sN O = i=sta€ S (IsNOk)=1.

Ahora, veamos que si Ig es in ideal de SO entonces es un ideal principal. Sea
I =1IgNS, entonces I es equivalente a algin I; con 1 < j < h ..

Como u € I; NS, tenemos que S~1I; = S~1Ok, por lo que
(C3) (a)sls = S (a)S™ T = S7H(B) = SOk (B) = (B)s,
donde (a)s y (B)s son ideales principales de S~'Og. Veamos que

B/Oé S S‘lOK elg = (B/a)s

(C.3) nos permite escribir 3 = aig para algtin i € Ig. Por tanto, 3/a € Is C S™1O0k, y
asi tenemos que (/a) C Ig. Para la otra inclusion tenemos que: Sea i € Ig, podemos
escribir por (C.3) ai = Bz con z € S~'Of. Entonces i = ’Bx, lo que demuestra que

i€ (B/a)s.
El hecho de que Is es un ideal arbitrario de S~'Og, hace que ya hayamos de-

mostrado que SOk es un dominio de ideales principales. Nos falta demostrar que
(S71OK)* es finitamente generado.

Sea u~*a € (S71OK)*, y escribimos (u*a)™! = u~!3. Entonces af = u**!. Es
decir, que « es un divisor de una potencia u™ con n € N. Buscamos un conjunto finito
de generadores de los divisores de todas las potencias > 0 de wu.

Sea aff = u" con a, 5 € Ok. Sea

() = P PN
la factorizacion de (u), entonces tenemos que:
()(8) = (u") = () = P*" - P
Por unicidad obtenemos que:
(o) = Plh-'-P]{,N con 0 <1[; <kjrparal <j<N.

Por la anterior igualdad tenemos que P]h es un ideal principal para cada j. Escribimos

Pjh = (v;). Para cada j, escribimos [; = gjh 4+ r con 0 < r; < h, de manera que:

(C.4) (@) = (y)™ - (N)IN Pt P

Asi que
a=7{"4%i con i€ Pt P{.
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Dividiendo obtenemos que ﬁ = i € Og. Podemos, entonces, reescribir (C.4)
LI

N
como
«

q1 qN
’y .. .’y —
1 N (,yill_ “,VEIVN

> = (Vfl'--’y?vN)Pfl-'-PfVN7

es decir, que

«
- | =pPr...prN.
(,.ytlh.u,y;IVN) 1 N

Asi que el ideal P[*--- P\' es un ideal principal. Definamos
Plh' o P]?;IN = (57'1:--~7TN)‘
para cada 0 < r; < h para 1 < j < N. Por (C.4) tenemos que

a="" A6, e con €€ (Og)*

De aqui concluimos que (S71Of)* esta generado por ¥+ - -4V el nimero finito de

elementos o, ry v (Ok)*. Puesto que, por el Teorema de las unidades de Diri-
chlet, (Og)* esta finitamente generado, tenemos que ya demostrado que (S~'Of)*
es finitamente generado. h

C.5. Demostracion: Teorema 3.11.

C.5.1. Propiedad (1):
Lema C.1. Sea E un curva eliptica de la forma
E:y?’=23+Az+B

con A,B € Z. Si P = (x,y) un punto racional, entonces

m
T = e y=

n
e? e3

para enteros m,ny e con e > 0y med(e,n) = med(m,e) = 1.

Demostracion. Sea x = §; e y = § con ambas fracciones irreducibles, con M, N > 0.
Sustituyendo en la ecuacién de la curva tenemos que:

n2 m3 m
—=-—+A— +B.
ERRVE Vi

Por tanto

(C.5) M3n? = N?m3 + AN?M?m + BN?M?>.

Tenemos que por (C.5), N? | M3n?, pero como mcd(N,n) = 1, tenemos que N? | M?3.
Veamos que M3 | N2. Por (C.5), M? | N?m?, pero como mcd(M,m) = 1, tenemos
que M? | N2 = M | N. Usando esto y nuevamente (C.5), vemos que M3 | N?n3, por



64 Demostraciones Capitulo 3.

lo que M3 = N2,

Sea e = % entonces

2 3 3 3
62:£Z%ZM 63:N7:N7:
M2 m? Y M3 n?
Es decir que, z = 73 e y = 5 con mcd(m, e) = med(n, e) = 1, esto tltimo se debe a
que my M y ny N eran coprimos por hipotesis. f

Observacion C.2. Antes de demostrar la propiedad (1) veamos una tltima observa-
cién. Sea P = (73, Z5) entonces

ml < H(P) y ¢ < H(P).

Veamos que se puede acotar n en funcién de H(P). Para ser mas exactos 3K > 0
constante dependiente tinicamente de A, B tal que

n| < KH(P)3? WP = (g e%) c E(Q).

Si P es un punto de la curva E entonces multiplicando por €% tenemos que
n? =m?3 + Ae*m + Be®.
Asi que
02| < |m?| + |Ac*m| + |Be®| < H(P)® + |A|H(P)? + | B|H(P)*
= (L+|A[+|B)H(P)®.

Basta, por tanto, tomar K = /1 + |A| + |B].

Propiedad (1): Dado Q € E(Q), existe una constante Cy = C1(Q) que depende de
Quy A, tal que ¥ P € E(Q),

h(P & Q) <2h(Q)+ Cy.

Demostracion. Notese que solo es necesario demostrarlo para todo P € E(Q) menos
un conjunto finito, S, pues bastaria con coger el maximo entre la cota para los puntos
P € E(Q)\S y las diferencias h(P & Q) — 2h(Q) VP € S. Podemos obviar, de este
modo, P # Q, ©Q, O.

Por el Lema C.1 tenemos que podemos poner
m n

P = (ﬁ,y) = (?a ﬁ) y Q = (l‘l,y,) = <Z”2, (ZQ)

con (m,n,e) =1y (ml,n/,e/) = 1. Usando las férmulas explicita para la suma en
E(Q) que vimos en la seccion 2.3.1, obtenemos:

(x —a')?
(mm/ + Ae2e’*)(me’* + m'e?) + 2Be*e’* — 2nen’e’

(me/2 _ m’62)2

>2 - = (x2' + A)(x + 2') + 2B — 2yy/
T

x<P@Q>=<i:y/,
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Por la definicién de altura obtenemos que
H(x(P & Q) < Cmax{|m®|,|e*|, |me?|, [ne|} < C) méx{|m|?, |e|*, [nel}.

Donde Ci depende solo de A, B,n',m/, €', es decir, solo de la la curva E y del punto

Q.

H(z(P ® Q)) < Cyméx{|m/*, |e|*, |nc|}
< ¢ méx{|m|?, |e|*, |e]} pues |n| esta acotado por C.2.
< ¢ méx{|m|?, |e|*} pues e € Z
< C H*(z(P)).

Tomando logaritmos obtenemos que
log H(P © Q) < log(Cy) + 2log(H (z(P))),

lo que nos muestra que

ha(P @ Q) < Cy + 2hy(P)

con Cy = log(C}) una constante que depende tnicamente de A, B,n',m/, ¢, pues C|
asi lo hace. Queda asi demostrado la propiedad (1). f

C.5.2. Propiedad (2):

Lema C.3. Sea d = 4A3 + 27B? y sean

F(z,2) = a* — 242°2% — 8Bxz® + A%24,
G(x,2) = 423z + 4Ax2> + 4B2".

Entonces si definimos los siguientes polinomios f1, f2, g1, g2 € Q[z, z]:
fi = —4(32%2 + 4423),
g1 = 27B2% + 5Ax2? — 323,
fo = —4(dx® — A%ba?z + (3A% + 22AB?)x2* + 3(A3B + 8B%)2?),
g2 = A?Ba® + (5AY + 32AB?)22 + (2643 B + 192B3)z2? — 3(A° — 8A%B?)23,

tenemos que, tras ciertas manipulaciones, obtenemos:

fi(z, 2)F(z,2) — falz, 2)G(x, 2) = 4d2",
fo(z, 2)F(x, 2) — ga(z, 2)G(x, 2) = 4da”.

Propiedad (2): Eziste un entero m > 2 y una constante Cy que depende sdlo de
E(Q), tal que V P € A

h([2]P) > 2°h(P) — Cs.
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Demostracion. Podemos suponer que P # O, («,0),(53,0), (v,0) y también distinto a
cualquier punto de orden 2. Esto se debe a que si hallamos una C%) VP € E(Q) menos
para un conjunto finito S, entonces bastaria con tomar

Cy = méx{{C%} U {—h([2]P) + 2°h(P)} : P € S}.

Con nuestras suposiciones en mente, tenemos que [2]P # O. Sea P = (z,y), entonces
por las formulas explicitas de la suma :

(f(=) 2 2% —242% — 8Bz + A?
qu]P)‘( 2y 2= T ¢ A + 4B

Los polinomio homogéneos del denominador y el denominador de z([2]P) son

F(z,2) =zt — 242°2% — 8Baz3 + A%24,
G(z,2) = 42z + 4Azx2® + 4B2*.

Por lo tando, si = § con (a,b) = 1 entonces

F(a,b)

z([2]P) = Glab)’

Tenemos que por ser I/ una curva lisa, definida por
y’ =2+ Az + B = f(z),
f(z) y f(x) son siempre coprimos, es decir, que

F(z,1) = 2* — 242> — 8Bz + A% = f'(x) — 8z f(x) y
G(x,1) = 42° + 4Ax + 4B = 4f (z)

son coprimos entre si. Sea 6 = mcd{F(a,b),G(a,b)}, entonces por el Lema C.3 se
cumple que

S| 4db’,
S| 4da’.
Como (a,b) =1 =0 | 4d. Por lo que |4| < |4d|. Con esto tendriamos que

méx{|F(a,b)|,|G(a,b)[}
(C.6) H(z([2]P)) > |4d] '

Por otro lado, utilizando el Lema C.3 y su notacién vemos que

|4db”| < 2méx{fi(a,b), g1(a,b)} méx{F(a,b),G(a,b)},
|4da”| < 2max{ f2(a,b), g2(a, b)} méx{F(a,b),G(a,b)}.

Desarrollando fi, fa, f2, go tenemos

méx{|f1(a, b)‘v |gl(a7 b)|7 |f2(aa b)|a |92(CL, b)|} <
< C(4, B) méx{|ab],|1%],|a?], [at?]} = C(A, B) méx{|6?], |o®|}
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con C(A, B) una constante dependiente tnicamente de A y B. Si juntamos las de-
sigualdades

méx{|4da’|, [4db"|} < 2C(A, B) max{|a®|, |b*|} méx{|F(a,b)|, |G (a,b)|},
méx{|F(a,b)|,|G(a,b)[}

mix{la’], [o*]} < 2C(4, B) o

Con esto y (C.6) tenemos que
méx{|a'], [b|} < 2C(4, B)H (x([2]P)).

Por definicion de altura

Tomando logaritmos
4ha(P) — Ca < he([2]P),

donde Cy = log(2C(A, B)) es una constante solo dependiente de A y B. Tenemos asi
demostrado la propiedad (2). h

C.5.3. Propiedad (3):
Para toda constante C3 el conjunto

{P € E(Q):h(P) < Cs}
es finito.

Demostracion. Esta propiedad se hereda del hecho de que H la posee sobre Q, ya que
por cada posible valor de x que haga del punto P = (x, y) un punto de dicho conjunto,
solo hay, como mucho, dos posibles valores para . b






APENDICE D

Introduccion a los numeros
p-adicos.

A continuacién daremos una breve introduccion a los niimero p-adico para facilitar
las comprenciéon del Capitulo 4 a aquellos que no estén familiarizados con ellos.

Muchas de las propiedades del valor absoluto en los ntimero reales se deben a esta
tres propiedades:

(1) |r] > 0, y solo igual cuando r = 0.
(2) rs| = |rlls].

(3) [r+sl < |r[+]sl.

Se define como wvaloracion a las funciones que cumplen estas tres propiedades.

Sobre Q podemos encontrar otras muchas valoraciones ademés del valor absoluto
normal. La que ahora nos atane y sobre la que contruiremos lo que llamaremos Q, en
la siguiente:

Sea p un primo, fijado definiremos para Vg € Q con ¢ = p

(e

2ou, v, 0 €Ly pfun:

(&

|Q|p =p

0], = 0.
Tenemos que en efecto | - |, cumple (1) y (2). Veamos que también cumple (3). Sea
q:pgg y S :péﬂ con p{uv, mn
v n

tenemos que
laly =177 ¥ sl =p~°.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 6 > o, es decir, |s|, < |q|,. Entonces

g+ s = p°(un + p° mu) /vn.

69



70 Introduccién a los nameros p-adicos.

6—amv)

Donde ptony (un+ p es un entero, por lo que

Ir+slp, <p~°
0 sea que
(D.1) ‘7’4‘3’117 < méx{\q]p,\s\p}

lo que es més fuerte que la propiedad (3) y, por tanto. la demuestra. Y asi tenemos
que | - |, es una valoracidn. La llamaremos valoracion p-ddica.

Definamos ahora algunos conceptos que ya conocemos del valor absoluto para nues-
tra valoracion. Sea una sucesion {a,} de Q, diremos que es una sucesion fundamental
si dado un € > 0 existe un ng tal que

lam — anlp < € VYm,n > ny
y diremos que converge a b si
lan, — b, < € Vn > ng.
Veamos un ejemplo. Sea p = 5 y consideremos la sucesion:
{an}: 3, 33, 333, 3333
Tenemos asi que:
am, = ap(mod 5") m >n,

es decir
|am — anlp <57 m>n.

Ademas, tenemos que
3a, =99...99 = —1(mod 5")

por lo que
|3a, + 1|5 < 57"
y por tanto a,, — —1/3 en Q5.

Como vemos en el ejemplo algo es p-ddicamente pequefio cuanto mayor sea la
potencia de p que le divida.

Al igual que pasa en Q con el valor absoluto normal, tenemos que @Q con la
valoracién p-adica no es completo, es decir, tenemos sucesiones fundamentales que no
convergen a ningtn b € Q. Veamos un ejemplo: Sea p = 5. Construimos un sucesion
de a, € 7Z tal que

(1) a2 +1 = 0(mod 5"),

(2) ant+1 = ap(mod 5™).
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Empezamos con a; = 2. Veamos que existe una sucesion a,+1 = a, + 05, con b € Z
atn por determinar, tal que (1) y (2) se cumplen. Tenemos que (2) se cumple sin
importar que b escajamos. Veamos (1)

(an +05™)% +1 = 0(mod 5"11)
por lo que nos queda que
2a,b + ¢ = 0(mod 5) con ¢= (a2 +1)/5" € Z.

Pero tenemos que 5 1 ay, por lo que, para b € Z que cumpla, b = ¢/(2a,)(mod 5),
vemos que se cumple la segunda condicién.
Supongamos que exite un ¢ € Q tal que a,, — ¢. Entonces

a,QL +1—¢+1
Por otra parte, por construccién tenemos que
az+1-—0

y por tanto ¢°> + 1 = 0, lo que es una contradiccion.

De forma anéloga a la contruccién de R a partir de Q con el valor absoluto, creamos
Qp. Es decir, Q, es el cuerpo resultado de completar Q usando la valoracion p-ddica
para un dado p.

Decimos que un cuerpo K con la valoracion || - || es la completacion del cuerpo k
con la valoracidon | - | si existe una inyeccion i : k — K tal que

= [li(a)|| = la] a €k,
» K es completo con respecto a || - ||,

» K es la clausura de i(k) con la topologia inducida por || - ||.

La completacién siempre existe y es tnica, salvo isomorfismo. De ahora en adelante
identificaremos k con i(k) y || - || con |- |. En nuestro caso k sera Q, K serd Q, y | - |
serd | - |p. Tenemos que

la+blp = lalp si |bly <lalp.

Esto se debe a que por (D.1) (no demostraremos que la extencién | - |, sobre Q,
conserva esta propiedad) tenemos |a + b|, < |al, y, como a = (a + b) — b, tendriamos
una contradiccion si |a+b|, < |a|,. De esta propiedad vemos que los valores que toma
| - | en Qp, son los mismos que toma | - |, en Q. Esto se debe a que dado a € Q,, con
a # 0, por definicion de completitud, existe un a € Q tal que |a—a|, < |af,, de donde
deducimos que |a|, = |al,, pues en caso contrario llegarfamos a una contradiccion.

Definimos Z, como el conjunto de a € @, tal que |a|, < 1. Vemos que dicho
conjunto es, de hecho, una anillo:

alp, [Blp < 1= |aBlp=laly - Bl <1y |a+ Bl =méx{|aly, B} < 1.

Veamos el siguiente teorema:
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Teorema D.1.

1. El grupo de unidades de Z, es

Z; ={x€Zy| |z|, =1}

2. Para x € Q tenemos un modo tnico de ponerlo como up™ conu € Z; yn € Z.
3. Qp es el cuerpo de fracciones de Zy,.

4. Zy es un anillo local, es decir, tiene un tnico ideal mazimal, m, que es

m:= {z € Zl||z|, < 1} = pZ,,.
Demostracion.

= Siz, 27! € Zy, entonces |zy, |z, < 1. Ademas |z, = |z[, . Por lo que
|z|, = 1. Y por tanto, |1], = |z - 27, = |z[plz7 ], = |27, = 1.

» Si x € Q) entonces ||, = 1/p" para algtn n. Luego, [xp~"|, = 1, por lo que
si definimos u = xp™" € Zj, tenemos que x = up". Veamos que la expresion es
tinica. Supongamos que up™ = vp™ con m > n, y tenemos que vty = p" " €

Z) , asi que m = n y por tanto u = v.

» Esto se deduce del anterior punto. Tenemos que todo elemento de Z, se puede
escribir de la forma up™, con u € Z; y n € N, y todo elemento de Q, tiene la
misma expresion pero con n € Z.

= Primero tenemos por un argumento igual a la demostracion de que Z, es un
anillo que m es un ideal. Después notamos Z,/m = U(Z,) (unidades de Z,), por
lo que tenemos Z,, es un anillo local y m su tinico ideal maximal.

Proposicion D.2. Tenemos que Z,/p"7Z, = Z/p"7Z. En particular Z,/pZ, = F,,.

Demostracion. Definimos Zy 1= Z, NQ = {% €cQlpt n} ={p"v | neN,pfuv}.

Definimos el homomorfismo

o: Ly — L/pL
prY —  phufv=pruv .

Como ker(o) = p"Z,, se tiene Zyy/pZyy = Fp. Veamos ahora que Z,/pZ, =
Zp)/PZp)- Sea el homomorfismo:

v Z(p) — Zp/anp
a — a+p"Zy.
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Tenemos que ker(y) = {a € Z, : p"la} = p"Z,). Veamos que es sobreyectiva. Su-
pongamos que & € Zp. Como Q es denso en QQ, tenemos que existe un a € Q tal
que

la — x|, < 1/p".

O sea que = = a(mod p"Zy). Y ademés a € Z, pues
lalp = a -z + [, < mdx{[a — z|p, 2]} < 1.

Aplicando nuevamente el teorema de isomorfia tenemos que Z,/p"Z, = Z,) /p"Zp).

oo
Lema D.3. En Q, la serie ) 3, converge si y solo si 3, — 0.
0

N
Demostracion. Si Y 3, converge entonces, por definicion, las sumas parciales > 3,
0

convergen. La convergencia implica que § — 0. La otra implicacién:

N M N
z():ﬂn - z():ﬂnh) = | Z Bn’p < MT??)S(N ’ﬁn‘p

M+1

N
Por tanto, {>_ 5,} es un sucesion fundamental. h
0

Teorema D.4. Todo elemento de x € Z;, puede representarse de forma inica como
_ 2 3
T = ap + ai1p +azp” +azp” + -
donde 0 < a; < p—1. Es decir, que como limite p-ddico

z = lim xz,.
n—oo

donde
Tp=ag+ap+...+ a,p”

Demostracion. Veamos primero que el lim z, existe en Q. Esto se debe al Lema
n—o0

D.3 y a que

n—oo

1
lanp"|p = P —— 0.
Ademas,

= 1i <
|zlp Jggo|mn|p—1

asi que x € Z,. Veamos ahora que Vx € Z, se pueden encontrar tales a, con 0 < a,, <
p — 1. Puesto que Z,/pZ, = F,, existe un tinico 0 < ap < p — 1 tal que z = ap + y1p
con ¥y € Zjy. Luego

|z — aO’p = ’yl‘p|p|p <1/p.
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Sea 0 < a; < p—1 el tnico elemento tal que y; = a1 + y2p con Yy € Z,. Tenemos asi
que
x = ag + a1p + yop*

|z — (a0 + a1p)lp = y2lplpl; < 1/p°.

De esta forma, por induccion tenemos que:
[z — (ap + a1p + azp® + ... + an—1p" " + anp™)|p < 1/p"
Por tanto, la sucesiéon x,, tiene como limite x. Para ver que es tinica supongamos que
r=ap+ap+ayp® +...+a,_p" " Halp+. ...
Sea n el primer numero tal que a, # a,,. Entonces:
|zn — x:z’p = [(an — a:z)pn’p =1/p"
pero
20 — &l = (@0 — @) + (@ — &)l < méx{|(@n — @)l (@ — )]y} < 1/

lo que es una contradiccion. h



APENDICE E

Demostraciones Capitulo 4.

E.1. Demostracion: Teorema 4.6.

Para p{ A, tenemos el homomorfismo
rp|E(Q)tors : E(Q)tm‘s — Ep(Fp)
Veamos cuél es el ker(ry):
ker(rp) = {[z,y, 2] : ([, y, 2]) = [0, 1,0}

Tenemos que para x € ker(rp), rp(y) # 0. Por lo que x es de la forma x = [z, 1, 2],
con x un representante reducciéon moédulo p. Pero vemos entonces que

x € ker(rp) © rp(z) =1p(2) =0 |z|p, 2], < 1,

por lo que
EMQ) :={[z,1,2] € EQ) : |z, 2], < 1} = ker(r).

Lema E.1. Sea [z,1, 2] € E(Q) Vp primo:
si|zlp <1= |zl <1y |zlp = |x]§
Demostracion. Sea E(Q) el grupo de la curva dada por
v’z =a®4+ Azz® + B23, A Be .
Tomando y = 1, la ecuacién nos queda de la forma
z = a® + Az + B23.

Vemos que si tuviésemos que |z|, > 1 entonces, aplicando la propiedad ultramétrica,
es decir, (D.1), obtenemos que |z|, = |2®|, = |z[3, pues

= [AZ2, = \A!p\Z\i <1< zfp.
= |[BZ%), = |B‘p’75‘g <1< lp.

75



76 Demostraciones Capitulo 4.

Lo que es una contradiccion, por lo que tenemos que |z|, < 1.

Vemos ahora que, para |z|, < 1, también se cumple que |z|, = ]:U|I‘§ Para el caso z = 0,
tenemos que x = 0, por lo que la igualdad se sigue de forma inmediata. Para z # 0:

23 = 2+ Azz® — B2,
Si utilizamos, nuevamente, la propiedad ultramétrica:
n [Az2?], = |Alplalp]2?], < |Z|;2> <|zlp.
. ’BZ?)’p = ’B‘p"zg‘p < \ZI% < |zlp-
Por tanto, |z]3 = 23], = |z|,. h
Sea p un primo cualquiera. Definimos:
EM(Q) :={[z,1,2] € B(Q): |2l <1y |al, < p™"}
Por el Lema E.1 tenemos que:
EM(Q = {[z,1,2] € B(@ : |zl <p~*"}.
Definicion E.2. Se define la filtracion p-adica de E(V(Q) como

ENQ) >EXDQ) >--->EMQ) D ---

Obsérvese que se tiene que
N E™ (@) = {[0,1,0]}.
n=1

ya que, si x € EM(Q) entonces x = [ap™,b,cp®"] con pf ayp t ¢y, por tanto,
x ¢ BrD(Q).
Definicion E.3. Decimos que x € E()(Q) esta en el nivel nsi x € E™(Q)\E™+)(Q).

Definicién E.4. Parax € E(Q) conx = [/, 1, 2'] y con coordenada no homogénea,
Xnoh = (z,y), definimos

para x = 0.

w(a) = {g/y para x # O,

Esta funcion esta bien definida pues el tnico punto de E(™(Q) con z = 0 es O. Nétese
que, si |u(x)|, = p~", entonces x esta en el nivel n.

Lema E.5. Sean x;,x3 € E()(Q). Entonces

lu(x1 + x2) — u(x1) — u(x2)]p < max{|u(x1) }27 ‘U(X2)’2}
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Demostracion. En la demostraciéon supondremos que E(l)((@) es un grupo Vp. Si de
X1, X2V X1 + X9 alguno es O, la desigualdad se sigue facilmente. Si ninguno de los
tres es O, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

[u(x1)lp = |u(x2)lp-

Definimos N como el nivel de x;. Dado un x; = [pN xi, yi, poN z;], definimos x;9 =
[zi, yi, zi]. De esta forma, tenemos definidos x19, x20. Como x; esta en el nivel N > 1,
tenemos que la recta que pasa por ambos, X19, X209, es de la forma

Z =1lX+mY

con [l|,,|m|, < 1, pues en caso contrario llegarfamos a una contradiccion ya que nos
daria que |z1|, > 1. Tenemos asi que los puntos x;, X2 estan en la recta

L:p3NZ=lp VX +mY,

de donde deducimos que

Esta interseca con C en: x1, X2 y X1 + X2. Sustituyendo obtenemos que
0= Y21 X + mp*NY) + X3 + AX(Ip*™ X + mp*NY)2 + B(p*N X + mp*VY)?
=3 X3+ XY + ¢ XY? +¢Y3,
con
c3 = 1 +A12p4N + Bl3p6N,
co = 2AIlmp°N + 3BIPmp™ .

Por lo que tenemos que
|c3|p =1y |C2|p < P_5n-

Vemos que:

0=c3 X3+ X% + 1 XY? 4 Y3

= Y3(03 <);>3 ~+ co <;(>2 + c1 (ii) + ¢op).

Las raices del polinomio %, es decir,
p(t) = et + cot® + et + co,

son —u(xy + X2), u(x1) y u(xz) y, por tanto, su suma es igual a _C—‘f, de donde se
deduce la desigualdad que queriamos.
Que —u(x; + x2) sea raiz se debe a que

1. u(—x) = —u(x).

2. X1 * X2 = —(X1 + X2) ¥, por tanto, —(x; + X2) para por la recta L.
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Recordar que estamos tomando O = [0, 1, 0]. Hemos utilizado que E(M)(Q) es un grupo
al suponer que u esté definido sobre x; + Xs. f

En la pasada demostracion utilizamos que E(l)((@) es un grupo para todo p, pues
u solo esta definida sobre E(l)(Q), por lo que x;1 4+ X5 debe encontrarse en E(l)((@)
para que la demostracion sea valida. Sin embargo, esto solo lo hemos demostrado para
pt A, pues en dicho caso es el niicleo de 7). Veamos que E(l)(@) es un grupo Vp. Mas
atn, que E(™(Q) es un grupo para todo p.

Teorema E.6. E™(Q) es un grupo Vn y Vp.

Demostracion. Sea x1, xp € EM(Q) y x; * Xy = x3, con el nivel de x; mayor que el
de xo. Procedemos del mismo modo que en la demostraciéon anterior con,

L: Z=1p*NX +mp*"y,

la recta que pasa por ambos puntos y |m/|p, |l[, < 1. Podemos observar que el tnico
punto con y = 0 en L es [1,0, Ip*N |, pero sustituyendo en E, observamos que dicho
punto no se encuentra en la curva. De esta forma, tenemos que x3 = [z3, 1, 23] y, por
tanto,

z3 = p* N g + mp®N.

Tenemos que sustituyendo en F:

0= —(IpN a3 + mp3N) + (23)% + Azs(lp*N x5 + mp*™)? + B(lp*N 3 + mp3N )3

= 03(163)3 + 02(953)2 + c1x3 + co,
con

c3 =1+ APPp*"N + BI*poN,

co = 2AIlmp°YN + 3BIPmp™ .
Por lo que tenemos que
leslp =1y leafp < p_SN-

Pero tenemos que las raices del polinomio son z1,z2 y x3 y, por tanto, su suma es
. —co . . _N
igual a 2. Deducimos asf que, [z3[, <1/p~". Por lo que

|23l = |p*Nag +mpN |, < p73N,

y asi x3 € E(”)(Q).

Esto tltimo es de suma importancia pues observamos que esto implica que si
X1, X9 € E(”)(Q) = X3 = X] *Xg € E(")(Q) y como O € E(”)(Q), tenemos que
X9 4+ x1 = x3 x O € EM™(Q). Es decir, E(™(Q) es un grupo para todo p primo y no
solo para los p tal que p{ A. h

Corolario E.7.
[u(sx)|p = [s|plu(x)]p

para todo x € EM(Q) y todo s € Z.
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Demostracion. Por inducciéon, para s > 0 tenemos
Ju(sx) — su(x)|, < [u(x)]}.

Procedamos por reducciéon al absurdo. Si la igualdad no fuera cierta, entonces el lado
izquierdo de la desigualdad seria igual al max{|u(sx)|p,|su(x)|p}. Obtendriamos asi
que

[slplu(x)lp < Ju(x)];.

Pero tenemos que |u(x)|, < 1, por lo que si |s[, > 1 tendriamos una contradiccion.
Tenemos, por tanto, probado el caso en el que pt sy el caso s = p. Procedamos ahora
por induccién sobre las potencias de p, ie, s = p". Para n = 1 ya lo tenemos, veamos
que suponiendo que se cumple para n, entonces lo hace para n + 1.
1
T x)[p = [u(p" (px))lp
= [p"[plu(px)p

= |pn|p|p|p|u(x)|p = |p"+1|p\u(x)|p.

lu(p

Por ultimo, sea s = p°k con p { k entonces:

[u(kp®x)]p = |u(p® (kx))lp
= [p°|plu(kx)|p = [p°[plklplu(x)p = [p"Klplu(x)]p.

Corolario E.8. EM(Q) es libre de torsion Vp.

Demostracion. Si x € EM(Q) es de orden k, entonces
0= [w(O)lp = [u(kx)lp = |Klp|u(x)[p-

Luego u(x) = 0 = = = 0, pero tenemos que x € E® (Q), por lo que y # 0 = z = 0.
Por tanto, x = O. h

Demostracion del Teorema 4.6. Recordemos que teniamos que cuando p { A
ker(r,) = EM(Q).
Ademas, por el corolario E.8,
E@rrs NEW(Q) =0,

por lo que la restriccion rp|g(g),,,, €8 inyectiva. b

tors
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E.2. Demostracion: Teorema de Nagell-Lutz.

Demostracion.

1. Si y(P) = 0, ya lo tenemos. Supongamos que y(P) # 0. Entonces podemos
poner [z(P),y(P),1] = [z,1,2] con = = % yz = ﬁ. Fijado un p primo,
tenemos que E(l)(Q) esta libre de torsion por lo que |z|, > 1, y asi tenemos que

! <1

lylp = — <
P |Z|p

Como esto es para todo primo, tenemos que y € Z.
Si sustituimos y(P) € Z en
v =23+ Ar+B ABE€LZ,

obtenemos que x(P) es solucion de una ecuacion cubica que tiene coeficientes
enteros y es monica, en consecuencia, z(P) es entero.

2. Sea P = (z,y) € E(Q), tenemos que la formula del doble de un punto P, es:

2t — 2A2? — 8Bz + A?
4(z® + Az + B)

x(2P) =

Si llamamos x(7) = 2% — 2422 —8Bx + A% y v(z) = 23 + Az + B = 32, tenemos
que
X(x) = dyz(2P).

Por el apartado anterior z,7(2P) e y?> € Z, por lo que x(z) € Zy y?|x(z).
Deducimos entonces que

vilx(x) e yPly().

Haciendo ciertos calculos llegamos a que
(322 +4A)x(x) — (323 — 5Ax — 27TB)y(z) = 4A3 + 27B?,
y como y2|x(z) e y?|y(x), nos queda que
y?|4A3 4 27B2.

Queda asi demostrado el Teorema de Nagell-Lutz. h

E.3. Demostracion: Teorema 4.7.

Para una introduccion a la teoria algebraica de nimero consultar [10].

Lema E.9. Sea E, la reduccién de la curva y? = 23 + Ax sobre F,. Sip { A =
4A3, p> 7y p=3(mod 4). Entonces

|Ep(Fp)lp =p+ 1.
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Demostracion. Sea p un primo p # 2, se define como simbolo de Legendre

= 1 si3btal que a = b?(mod p),

<a) 0 sia=0(mod p),
-1 si Pb tal que a = b%(mod p).

a
Diremos que a € si <> = 1. Ademés este simbolo cumple que

(5)=G)-(G)

Otra propiedad que posee es que
—1\ _ [ 1 sip=1(mod4).
p ) | 1 sip=3(mod4).

Dado @ € IFp, si

— -1
<Q) = 1 entonces <Q> = —1 y viceversa, pues (> =—1.
p b p

Por lo que para un par {a,—a} cona € F, y Q = a’ 4+ Aa, tenemos que si:

1. Q€ = del par {a, —a} obtenemos dos y solo dos puntos de las ecuacion:

(av \/@) y (av _\/Q)

2. Q¢ = —Q € = del par {a, —a} obtenemos dos y solo dos puntos de
la ecuacion: (—a,v/—Q) y (—a, —/—Q).

Tenemos asi que para cada par {a,—a} le corresponde dos puntos de E,(FF,). Para
x = 0 obtenemos el punto (0,0) y también tenemos el punto O,. Sumando todo
tenemos que:

|Ep(Fp)| =p+ 1.

Observacion: La certeza de la existencia de primos p, durante la demostracion,
que cumplan ciertas congruencias y que pueden ser arbitrariamente grandes (de forma
que p 1 A), viene dada por el teorema de Dirichlet de primos en progresion aritmética.
Los siguientes p primos de los que hablamos cumplen, ademés de otras exigencias, que
p=3 mdd 4.

Demostracion del Teorema 4.7. Veamos que 8 no divide a |E(Q)sors|- Tenemos que
podemos elegir p tal que p = 3(mod 8) y no divida a A. Si 8 dividise a |E(Q)tors/,
entonces 8|(p+1), pues |E(Q)iors||(p+ 1). Sin embargo, como p = 3(mod 8), tenemos
que p+ 1 = 4(mod 8), lo que es una contradiccion.
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Veamos que 3 no divide a |E(Q)¢rs|- Podemos elegir un primo p tal que p =
7(mod 1)2. Entonces p = 3(mod 4). Si 3 divide a |E(Q)tors|, entonces 3|(p + 1). Por
otro lado p+1 = 8(mod 12) implica que p+1 = 2(mod 3), lo que es una contradiccion.

Por ultimo veamos que ningun primo ¢ > 3 divide a |E(Q)tors|. Nuevamente
podemos elegir un primo p tal que p = 3(mod 4)g = p = 3(mod 4). Si ¢ divide a
|E(Q)ors|, entonces divide a p + 1. Pero por la primera congruencia tenemos que
p+1=4(mod 4) y, por lo tando, ¢ 1 (p + 1). Contradiccion.

Es decir, tenemos que |E(Q)¢ors| = 1, 2 6 4. Pero tenemos que {(0,0),0,} = Z/2Z
como subgrupo de E(Q)srs. Ademés observamos que

EQ)tors 2 Z/2L S L)2ZL & 2° + Az = x(2® + A)

se puede descomponer en monomios sobre Q, es decir, si y lo si v/—A € N.

Veamos si (0,0) es el doble de un punto o no, para ver si estamos en el caso Z/27Z o
en el caso Z/AZ, respectivamente. Para A = 4 vemos que [2](2,4) = (0,0), es decir,
que estamos en el caso Z/4Z. Veamos si hay otros A para los que se cumpla que
(0,0) = 2(x,y) con z # 0. Para el punto doble tenemos que

0=a"—242% + A% = (2 — A)~.

O sea que z? = A, pero como A es libre de potencias cuartas entonces x esta libre
de cuadrados. Pero tenemos que 32 = z(z? + A) = 223, por lo que no puede haber
un primo p # 2 que divida a x. Tenemos asi que solo nos quedan cuatro posiblidades:
x =241y x==2.Y calculando vemos que r = +2 y A = 4. f
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