CALCULO I Grado en Ciencia e Ingenieria de Datos Hoja

(11-1-2024) Curso 2024-25 n? 4,
Derivabilidad
1. Calcule, usando la definicién, las derivadas de f(x) = 23 y de g(z) = cos .
2. Decida razonadamente la diferenciabilidad en los puntos x =0, z =3 y = —1 de la funcién
z?2  six >0,
flx) = 0 si—-1<z2<0,

r+1 siz<-—1.

3. Supongamos que |f(z)| < 22 en cierto intervalo (—§,4d). Utilizar la definicién de derivada para
calcular f/(0).

4. Compruebe, usando la definicién de derivada,
a) que las funciones f(z) = 1/(z%|z| + 1) y g(x) = 2? sen(1/x) verifican f’(0) = ¢'(0) = 0;
b) que h(x) = xsen(1/x) no es derivable en cero.

5. Calcule las derivadas de las siguientes funciones en los puntos donde estén definidas:

a) f(x) = sen (a:—l—cosx), b) f(z) =In (e5$—|-1), o) flz) = (x + 2)e?,
D @) = =, ) flo) = 1) fw) = el )"

6. ;Qué se obtiene al derivar tres veces la funcién f ¢? ;Y al derivar dos veces la funcién ef?

7. La férmula
!/
f'(@) = f(z)(In f(2))
se llama derivacion logaritmica y se dice que L. Euler (matematico del siglo XVIII) lo consideraba su
truco favorito. Es 1til para calcular f/(x) sélo en los casos en que se pueden aplicar las propiedades de
los logaritmos: log(a - b) = loga + logb, loga® = bloga.

a) Use la derivacién logaritmica para hallar las derivadas de
f(z) = (2 +1)7(e” 4 1)(cos x + sen x) y g(x) = (2* + 1)I2+1.

b) Escriba una regla para derivar un producto de funciones fi(z) - fa(z) - -« fn(2).

8. Determine las rectas tangentes a las gréaficas de las siguientes funciones en el punto indicado:
(a) f(z) =In(e+senz) en =0, (b) f(x) =sen’x —cos’xr en x=1/6.

9. (En qué punto corta al eje X la recta tangente a la grafica de f(r) = 22 en x = x¢?

10. Determine el valor del pardmetro real a para que la tangente a la gréafica de la funcién f(x) =
22 — 5ax en el origen: (a) sea horizontal; (b) tenga pendiente —1.

11. Considerando la gréfica de f(z) = e* y la recta tangente en el punto (0, 1), deduzca geométrica-
mente la desigualdad 1+ 2 < e* para todo z € R.

12. La férmula
Mt 1

l+z+z+2° 4+ +a™=
z—1
es bien conocida y se prueba por induccién o simplemente multiplicando por x — 1.
a) Derivando, utilicela para calcular 12! +2-22 43.23 ... +15. 215,

b) ;Cémo calcularia la suma 1% - 21 +22.22 4+ 32.23 ... 4 152. 2157



13. Las funciones f(x) = arcsenz y g(z) = arccosz se definen en (0,1) como las inversas de las
funciones sen x y cosz, respectivamente, restringidas a (0, 7/2).

a) Compruebe que f'(z) = —¢'(x) = 1/v1 — 22.

b) Empleando el hecho de que f+ g tiene derivada nula, halle una relacién entre arcsenx y arc cos .

14. La funcién seno hiperbolico viene dada por sinh(z) = (e* —e~?)/2. Llamamos arcoseno hiperbdlico
a su inversa. Explique por qué el arcoseno hiperbdlico es derivable en todo punto y compruebe que su

derivada es 1/vx2 + 1.
15. Halle una férmula para la derivada segunda de la funcién inversa.

16. Dada una funcién f: R — R y 21 € R, sea x5 la interseccién con el eje X de la recta tangente
en x = z1 a la grafica de f, x3 la interseccién de la tangente en x = x5 y asi sucesivamente.

a) Compruebe que la férmula que da z,1 en funcién de z,, es

Tny1 = Tp — fl(.%‘ )
n

b) Explique geométricamente por qué es 16gico que bajo condiciones adecuadas la sucesién {z, tnen
converja a una solucién de f(z) = 0.

Nota: Este método para resolver f(z) = 0 se llama método de Newton—Raphson, y suele ser méas répido
que el de biseccién.

17. (Ejercicio computacional) Queremos resolver la ecuacién 3t — 4¢3 = %, con 0 <t<1.

a) Aproxime la solucién con 2 iteraciones del método de Newton, comenzando en ¢t = 0.
b) Use el método de la biseccién para comprobar que la aproximacién del apartado anterior da, al
menos, 4 cifras decimales de precisién.



