TEORfA DE GALOIS Grado en Matematicas Hoja
(21-9-2023) Curso 202324 l’lQ OA

Repaso de Teoria de Anillos.

1. Decide de manera razonada si los siguientes anillos son cuerpos:

a) Ry = {a+bv2:4a,beQ}.

b) Ry = {a+bf:a,beFs3, & =—1}.

c) R3={a+bu:a,becFs5 u*=2}.
2. ;Cuéntos elementos tiene el anillo F3[x]/(z? + x + 1)? {Se trata de un cuerpo?

3. Sea K un cuerpo. El subcuerpo méas pequeiio de K recibe el nombre de subcuerpo primo de
K. Si char(K) = 0 el subcuerpo primo es isomorfo a Q; mientras que si char(K) = p, para algin

primo p, es isomorfo a [Fy,.

a) Sean Ky L dos cuerpos. Si f : K — L es un homomorfismo entonces f induce un isomorfismo
entre los subcuerpos primos de K y L.
En particular para todo primo p, demuestra que no existe ningiin homomorfismo de anillos

f+Q — Fp; ni tampoco ningin homomorfismo de anillos g : F, — Q.

b) Demuestra que el tinico homormofismo de anillos f : Q — Q es la identidad. ;Qué ocurre

para f: F, — F,7.

4. Decide de manera razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) No existe ningtin homomorfismo de anillos f : Q[i] — Q[v2].
b) Existen infinitos homomorfismos de anillos f : Q[z] — Q[v/2].

¢) No existe ningiin homomorfismo de anillos f : R — Q.

5. Sea R C T una inclusién de anillos y sea b € T'. Consideramos la funcién:

fo: Rlz] = T
p(x) = filp(z)) = p(b).

a) Demuestra que f es un homomorfismo de anillos. Llamado homomorfismo de evaluacion.

b) Describe ker(f) en los casos siguientes:
() R=Q, T=R, b=5.
(i) R=Q, T =R, b= V2.

(i) R=R, T=C, b=1i.

6. Sean a,b € Z impares. Demuestra que los siguiente polinomios son irreducibles en Q[z]:

2 +axr+b, 3 +ar+b, z* +ax +b.



7. Sea K un cuerpo. Demuestra:
a) Todo ideal en K|[z] es principal.
b) Un ideal I C K|[z] es maximal si y sélo si estd generado por un elemento irreducible.
c) En K|[z] todo elemento irreducible es primo.

d) Todo polinomio en K [x] se puede escribir como producto de un nimero finito de irreducibles,

siendo la expresion tnica salvo orden de los factores y/o producto por unidades
e) Demuestra que todo polinomio de grado 1 en K|z| es irreducible y tiene una raiz en K.
f) (Teorema de Ruffini) Sean p(z) € K[z]y a € K. Entonces p(a) = 0siy sélo si p(z) € (x—a).
g) Todo polinomio de grado dos o tres es irreducible en K|z] si y sélo si no tiene raices en K.
h) ;Es cierto el apartado anterior si el grado del polinomio es mayor que tres?
i) Sea a € K. Un polinomio p(x) € K[x] es irreducible si y sélo si g(z) = p(x + a) lo es.

j) Sea f(x) = ag + a1 + agx® + - - - + apz™ en K[| con ag - a, # 0. Entonces, f es irreducible

si y sélo si agz™ + a1zt 4+ asx™ 2 + - - - + a, es irreducible.

8. Demuestra que el polinomio z* — 1022 + 1 es irreducible en Q[z] y sin embargo es reducible

en [F,[z] para todo primo p.
9. Demuestra que para cada n > 1 hay infinitos polinomios en Q[z] irreducibles de grado n.

10. Decide razonadamente si los siguientes polinomios son reducibles en Q[z]:
z* + 3z + 6, at 2?41, %+ 11 4+ 1313, 2 4+r+1
x4—x3—x—1, x—|—5x4—|—3x3—|—2, x® —9x2 + 1.

11. Demuestra que todo polinomio irreducible p(z) € R[] tiene grado 1 6 2.

12. Factoriza el polinomio z* — 1 como producto de polinomios ménicos irreducibles sobre R y
sobre C .

13. Factoriza como producto de polinomios ménicos irreducibles en Fa[z]| y en F3[z] los polino-

mios:

fl(aj) = 564—1, fg(fL') = SU4+ZII3—132, fd(x) = ‘T6+‘T2+17 f4(.’E) = LB3—JZ—|—1, f5($) = 1,‘5—$2+]..
14. Demuestra que zP~! — 1 factoriza como producto de p — 1 polinomios ménicos de grado uno
en Fp[z].

15. Demuestra que las tres raices complejas del polinomio x> + px + ¢ son de la forma
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donde w = (-1 +v/—3)/2.

16. Aplicar la féormula del ejercicio anterior para calcular las raices complejas de los polinomios

3 —6x—6, 3 —6x—4, 3 —2x 41, 3 — /32?2 — 2z + 2V/3.

iDe cudl de los anteriores polinomios sabrias calcular las raices sin utilizar las férmulas anterio-

res?



