CONJUNTOS Y NUMEROS Grado en Matemadticas Hoja
(12-12-2023) Curso 202324 n? 8

Polinomios

1. Hallar el cociente c(x) y el resto 7(x) que resultan de dividir f(z) = 32°+223+2+1 entre el polinomio
g(z) = 322 + 1. Primero en Q[z] y luego en Fj[z].

2. Sean f(z)g(z) € Q[x]. Probar que f(x) y g(x) son coprimos si y sélo si f(z) + g(z) y f(z) - g(z) son
coprimos.

3. Calcular el méximo comtn divisor d(z) de los polinomios
f(z) =a® — 523 + 4z y g(x) = 23 — 22 — 52 + 6.
Encontrar dos polinomios r(x) y s(z) tales que f(z) - r(z) + g(x) - s(z) = d(x).
4. Encontrar polinomios f(z) y g(z) en Q[z] tales que: f(z)(z? + 22 —2) + g(z)(2®> + 2 — 1) = 1.
5. Hallar un polinomio f(x) € Q[z] tal que 22 + 1 divida a f(x) y 23+ 1 divida a f(x) — 1, siendo el
grado de f(x) el minimo posible.
6. Hallar los ceros racionales del polinomio f(x) = 2023 — 5622 + 33z + 9.
7. Hallar todos los ceros de f(z) = z* + 723 + 92% — 272 — 54, con sus multiplicidades.
8. Sean a1 = V2 + V3, as = 2+ V3 y ag = V2 + /3. Calcular polinomios fi(x), f3(z), fs(z) € Z[]
tales que f;(a;) =0,i=1,2,3.

9. Sea K un cuerpo.
a) Demostrar que existen infinitos polinomios irreducibles en K[z].
b) Deducir que si K es un cuerpo con un nimero finito de elementos (por ejemplo K = F,, para p primo)

habrd en K[z] polinomios irreducibles de grado arbitrariamente grande.
10. Sea n € N. Demostrar que existen infinitos polinomios irreducibles de grado n en Q[z].
11. Descomponer f(z) = 2% — 2% + 223 — 2 en factores irreducibles en Q[z].

12. Sea K un cuerpo.

a) Demostrar que un polinomio f(x) € K[z] es irreducible si y solamente si para cualquier a € K el

polinomio g(z) = f(x + a) es irreducible.

b) Aplicar el resultado anterior con a = 1 para demostrar que el polinomio ciclotdmico

P —1

r—1

:xp71+xp72+...+1€(@[1'],

donde p es un nimero primo, es irreducible.

¢) {Es reducible en Q[z] el polinomio f(z) = % — 223 + 22 — 337 Justificar la respuesta.

13. a) Determinar los polinomios ménicos irreducibles en Fo[x] de grados 1,2,3 y 4.

b) Demostrar que el polinomio f(x) = 2% + 323 + 522 4+ 7z + 1 es irreducible en Q|z]

14. Descomponer el polinomio f(z) = 2 + 322 + 4 en sus factores irreducibles en Q[z], R[z], Clx] y
en Fplz] , parap=2,3,5y 7.
15. Sea f(z) = 2% —2* + 1 € Q[z].

a) Calcular las raices de f(z) en C.

b) Factorizar f(x) en R[z].

c) Demostrar que las raices de f(x) son potencias de (a4, donde (py := €27/24,



