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Aplicaciones del Teorema Fundamental de la Teoŕıa de Galois.

1. Sea K un cuerpo y f(x) ∈ K[x] mónico. Sea L un cuerpo de descomposición de f(x) y

α1, . . . , αn ∈ L las ráıces de f(x). Se define el discriminante de f como

∆(f) =
∏

1≤i<j≤n
(αi − αj)2.

Supongamos char(K) = 0 y f(x) irreducible. Demostrar:

a) ∆(f) ∈ K.

b) ∆(f) es un cuadrado en K ⇐⇒ Gal(L/K) isomorfo a un subgrupo de An.

2. Sea K un cuerpo.

a) Demostrar que si f(x) = x2 + bx+ c ∈ K[x], entonces ∆(f) = b2 − 4c.

b) Demostrar que si f(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ K[x], entonces

∆(f) = b2c2 − 4b3d+ 18bcd− 4c3 − 27d2.

Para ello demostrar que ∆(f) = s21s
2
2 − 4s31s3 − 4s32 + 18s1s2s3 − 27s23, donde

s1 = α1 + α2 + α3,

s2 = α1α2 + α1α3 + α2α3,

s3 = α1α2α3.

3. Sea p un primo impar. Demostrar que la única subextensión cuadrática de Q(ζp) es

Q(
√
p) si p ≡ 1 (mód 4),

Q(
√
−p) si p ≡ 3 (mód 4).

4. Sean K un cuerpo de caracteŕıstica cero y f ∈ K[x] un polinomio irreducible de grado 3. Sea

L un cuerpo de descomposición de f sobre K. Demostrar:

a) L = K(α,
√

∆(f)) donde f(α) = 0.

b)

Gal(L/K) '

{
C3 si ∆(f) es un cuadrado en K,

S3 si ∆(f) no es un cuadrado en K.

5. Sea f(x) = x3 − 3x + 1 ∈ Q[x] y α, β, γ ∈ C las ráıces de f(x). Sean u = α2β2, v = α2γ2,

w = β2γ2 y g(x) = (x− u)(x− v)(x− w).

a) Demostrar que g(x) ∈ Q[x]. ¿Es g irreducible en Q[x]?

b) Calcular Gal(Q(u, v, w)/Q).



6. (Forma aditiva del Teorema 90 de Hilbert) Sean L/K una extensión de Galois y α ∈ L.

Se llama traza de α en L/K a

TrL/K(α) :=
∑

σ∈Gal(L/K)

σ(α).

a) Demostrar TrL/K(α) ∈ K.

b) Supongamos que K tiene caracteŕıstica 0 y que Gal(L/K) = 〈σ〉 es ćıclico. Demostrar

TrL/K(α) = 0⇐⇒ ∃β ∈ L tal que α = β − σ(β).

Ayuda: Tomar β =
1

n

n−2∑
j=0

( j∑
k=0

σk(x)
)

.

7. Encontrar infinitas ternas (x, y, z) ∈ Z3 que satisfagan la igualdad x2 − 3y2 = z2.

8. Consideramos el polinomio f(x) = x4 + x+ 1 ∈ F2[x] y K = F2[x]/〈f(x)〉.
a) Demuestra que K es cuerpo de descomposición de x4 + x3 + 1 sobre F2.

b) Demuestra que K contiene un cuerpo de descomposición de x2 + x+ 1 sobre F2.

c) Determina Gal(K/F2).

9. Sean p un número primo impar y a ∈ Fp un elemento que no es el cuadrado de otro elemento

de Fp. Sea n ∈ N. Demostrar que a es el cuadrado de un elemento de Fpn si y sólo si n es par.

10. Sea f(x) = x3 + 2x+ 2 ∈ F3[x].

a) Demostrar que f(x) es irreducible.

b) Sea α una ráız de f(x) en una cuerpo de descomposición de f(x). Calcular las ráıces cúbicas

de α+ 2 en F3(α).

11. Sea f(x) = x3 + x+ 1 ∈ F256[x] ¿Es f(x) irreducible?

12. Sean K un cuerpo con 210 elementos y α ∈ K∗ un generador del grupo multiplicativo K∗.

Encontrar un elemento primitivo de cada subextensión de K/F2.


