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Congruencias. Residuos cuadraticos.

1. Resolver la congruencias lineales:
a) 5 = 3 (mod 24). b) 25z = 15 (mod 120).

f(2)

2. Sea f(z) € Z[x] y n € N, n > 1. Demostrar '
n!

€ Zlx].

3. Seapunprimoy f(z) =co+c1x+ -+ cp,a™ € Z[zx]. Demostrar los siguientes resultados:
a) Teorema (Lagrange): Si pJc,, entonces la congruencia polinémica f(x) = 0 (modp) tiene como

mucho n soluciones.

b) Si f(z) = 0(modp) tiene més de n soluciones, entonces ¢; = 0 (modp), i =0,...,n.

c) Demostrar que el Teorema de Lagrange no es cierto si p no es primo.

4. Probar que 513 + 7n® = 0 (mod 12), para todo entero n.

5. Encontrar todos los enteros positivos n para los que:
a) n'? = n (mod 1365), b) n!'7 = n (mod 4080).
6. Sea p un primo. El conjunto de los enteros p-ddicos se define como:
Zp={(a1,a2 ...) : apy1 =a, (médp"), n=1,...}.

Demostrar:

a) Z, es un anillos con las operaciones suma y producto termino a termino.
b) \/i € 7.

C) 3 €Ly, sip#2.
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8. Demostrar que E () = 0 para cualquier primo impar p.
p
a=1

7. Calcular:

9. a) Sea ¢ un primo impar tal que ¢ = 1 (mod4), entonces ¢ es un residuo cuadratico médulo p si y

s6lo si p = r (mod q), donde r es un residuo cuadritico médulo gq.
b) Calcular (5)
10. Sea p un primo, demostrar que el nimero de soluciones de

22 +y* =1 (modp),

con 0 <,y < p, es par.



11. El Simbolo de Jacobi
Sea m un entero positivo impar. Podemos escribir m = p; ... ps; donde p; son primos impares, no necesa-

riamente distintos. Se define el simbolo de Jacobi como:

() -T1(%)

i=1
Sim y m’ son enteros positivos impares, demostrar:
) (o) = () ()
a =(—)(—)-
mm/ m/ \m/
aa a a
0 (3)- G ()
m m/ \m

/

) (%) - (fn) si a = d (modm).

12. Si m es un entero positivo impar, demostrar:

2 (5) = oo

b) (2) = (e

13. Ley de reciprocidad cuadratica para el simbolo de Jacobi

Sean m y n enteros positivos impares tales que (m,n) = 1. Demostrar

(3) () -

El simbolo de Jacobi se puede generalizar atin mas, y es lo que se llama el Simbolo de Kronecker. Sea

a = (—1)"by b,n enteros positivos, definimos
0 sia=0(mod?2),

(—al) = (—1)" =signo(a) vy (%) = (2> i o= 1 (mod3).

a

Asi para un entero cualquiera n = (—1)"2°m con (2,m) = 1 definimos
a a\e /a
- 3 (2
(n) (=1) 2 m
donde (g) se define como antes, y (g) es el simbolo de Jacobi.
m

14. Si p es un primo impar, demostrar que el menor entero positivo que no es residuo cuadratico es menor
que /p + 1.

15. Demostrar que z* = 25 (mod 1013) no tiene solucién.
16. Demostrar que x* = 25 (mod p) no tiene solucién si p es un primo congruente a 13 6 17 (mod 20).

17. Si p es un primo congruente a 13 6 17 (mod 20), demostrar que z* + py* = 25 2* no tiene soluciones

enteras no triviales.



