ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA , Grado en Matematicas

(Examen Ordinario: 25-5-2018) Curso 2017-2018

SOLUCIONES

1. (15 puntos) Estudia si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu repuesta.
(Recuerda que si la afirmacién es verdadera hay que dar una demostracién mientras que si la afirmacion es

falsa es suficiente con dar un contraejemplo):

Sea V un espacio euclideo de dimension finita. Entonces:
a) [Jul| < max{|lu+v||, |Jlu — v||} para cualesquiera u,v € V.

b) Existe un subespacio vectorial ' C V tal que Pi— Pz, es no invertible (donde Pjj; denota la proyeccién

ortogonal sobre el subespacio vectorial W C V).

c) Ker(f) es ortogonal a Im(f), para toda aplicacién f: V — V autoadjunta.

SOLUCION:

a) VERDADERA. Por la desigualdad triangular 2||u|| = ||u+u| = ||(u+v)+(u—v)|| < [Jutv||+|u—v]. Como
Jutoll < méx{llutol, Ju—v|}y Ju—v] < méc{Jutol, lu—o]}, se tiene que 2lul] < 2 max{[lu-+o, Ju—v]}.
De aqui se deduce el resultado dividiendo entre 2.

NOTA: Otra forma posible de solucionar este apartado es la siguiente. Como ||u+v||? = ||u||?+2{u, v)+|[v?|,
si fuera (u,v) > 0, se tendrfa ||u + v||> > ||ul|® + ||v?|| > ||ul|?, y el resultado estarfa probado. Si fuera
(u,v) < 0, se puede usar |Ju—v||?> = ||ul|? — 2(u, v) + ||v?||, para concluir que ||[u—vl||? > ||u||* + ||v?| > ||Jull?,

y el resultado estaria también probado.

b) FALSA. Sea {uy,...u;} una base ortonormal de F' y {uy1,...u,} una base ortonormal de F+. En la

base B = {u1,...uk, Uk+1, ... Uy}, la matriz de PE — Pﬁl es

I, 0
0 —Ing .
Esta matriz tiene determinante (—1)"~* # 0 y es por tanto invertible, al igual que en cualquier otra base.

¢) VERDADERA. Sea z € Ker(f) e y € Im(f). Hay que probar que (x,y) = 0. Como y € Im(f), existe
u €V tal que f(u) =y. Como f es autoadjunta,

(z,y) = (@, f(w) = (f(x),u) = (0,u) =0,

porque z € Ker(f).



2. (15 puntos) Sea W el espacio vectorial en R* generado por los vectores u; = (0,1,0,1) y ug = (1,0,1, —2)

(cuyas coordenadas estdn dadas respecto a la base canénica).
a) Halla una base ortogonal de W con el producto escalar usual de R*.

b) Calcula la proyeccién ortogonal de R* sobre W, indicando su matriz en la base canénica de R%.

SOLUCION:
a) Se utiliza el procedimiento de Gram-Schmidt. Tomar v; = u; = (0,1,0,1). Definir vo = ug + av; =
(1,0,1,—2) + «(0,1,0, 1), con la condicién (vy,v1) = 0. Se tiene,

0 = (vg,v1) = (u2 + avy,v1) = (ug,v1) + alvy,ve) = —2 4 2a.
Por tanto, « =1y vo = (1,0,1,—2) + (0,1,0,1) = (1,1,1,—1). Una base ortogonal de W es B = {vy,v2}.
b) Usando la base B = {v1,v2}, hallada en el apartado a), que es ortogonal,

(v1,2) (v2, )
P(x) = v Vg .
(@) o2 a2 2

Escribir = (21, 22,23, 24). Entonces,

To + Xy
2

X1+ To + X3 — T4
4

P(x) = (0,1,0,1) + (1,1,1,-1)

7<x1+x2+x3—x4 T+ 32 +x3+x4 T1+ T+ T3 — 24 —z1+x2—$3+3z4)

4 ’ 4 ’ 4 ’ 4
11 -1\ (=
1 1 3 1 To
T4l 1] | s
-1 1 -1 3/) \au

Nota: Se puede comprobar que P(u1) = u1 y que P(us) = us. Aunque esto no garantiza que la expresion
hallada de P sea la correcta, si esto no sucede es una indicaciéon de que la matriz de la proyeccion no es la

correcta.



3. (20 puntos) Consideremos la afinidad f, : A*(R) — A3(R) dada por

a “1/3 —2/3 2/3 \ [«
falyl=1]11+] -2/3 -1/3 -2/3 yl, a €R.
2 1 2/3 —2/3 —1/3 ) \»

a) Demuestra que es un movimiento y clasificalo en funcién del pardmetro a.

b) Indica los elementos geométricos principales para a = 1.

SOLUCION:

a) Escribir f,(z) = b, + Az. Se demuestra que es un movimiento comprobando que AA* = I. Como A
es simétrica y traza(A)=-1, se trata de una simetria con respecto a un eje (simetria axial) o una simetria
axial con deslizamiento. También se puede decir que es un giro de 180° respecto a un eje o un movimiento
helicoidal.

Sera una simetria axial si tiene una recta de puntos fijos:

x a -1/3 -2/3 2/3 x 4/3  2/3 —2/3 x a
yl={ 1|+ —2/3 =173 —2/3 | |y| = | 2/3 4/3 23 yl=11
P -1 2/3 —2/3 -1/3 ] \z —2/3 2/3  4/3 P -1

Hay que estudiar para qué valores de a el sistema anterior tiene una recta de soluciones y cudndo no tiene
solucién. Cuando se hacen los célculos, por ejemplo con el método de Gauss, se obtiene que el sistema
anterior tiene una recta de soluciones solo cuando a = 2 y es incompatible si a # 2.

Por tanto, si a = 2 el movimiento es una simetria axial y si a # 2 se trata de una simetria axial con
deslizamiento (movimiento helicoidal).

b) Por el apartado a) sabemos que para a = 1 tenemos un movimiento helicoidal. Podemos comenzar

calculando el deslizamiento con la férmula d = Peera— I)(bl). Si llamamos V' = ker(A — I) las ecuaciones

—-4/3 -2/3 2/3 x 0
de V son la solucién del sistema | —2/3 —4/3 -2/3 y | = | 0] . La solucién de este sistema es
2/3 —-2/3 —4/3 z 0

la recta vectorial V.= {y + z = 0,2 — 2 = 0} = L{(1,—1,1)}. Por tanto la expresién de la proyeccién de

T 1 T 1 -1 1
R? sobre V en la base canénicaes Py | y | = 3 111, -L,) |y ]| = % —1 1 —1 | .Entonces,
z 1 z 1 -1 1
1 1 -1 1 1 1 -1
d= 3 -1 1 -1 1| = 3 1 | . El eje de simetria es la solucién de fi(z) = = + d, es decir,
1 -1 1 1 1
1 ~1/3 -2/3 2/3 x N[
11+ —2/3 -1/3 —-2/3 yl=1y|+ 3 1
-1 2/3 -2/3 -1/3 z z -1

La solucién de este sistema es la recta de ecuaciones {y +z =0,z — z =1} = (1,0,0) + £{(1,-1,1)}.

Nota: También se puede calcular la variedad caracteristica usando Ly = {z € R® : (A—1I)?z+(A—1)b; = 0}

y luego hallar el deslizamiento d como el vector que une b con fi1(b), tomando cualquier punto b € L.




4. Dadas las siguientes variedades lineales de A*(R):

2 -3
Ly = (1,1,0,0) + £({(1,~1,-1,0), (0,1, ~1,0), (0,1,1,1)}) y Lo { ;+z .
g1

a) Calcula las ecuaciones implicitas de L; (con respecto al sistema de referencia canénico).
b) Determina la posicién relativa entre Ly y Lo.

c) Calcula la distancia entre L; y Lo.

SOLUCION:
a) En primer lugar escribamos L1 = Ay + L({u1, uz, u3}), donde

A; =(1,1,0,0),  wu;=(1,-1,-1,0), ug=(0,1,-1,0), uz=(0,1,1,1).

Se tiene que dim(L1) = 3 ya que w1, u2,uz son linealmente independientes:

1 0 0O
1 0 0

-1 1 1
-1 1 1[=2#0 = rango L1 =3.
-1 -1 1

0 0 1

H
Ahora, sea P = (z,y, z,t) € L1, entonces Alﬁ € Li. Es decir, los vectores Ay ?5 =(x—1,y—1,2,t),u1, us, us
son linealmente dependientes. Por lo tanto:

1 0 0 z-1 1 0 0 z-1
-1 1 1 y-—1 -1 1 1 y-1
rango 4 =3 < Y =0
-1 -1 1 z -1 -1 1 z
0 0 1 t 0 0 1 t
1 0 z—-1
1 y—1 -1 1
-1 1 1 y-—1
L1 1 =|-11 =z |—(z=1)| -1 -1 1|=2t—y—2+1)—2(z—1)=2t—2z—y—2+3.
-1 - z
0 0 0 1
0 0 1 t

Es decir, la ecuaciones implicita de L; es:
Ly = {(x,y,2,t) € A*R) : 20 +y + 2 — 2t = 3}.
—

b) Calculamos una base de Lj:

V1 = (la 07 727 0);

— 20 +2=0 —
L — ’ ﬁ L :E 5 d d
2 { 2= L{vi,v2}) - donde { vy = (0,2,0,1).

2t —y=0.

— —
Por otro lado, tenemos Ly = {(z,y, 2,t) € A*(R) : 22 +y + 2 — 2t = 0}. Se tiene que v1,v2 € L1, ya que
%
satisfacen su ecuacién implicita. Por lo tanto, Ly C Ly. Ahora Ay ¢ Lo, por lo tanto Ly y Lo son paralelas
y L2 no esta incluida en Ly (el caso inverso tampoco ya que dim(L;) = 3 > 2 = dim(Ls)).

- =

¢) Hemos visto que Ly C L; por lo tanto d(L1,L2) = d(Ps,L1) para cualquier punto P, € Ly. Por
otro lado, recordemos que si H es un hiperplano en A*(R) de ecuacién azx + by +cz +dt +e = 0 y si
P = (z,y,z,t) € A*(R) entonces:

lax + by + cz + dt + e|
d:(P’H): 2 2 2 2
Va2 + 02+ +d




Por lo tanto, en nuestro caso como Lj es un hiperplano, si tomamos P, = (1,1,1,1) € Ly se tiene:

b ) )

2-1+1-1+1-1-2-1-3 1
d(Ll,Lg):d(Pg,L1)=| |=

V22 12 12 + 22 V10
Si no recordamos la férmula anterior, se tiene:
L 1 D
d(P27L1) = d(PQ,PI‘Ll (PQ)) = HPI‘IT{L (APQ))H, para todo A € Ll.

— —
Se tiene que L1+ = £({(2,1,1,-2)}). Por lo tanto si tomamos A = A;, se tiene AP, = (0,0,1,1) y:

1,1)-(2,1,1,-2 1
(0707 ) ) ( Y bt )(27 1)17_2) — 7(2 1 1 _2)

—
Pri-il (APy) =

”(27171a_2)”2 10777
Asi concluimos: /TG
1 10 1
d(Ly,L2) = ||—(2,1,1,=-2)|| = — = —.
( 1 2) HlO( s 4y dy )H 10 \/ﬁ

Otro forma: Utilizando la férmula general de la distancia entre dos variedades lineales:

—
d(Ly, Ly) = ||PT(LL-1>+L-2>)L(P1P2))||7 para todo P, € Ly, P, € Lo.

- = =
Tomando P, = (1,1,0,0) € Ly y P, = (1,1,1,1) € Ly, y observado que L; + Ly = Ly, llegamos a la misma
férmula que antes.



5. Considera la cénica definida por la ecuacién:

4o’ +day + Ty  +12y = 0.

a) Determina el tipo de cénica.

b) Describe, en las coordenadas originales, los elementos geométricos de la cénica:
= Parabola: Foco, vértice, eje principal y directriz.
= Elipse: Focos, centro y ejes principales.

= Hipérbola: Focos, centro, ejes principales y asintotas.

SOLUCION:
a) Sea f(x,y) = 4% +4xy+Ty*>+12y el polinomio, en coordenadas candnicas, que define la cénica. Entonces

4.2 0
R A T S §=|Al =24,
\2 7)) T A=A = —144.
06 0

Como § > 0 tenemos que la cénica es de tipo eliptico, en particular que los autovalores de A, A1, A2, son no

tenemos

nulos y del mismo signo. Ahora, como A < 0 obtenemos que la cénica es una elipse o el vacio. Serd una elipse
si A1, Aa > 0. Para ello calculamos el polinomio caracterfstico de A: pa(z) = 2% — 11z +24 = (z — 3)(x — 8).
Por tanto A\ = 3 y A2 = 8. Asi que obtenemos que la cénica es una elipse que tiene la siguiente forma
canodnica A ) )
X Y
MXZTHNY? - —=0=3X"+8Y’=6= "+ _— =1

! 2 5 2 ' 3/4

De la ecuacién candnica tenemos que los semiejes son a =2 y b= 3 /2, luego la distancia del centro a

los focos es ¢ = Va2 — b2 =/5/2.

b) Calculamos los autovectores asociados a los autovalores:

1 2
A =3 = A—3I:< ) — uy = =(2,-1)

2 4 V5
po L (2 Y (T op (™).
2) 5\—-1 2 Yy Y1

—4
Ay =8 => A—8I:<2 O ) == 02)

Sustituimos (z,y) en la ecuacién de la cénica y obtenemos:

24

12

Completando cuadrados obtenemos:

3( 2)2+8( T )2 6=0 = 322 + 82 =6
T — —= pt—=] —6=0=— — 322 4+ 8y2 = 6.
V5 2v/5 2=yt o 2 2

Por lo tanto el cambio de coordenadas es de la forma:

AN lez-i-% _ % 12 1) [z
)= 2) ()50 ()

Ahora calculemos los elementos geométricos:

(z2,92) (z,y)
Centro (0,0) (1/2,-1)
Focos (+v5/2,0) | (3/2,-3/2),(—1/2,—-1/2)
Eje principal yo =10 2c+4y+3=0
Eje secundario zo =0 y—2x4+2=0




Otra forma (sin calcular el cambio de variable (x2,y2)): La ecuacién del centro pg = (2o, yo) es

_ 4 2\ [z 0)_ (0 o) _ (1/2
Vf(xo,y0) = (0,0) <=2 (2 7) (y((j) i <12> - <0> - <y2> B <_1>

Luego el centro es py = (1/2,—1). Por lo tanto

Centro Do (1/2,-1)

Focos poEtcur | (3/2,-3/2),(—-1/2,—-1/2)
Eje principal | po + L(u1) 2r+4y+3=0
Eje secundario | pg + L(u2) y—2x+2=0




6. Sea a € R y consideramos la cudadrica definida por
Q, : 2 +6xy+ (3+a)y’+az’+42+3=0.

Determina los valores de a € R tales que
a) Q, es un elipsoide.
b) Q, es un hiperboloide de una hoja.
c) Q, es un hiperboloide de dos hojas.
d) Q, es un paraboloide eliptico.

e) Q, es un paraboloide hiperbdlico.

SOLUCION:
Sea fu(z,y,2) = 22 + 62y + (3 + a)y? + az? + 4z + 3 el polinomio, en coordenadas canénicas, que define la

cuédrica. Entonces tenemos

1 3 00 1 3
1 3 0 d=|Al=a = a(a —6),
|3 a+3 0 0 3 a+3
A={3 a+3 of, A=|0 " .| = A )
a — a
0 0 A=[A= — (a—6)(3a —4).
¢ 0 0 2 3 e P P G

La determinacién del tipo de cuddrica dependerd de los signos de los autovalores A1, Az, A3 de A. O lo que
es lo mismo, de la signatura de A, es decir de la signatura de la forma cuadratica 2% + 6zy + (3 + a)y? + a2

Es facil ver que completando cuadrados se tiene
22+ 6xy + 3+ a)y? + a2’ = (x + 3y)® + (a — 6)y* + az’.

Por lo tanto:

a<0|a=0|0<a<6|a=6|a>6
sig(4) | (1,2) | (1,1) | (2,1) | (2,0) | (3,0)

Otra forma de ver la signatura de A es mediante sus autovalores:

pa(r) =|A—azl3|=—23+22+a)2?> - (a+6)(a— 1)z +ala—6) =
—(z—a)(z®? - (4+a)r+a—6)=
—(LU—)\l)(.’I?—)\Q)(Q?—)\g)

donde

1 1
A = a, >\2:§<a+4+\/a2+4a+40), )\327(@+4—\/a2+4a+40)

2
Se observa que Ay > 0 para todo a € Ry A3 =0 si a = 6. En particular obtenemos:

a<0|la=0|0<a<6|a=6|a>6

signo(Ay) | — 0 + + +
signo(A2) |+ + + + +
signo(As) - — — 0 +

sig(A) (1,2) | (1,1) (2,1) (2,0) | (3,0)

Obsérvese que solo se piden los casos en los que A # 0. Para § # 0 (apartados a), b) y ¢)) y § = 0 (apartados
d), e)). Aunque lo resolveremos en general:

e #0 (i.e. a # 0,6). Entonces una forma canénica de Q, seré:

A
MXZ2 4+ Y2+ 0322 + 5= 0.



Por lo tanto si asumimos que A # 0 (i.e. a # 4/3). El tipo de Q, vendré determinado por la relacién entre

el signo de % = 3“@—’4 y sig(A):
a<0 0<a<4/3 4/3<a <6 a>06
sig(A) (1,2) (2,1) (2,1) (3,0)
Signo(%) $:—|— = - =4 $:+
Q. Hiperboloide de 1 hoja | Hiperboloide de 1 hoja | Hiperboloide de 2 hoja 0

Ahora veamos el caso a = 4/3. Como A =0 y sig(A) = (2,1) obtenemos que Q, es un cono.

e 0 =0 (i.e. a =0,6): En este caso obtendremos:

s Sia=0setendrd A # 0y sig(A) = (1,1) por lo tanto Qp es un paraboloide hiperbélico.
» Sia=6setendrda A =0y sig(4) = (2,0). Asf fo(x,y,2) = (z + 3y)? +6(2 + 1/3)%> + 7/3 > 0, para

todo (x,y,2) € R3. Es decir, Qg es vacio.

Conclusién:
a<0 a=0 0<a<4/3 |a=4/3| 4/3<a<6 |a>6
Hiperboloide Paraboloide Hiperboloide Hiperboloide
Q(L . . oy . Cono . @
de 1 hoja hiperbdlico de 1 hoja de 2 hojas




