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Espacio vectorial euclideo III:

Aplicaciones ortogonales.

1. Sea (V, ( )) un espacio vectorial euclideo y f : V.— V una aplicacién tal que (f(u), f(v)) = (u,v) para
todo u,v € V. Demostrar que f es lineal. (Sugerencia: calcular || f(u+v)—f(u)—f ()| v || f(aw)—af()|]).

2. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial euclideo (V,{ )) que cumple (u + f(u),u — f(u)) =0

para todo u € V.

a) Comprobar que f es ortogonal.

b) Supongamos que existe un vector no nulo v € V tal que f(u) + u es proporcional a v para todo

u € V. ;Qué endormorfismo es f7

3. Consideramos R? con el producto escalar habitual. Determinar los endomorfismos ortogonales f de

R? que verifican:

a) f2(z,y) = (z,y).
b) f2(z,y) = —(2,y).

4. Consideramos R? con el producto escalar habitual y f : R? — R? una aplicacién lineal cuya matriz

con respecto a la base candnica es M.

a) Si M = g b con o + 32 = 1 demostrar que f es la simetria (ortogonal) con respecto a la
-«
recta ax + by = 0, donde
b? — a? 3 —2ab
o= - -
b? + a2 Y b2 + a2

b) Encontrar la recta de simetria para o =3/5y = —4/5.

c) Encontrar la simetria con respecto a la recta y = 0.

5. Consideramos R? con el producto escalar habitual y f : R2 — R? una aplicacién lineal cuya matriz
con respecto a la base B = {(1,0),(1,1)} es

10 22 ) 1 (V3-1 =2
Ml:(ﬁ 0) © M2_2< 1 1+\/§>'

Determinar en qué caso f es ortogonal. En caso afirmativo si corresponde a un giro (en cuyo caso encontrar

el dngulo de giro) o una simetria (en cuyo caso encontrar el eje de simetria).

6. Describe el efecto geométrico de las siguientes aplicaciones ortogonales de R2:

x’z%x—@y x’z@x—l—?y
v =%z + 3y y = 2u— %2y

Estudia la composicién de las anteriores.

7. Sea (V,( )) un espacio vectorial euclideo de dimensién n. Se denota por SO(n) al conjunto de las
aplicaciones ortogonales f : V — V con determinante igual a 1. Sea V = R? y sean u,v € V dos vectores

unitarios. Fijada una orientacién en V', demuestra que existe una tnica aplicacién f € SO(2) tal que

J(w) = .



8. Sea (V,{ )) un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y B = {u;,us,u3} una base ortonormal.
Consideramos la aplicacion lineal f: V — V definida por:

3f(u1) = 2uy — 2ug +ug, 3f(uz) = auy +up — 2us, 3f(ug) = fur + yuz + 2us.

Hallar «, 8, € R de manera que f sea una aplicacién ortogonal.

9. Consideramos R? con el producto escalar habitual y tomamos la base B = {uy,uz,uz} de R? donde
up = (1,1,0), ug = (1,0,1) y uz = (1,2,0). Estudiar si son ortogonales los endomorfismos de R? dados

en esa base por las matrices

0 -5 1 1 0 -1 4 3 6
My=]0 1 0|, My=|1 2 3|, Mz=|-1 -1 -1
1 3 1 01 1 -2 -2 -3

10. Consideramos R? con el producto escalar habitual. Demostrar que los siguientes endomorfismo de R?

son ortogonales y estudiar de qué tipo.
a) El endomorfismo cuya matriz respecto de la base candnica es:

Vv2-2 V242 1
4

4 2
_ V242 V2-2 1
4 4 2
_1 1 V2
2 2 2

b) f(a:,y,z) = (z,m,y). C) f(xayaz) = %(—x+2y+2z,2x—y+2z,2x—|—2y—Z)

11. Calcular la matriz en la base canénica de R? de:

a) la simetria respecto del plano = = y.
b) la simetria respecto al plano 2z +y + z = 0.
c) giro de amplitud 7/2 con eje @ = (0,1,1), con la orientacién dada por el vector .

12. Determinar cuales de las siguiente aplicaciones de R? (con el producto escalar habitual) son ortogo-

nales. En caso afirmativo clasificarlas geométricamente.

1 8 —4 2 3 2 -2 1 2 2 1
1 8 1 4 13 2 6 1 2 1 2 L 2 1 2
9 ’ 7 e 3 I 3|~ ’
—4 4 7 6 -3 2 1 2 2 1 -2 2
-1 =1 —1 -1 -1 -1
vz vz 0 7 0 7 70 7
1 -1 2 1 -4 1 1 2 1
NV RV I 3vV2  3v2 3v2 |’ Ve V6 V6
-1 1 1 2 1 2 1 =1 1
V3 V3 VB 3 3 3 V3 V3 V3

13. Estudia las siguientes aplicaciones ortogonales de R3:

x’:%x+ﬁy+lz =z

2\[ 2 z
/N2 2 /
y="795r—7%% y=-Y
r_ly V2,01 r— _
Z =3 5Y+ 32 z z.

Estudia la composicién de las dos aplicaciones anteriores.

14. Denota por Sz, la simetrfa ortogonal en R3 con respecto a la recta L = £{(a,b,c)} y por Sy la
reflexién en R? con respecto al plano W = L. Demuestra que Sy = —S; y la matriz de Sy con
respecto a la base candnica de R? es:

a2 —bv* -2 2ab 2ac
2ab —a? + b2 — 2 2bc

a? 4 b2 + 2
2ac 2bc —a? —b% + 2



