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(Parcial 1: 3-3-2017) Curso 2016-2017

SOLUCIONES

1. Consideremos las matrices
cosf) —senf cosf) senf
Ry = s SQ = s 0 e [0, 27‘(‘),
senf cosf senf) —cosf
asociadas respectivamente a rotaciones y reflexiones en R2.

a) Prueba que cualquier aplicacién ortogonal de R? se puede expresar como composicién de reflexiones.

b) Sea f(z,y) = (—y, ), encuentra dos reflexiones g1, go tales que f = g1 o go. Identifica los elementos

principales de f, g1 v ¢g2.

SOLUCION: a) Sabemos que toda aplicacién ortogonal de R? es una rotacién o una reflexién. Como
afirma el enunciado, Sy es una reflexién: de hecho se tiene S(;Sg = I, y |Se| = —1. Por lo tanto sélo nos
queda por demostrar que cualquier rotacién se puede poner como composicion de reflexiones. Para ello

podemos ver que Rg = Sy - Sp:

cos —senf )\ [ cosf senf 1 0
senfl  cosf | senf —cosf 0 -1

O de forma similar ver que Sy, - Sp, = Ro,—0,:

senf; —cosb; senfly —cosby cosfy sen ] — cosfysenfly cosf cosby + senfy sen by

< cosf; senb; ) ( cosfy  senfy ) B ( cos B cosfy +senfysenfy cosbisenfy — cos by sen by >

junto con las identidades trigonométricas:

cos(f1 — 02) = cos by cos by + sen 01 sen Oy,

sen (61 — 02) = cos O3 sen By — cos 61 sen b.

0 -1
b) Se puede ver que si B, es la base canénica de R?, entonces Mg, (f) = <1 0 ) Por lo que podemos

identificar que f es una rotacién de dngulo 7/2. Se puede ver que

J=g1092 donde{ z;gzi; Z Ez’,x)y) } = Mg, (91) = (? é) y Mg, (92) = (é 01> .

Asi tenemos que g1 y g2 son reflexiones con respecto a rectas. Para calcular estas rectas se ve que las rectas

que quedan invariantes son x = y bajo la accién de g; y la recta y = 0 bajo la accién de g».



2. Sea 1) : R3 x R?® — R la forma bilineal dada (en coordenadas de la base canénica de R3) por:

2 -1 0 Y1
Y((1, 22, 73), (1,92, ¥3)) = (21, 22,73) | -1 2 -1 Y2
0 -1 1 Y3

a) Demuestra de manera razonada que 1 es un producto escalar en R3.

En lo que sigue consideramos el espacio euclideo (R3,1) y sea
W= {(z,y,2) ER®: 2 —y+2=0}.
b) Encontrar u, us, ug € R3 tal que {u1,us} es una base ortonormal de W y uz de W+ con respecto a .
Denotemos por B = {u1, u2,us}, donde uy, uz, us son los vectores calculados en (b).

c) Demostrar que B es una base de (R3, 1))

d) Calcular la matriz de ¢ con respecto a B.
e) Calcula la matriz de la proyeccién ortogonal sobre W con respecto a B.

f) Calcula la matriz de la proyeccién ortogonal sobre W-con respecto a B.

SOLUCION: a) Por una parte es evidente que la aplicacién ¢ es bilineal. Ademds, ¢ es una aplicacién

simétrica ya que la matriz

2 -1 0
A=Mg ()= -1 2 -1
0 -1 1

también es simétrica (es decir, A = A?). Para ver que es definida positiva, basta con escribir
(21, 22, 23), (71, 29, T3)) = 227 — 22120 + 225 — 22023 + 13 = 27 + (11 — 29)? + (T2 — 23)> > 0,

y de hecho ¢((z1,x2,x3), (x1,22,23)) =0 sl y s6lo si 1 = x9 = 23 = 0.
También podemos ver que es definida positiva utilizando el Criterio de Sylvester:

2

det(AH) =2> O, det(A22) = ’ 1

-1
’ =5>0, det(Agg) = det(A) =1>0,
Asf el Criterio de Sylvester nos asegura que 9 definido un producto escalar en R3.

b) Pasando a ecuaciones paramétricas encontramos dos generadores de W, por ejemplo W = L[vy, v5] con
v = (1,1,0) y v2 = (1,0,—1). Utilizamos el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para expresar
W = L[wy, ws], siendo wy y wy ortogonales con respecto del producto escalar :

Y(va, w1)
w(wla wl)

Nétese que ¥(wy,w1) = 2 y que ¥(wg,ws) = 1. A continuacién normalizamos w; y we para encontrar un

2
wy =wv1 = (1,1,0), Wy = Vg — wy = (1,0,—1)—5(1,1,0): (0,-1,-1).

sistema de generadores ortonormal (y por lo tanto base) de W.
W

w1 . i i o ws ) )
m_(\@’\/ﬁ’o)’ ’ Y (wa, w2) 0,-1,-1).

Sabemos que dim(W=) = 3—dim(W) = 1y por lo tanto cualquier elemento de W+ servird como generador.

U =

Una manera de encontrar un elemento de W+ es imponer las condiciones de que sea ortogonal (con respecto
a 1) a dos generadores de W, por comodidad escogemos w; y ws. Resolvemos el siguiente sistema de

ecuaciones:



Y((x1, 22, 23), (1,1,0)) = 21 + 22 — 23 =0, P((x1, 2, 23), (0, —1,—-1)) =21 —x2 =0,

de donde obtenemos w3 = (1,1, 2), que verifica ¥ (w3, ws) = 2. Por lo tanto, normalizando,

w112
= e~ (vE Ve V)

c) Sabemos que cualquier subespacio vectorial tiene interseccién trivial con su complemento ortogonal.
Asi, teniendo en cuenta que {uj,us} son linealmente independientes y que ug es perpendicular a ambos,

es suficiente para asegurarnos de que B = {uj,us,u3} es una base. En cualquier caso, siempre podemos

1/vV2 1/vV2 0
0 -1 -1 |=-1=#0.
1/V2 1/v/2 2/V2

calcular

d) Sea B = (b;;)} ;—; la matriz B = Mp(1)). Por definicién de matriz de una aplicacién bilineal con respecto

de una base, sabemos que b;; = ¥(u;,u;), y como B es ortonormal con respecto de 1, se tiene que

1
B=Mg()=| 0
0

o = O

0
0
1

e) Ponemos C; = M, B(PVJ(/). Las columnas de C; son las imdgenes por PVJ[-, de los vectores de B, expresadas
con respecto de la base B. Es decir,

P (u1) = uy = (1,0,0)3, P (ug) = up = (0,1,0)3, P (u3) = 0= (0,0,0)3,

luego
100
Ci=Msg(Pyp)=] 0 1 0
0 0 0
f) Ponemos Cy = MB(PV%, 1 ). De manera similar al apartado anterior, o teniendo en cuenta que I =

Py + Pg. (lo que implica I = Cy + Cs), obtenemos

Cy = Mp(Py.) =

o O O
o O O
_ o O



3. En el espacio euclideo usual R® dotado de la orientacién candnica, consideramos la transformacién

ortogonal dada en la base candnica por la matriz

4 1 -8
A=—-17 4 4
4 -8 1

Determinese su tipo, especificando los planos, rectas y/o dngulos de reflexién o rotacién que tenga.

SOLUCION: La matriz A es ortogonal (los excepticos pueden verlo comprobando que A'A = I)y
A! # A pues, por ejemplo, az; = £ # & =a1a.
Luego para saber el tipo nos basta ver cdal es su determinante, § = det A, un cédlculo del mismo o la

observacién de que

a1l a2
a1 22

1
= - = 6 =
‘ 9 ass ass

O~ Ol
Ol Ol

Luego 6 =1, por tanto es un giro.

Veamos ahora el &ngulo. Sabemos que cos o = %(TYazaA—é) = %(1—1) =0, yaque Trazad = %—i—%—i—% =1,
por tanto |senal =1 —cos?2a=1.

Para el signo de « necesitamos orientar el eje de giro y por tanto hallarlo:

(4— A%

Primera forma: Descomponemos A =S+ R donde S = 1(A+ A") es su parte simétricay R =
es su parte antisimétrica.

Sabemos que el eje es Ker(A — I') = Ker(R) , entonces

1 2
0 -3 —3
| 2 2
R=|35 0 3
2 2
3 3 0
_2
3
Luego Ker(R) = L(w), donde w = _%
1
3
Entonces para la orientacién del eje determinada por w tenemos sena =|| w [|=1.

Segunda forma: El eje de giro se obtiene de Ker(A —1I3) = £(u;), donde u; = (—2,—2,1). Ahora obtenemos
un vector us € R3 tal que uy L u;. Por ejemplo, us = (1,1,4). Por ultimo ug € R3 tal que uz L u; v
us L ug, de forma que {uy,us,uz} formen una base con la misma orientacién que la base candnica. Para
ello hacemos:
¢ J
ug=ug Xug=1| -2 -2 1 |=(-9,9,0).
1 1 4

Ahora denotamos por vy y vg los normalizados de us y us respectivamente. Utilizamos que
sena = (Avg) -vg =1

y junto con cos o = 0 deducimos que a =

INTE

CONCLUSION: Giro de dngulo 7/2 con eje £(u;) con la orientacién dada por el vector u; = (—2, —2,1).



4. Sea V = (R?,(,)) el espacio euclideo donde el producto escalar estd definido por:

((z1,y1), (x2,Y2)) = 1272 + T2y1 + T1Y2 + 2y1Y2.

Sea f : V — V la aplicacién definida (en las coordenadas de la base canénica) como

f(@,y) = B,y —x).
a) Decidir si f es una aplicacién autoadjunta en V.
b) En caso en el que f sea autoadjunta, encontrar una base B ortonormal de V' en el que la matriz Mp(f)
sea diagonal. Dar los vectores de B en las coordenadas de la base candnica.

SOLUCION: a) Escribimos matricialmente el anterior producto escalar; es decir,

((z1,91), (T2, 2)) = (1?1 yl) G ;) <zz>

Denotemos por A la matriz de f en la base canénica y por G la matriz del anterior producto escalar con
respecto a la base candnica también. Entonces, si expresamos todo en coordenadas respecto de la base

candnica, la propiedad de ser autoadjunta se traduce en lo siguiente:

() Go= o shae ()= myan () =13n) s ()

Comprobamos que, efectivamente,

v o) () () ) e

Luego, f es autoadjunta para el producto escalar dado.

b) Veamos que f diagonaliza en una base ortonormal para el anterior producto: El polinomio caracteristica
es: 0= (3—A)(1 —\), luego los autovalores son A = 1 y A = 3. Calculando, obtenemos que el espacio de
autovectores asociado a cada autovalor es:

() e (2 s

Se comprueba que estos autovectores son ortogonales:

()

Por otra parte, necesitamos vectores unitarios, luego calculamos:

0 0
, =2
-2 -2
) =2
Por lo tanto, una base ortonormal B, para el producto escalar dado, de autovectores de f viene dada por

2= { (i) (7))

Observar, por otra parte, que la existencia de una base ortonormal para el producto dado de autovectores

de f, yendo a la definicién, da que f es autoadjunta. Del segundo apartado se obtiene también el primero.




