ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA , Grado en Matemiticas .

(Examen Ordinario: 26-5-2017) Cu['SO 2016-2017

SOLUCIONES

-—
1. Dados tres puntos distintos alineados A;, A3, A3 € A%(R), al ntimero real r tal que A; A3 =
e
rA; A lo llamaremos razdn simple de Ay, Ay, A3, y denotamos por (A;AsAs).

-1
a) Demostrar que si A; = (1 — «)As + aAj, entonces (A1 4243) = a .

o
b) Demostrar que si tenemos una afinidad f, entonces (f(41)f(A42)f(As)) = (4142A43).

SOLUCION:
a) Como Ay = (1 — a)Ay + aAs, tenemos:

-— -_— -_— — 1- -— -1\ —
0= A]_Al = (1 — Oé)AlAQ + OéAlAg - A1A3 = (— aa) A1A2 = (aa ) A]_Ag.

b) Si f esafiny A; = (1 — o)Ay + aAs, entonces f(A1) = (1 — a)f(As) + af(As). Por el apartado a) se

tiene:
a—1

(f(A1)f(A2)f(As)) = = (A14243).

(07

2. Dado el espacio vectorial R?. Sea ¢ :R3 x R? — R la aplicacién:

o((z1, 22, 23), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T1y2 + T1Y3 + Tay1 + 2T2y2 + T2y3 + T3y1 + T3Y2 + 223y3.

a) Probar que ¢ es un producto escalar en R?® y dar su matriz en la base canénica de R®.

b) Dar una base ortonormal del espacio euclideo (R?,¢).

_>
c) Sea L el plano 2z +2y+32+5=0 y L el subespacio vectorial asociado a L. Determinar

_>
una base de L'+, el subespacio vectorial ortogonal respecto de ¢ de L.

SOLUCION: a) La matriz de la forma bilineal ¢ en la base candnica es
111
A=11 2 1
11 2

Puesto que A' = A, ¢ es simétrica. Por lo tanto, para ver que es un producto escalar basta con ver que es

definida positiva y esto lo vemos con el criterio de Sylvester:

a a
A1:|a11|:|1\:1>0 Ag = 1 12

1 1
= =1>0
a1 Q22 1 2

[Al=(4+1+1)—(2+2+1)=1>0

Puesto que todos los menores principales son positivos ¢ es definida positiva.



b) Aplicamos el método de Gram-Schmidt a la base candnica (e, ez, e3):
Sea u; = e, entonces ||u1H?D =p(ur,u1) = per,e1) = 1. Ademds p(ui,es) = pler,ea) =1y p(uy,e3) =
p(er,e3) =1.

o(u1, e2)

5 Ul =ex —el, entonces
[Jull?,

Ahora ug = €5 —

||u2||i = @(ug,us) = p(ea — e, ea —e1) = @(ea,e2) + pler,e1) —2p(e1,e2) =1+2—-2=1.
Ademds @(ug,e3) = p(ea —e1,e3) = p(ea,e3) —p(er,e3) =1—1=

p(ui,es) — p(ug,es)
|uzl|%

Por ultimo, ug = ez — us = e3 — e1, entonces

us||Z = o(us,us) = @(es — e1,e5 — e1) = @(es, e3) + pler, e1) — 2p(er,e3) =1+2—-2=1.

Por tanto (u1,us,u3) es una base ortonormal para el producto escalar .

Donde
1 -1 -1
up = 0 , Uy = 1 , ug = 0
0 0
a
c)Siu=|y | € I yv=| b | € LLe tenemos
z c
2 1 11
(z,y,2) | 2 | =0=¢(u,v)=(z,y,2) | 1 2 1 b
3 11 2 c
Por tanto
2 1 11 a
2 1=11 21 b
3 11 2 c
a 1 1
Resolviendo el sistema obtenemos BJW : b | =t ( 0 y la base pedidaes (| 0 |).
c 1 1

Otra forma: Sea {v; = (0,3, —2),v2 = (3,0, —2)} una base de f, entonces
(u,01) = 0 03 2\ (1P (” 0
u:(x,y,z)efl“’<:> PR, U1 = = 1 2 1| |y]|= )
o(u,vy) =0 3 0 -2 L1 9 0
z

%
Resolviendo el sistema obtenemos que una base de L~+¢ es {(1,0,1)}.



3. Hallar la distancia entre las variedades lineales de R* dadas por

1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 -1
Wi = +L , y Wy = +L ,
0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 -1
SOLUCION:
i = =
Determinamos W1 4+ Wy usando Gauss:
1 0 1 1|z 1 0 1 1 x
01 1 -1 _
y . 01 1 -1 y
1 01 1|z 0 0 O 0|z—=z
0 01 -1\t 00 1 -1 t
que nos dice que dim(W; + Ws) =3 y es el hiperplano —z + 2z =0.
-1
. o , 0
Por tanto su ortogonal tiene dimesién 1 y una base de él es 1
0
1 1 0
1 0 1
or otra parte AjAs ) 0 )
1 0 1
Por tanto
-1 0 -3
1 0 1 0 1
. _ 1 — _ _ — = —
dist(W1, W) = 1P (. (D)l =I5 [ | | (=L0.L0) £ F=]l ! | 7
0 1 0



4. Sea f : R?® — R? el movimiento que se obtiene como la composicién de la simetria respecto
del plano 2z +y — 2z = 1 seguido de la traslacién de vector ¥ = (2,2,2). Determinar la expresién

andlitica de f con respecto al sistema de referencia canénico de R3.

SOLUCION:
2
Sea ¢ la reflexién respecto al plano 7: 20 +y—2z=1, u=| 2 y 7, la traslacién por u, entonces
2
f = 71, 0 g. Hallamos primero la expresion analitica de ¢:
2
Un vector director de m es w = 1 y la proyeccién ortogonal correspondiente tiene la matriz:
-2
4 2 4
1 2 9 % 9
D== 1 1(2,1,-2)= 2z ¢ -2
S _4 2 4
9 9 9
Por tanto la matriz de la parte lineal de g es
1 _4 8
9 9 9
_ _ 4 7 4
A=1-2D=| —3 5 5
8 4 1
9 9 9
0 5
Un puntode 7 es pp=| 1 |.entonces (I — A)py =2Dpy = %
0 4
)
La expresion analitica de g es
/ 4 1 _4 8
9 9 9 9
vol= 5 |+ 5 § 5 ||V
/ 4 8 4 1
? 9 9 9 9 ?
y por tanto la de f es
/ 22 1 4 8
x 9 95 "9 9
U0 el U o I S A I O
/ 14 8 4 1
o 9 9 9 9 o

Otra forma de calcular la expresion analitica de g :

Sea {(1,0,1),(0,2,1)} una base del plano 2z +y — 2z = 0. Aplicando Gram-Schmidt a esta base obtenemos
la base ortonormal: {(%,O7 %), (—¥2 22 ﬁ)} Ahora anadiendo el vector normal al plano (2,1, =2)

6 3 76 373773
obtenemos la base ortonormal B de R3 con matriz de cambio de base
V2 V2 2
2 6 3
Cps,=| 0 % i
V2 V2 =2
2 6 3

Asi obtenemos

10 0 1 -4 8

1
Ms(g)=10 1 0 | = Mg (¢)=CssMs(q)Cphs, — Ms,(q) = gt 7 4
0 0 -1 8 4 1



5. En el sistema de referencia ortonormal usual de R?, considera la cénica de ecuacién

3622 4 29y* — 24xy + 48z + 34y = 139.

a) Determina el tipo de cénica y decide si es degenerada o no.

b) Encuentra un sistema de referencia ortonormal respecto al que la ecuacién de la cénica

sea candnica.
c) Describe, en las coordenadas originales, los elementos geométricos de la cénica:
= Pardbola: Foco, vértice, eje principal y directriz.
= Elipse: Focos, centro y ejes principales.

= Hipérbola: Focos, centro, ejes principales y asintotas.

SOLUCION 1:
a) Sea f(x,y) = 3622 + 29y? — 24xy + 48z + 34y — 139 = (x,y)A ( * ) + 20t ( o ) + ¢ el polinomio, en
Yy Yy

coordenadas candnicas, que define la cénica. Entonces tenemos

a3 12 oo [ 24 o— 139
—12 29 17

Primero calculamos el determinante de A: |A| =900 > 0, con lo que sabemos que es de tipo eliptico y que

() )G )= (0)

tiene centro.
La ecuacion del centro es

-1
que tiene como solucién = = —1, y = —1. Luego el centro es py = e
Entonces ¢’ = f(pg) = —180, como la matriz A es definida positiva sus autovalores A1 y Ay son positivos

y sl uy,ug son los correspondientes autovectores la ecuacién de la cénica en el referencial R’ = (po; w1, ug)

es M2 + Ay’ + ¢ =0, luego es no degenerada y es una elipse.

b) Calculamos ahora los autovalores y autovectores. El polinomio caracteristico es pa(z) = 22 — 652+ 900 =
(z —20)(z — 45) . Por tanto Ay =20 y Ay = 45. Los autovectores:

A—20I = 16 —12 — u =
—12 9
-9 —12 —2
A—45] = ) = up=|
—12 —16 3

El cambio de coordenadas es
v\ —% x’
y 3 y )

La forma canénica es 20z'2 + 455’2 — 180 = 0 que es lo mismo que

(S [V

~
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-1
¢) El centro se ha encontrado ya, es pg = < . > .

Los ejes son:
= ¢je principal: 4o —3y+1=0, esto es p=po + L(u1).
» eje secundario: 3z +4y+7=0, estoes p=po+ L(u2).

De la ecuacién canénica tenemos que los semiejes son a = 3 y b = 2, luego la distancia del centro a los

focos es ¢ =va2 — b2 =+/5.
5435 _54+3V5
Los focos son: F} = pg + cu; = _55’4\/5 y Fy =py —cup = 5+2\/5 )
5 5
SOLUCION 2:
a) Sea f(x,y) = 3622 + 29y? — 24xy + 48z + 34y — 139 el polinomio, en coordenadas canénicas, que define

la cénica. Entonces tenemos

36 —12 24
36 —12) - § = |A| =900,
—12 29 A = |A] = —16200.
24 17 —139

Como § > 0 tenemos que la cénica es de tipo eliptico, en particular que los autovalores de A, A1, A2, son no
nulos y del mismo signo. Ahora, como A < 0 obtenemos que la cénica es una elipse o el vacio. Serd una elipse
si A1, Ag > 0. Para ello calculamos el polinomio caracteristico de A: p4(z) = 22—652+900 = (x—20)(z—45).
Por tanto A1 =20 y A2 = 45. Asi que obtenemos que la cénica es una elipse (y por lo tanto no degenerada)
tiene la siguiente forma candnica

X2 Y?

A
/\1X2+)\2Y2—F:O:>20X2+45Y2:180=>?+T—1.

De la ecuacién canénica tenemos que los semiejes son a = 3 y b = 2, luego la distancia del centro a los
focos es ¢ = va2 — b2 = /5.

b) y ¢) Calculamos los autovectores asociados a los autovalores:

1 —12
/\1:20:>A—QOI:< 0 >:>u1

() =303 =0) -0

—-12 -16

Il
(S
VAR
=W
N———

Ay =45 = A—45I:<

Sustituimos (x,y) en la ecuacién de la cénica y obtenemos:
2023 + 5621 + 45yF — 18y, — 139 = 0.

Completando cuadrados obtenemos:

2 2 7
56 18 o+ I

20 (21 4+ =22 ) 445 (g — ) —180=0=¢ 275 L 0022 4 45,2 — 150,
220 245 Y2=UY1— %

7
T To — £
Por lo tanto el cambio de coordenadas es de la forma: =p(? i” .
Y Y2+ 5
Ahora calculemos los elementos geométricos:

(x27y2) (x,y)
Centro (0,0) (—1,-1)
Focos (j:\/g, 0) (%3\/5’ %4\/5)

Eje principal yo =0 dr—3y+1=0
Eje secundario | z5 =0 3z +4y+7=0

El sistema de referencia serd Ry = {centro; {u, us}} = {(—1,-1); {£(3,4), £ (—4,3)} }.



6. Determina el tipo de las cuadricas que aparecen en la familia uniparamétrica

2?4+ 3 + 22+ 3ay+ a2+ 200 -2y —22+1=0

explicando lo que ocurre para todos los valores reales del parametro «.

SOLUCION 1:

Tenemos la cuddrica f(z,y,z) =0, donde f estd determinada por

3 1
Lg 3 a
A= % 3 0 , b= -1 ) c=1
$ 0 1 —1

Vemos si es definida:

3
Ar=1,80=7, Ay =4 =0.

Por tanto es semidefinida positiva y tiene dos autovalores positivos y el autovalor cero.

z 0 x —2
Hallamos el nicleo de A: las soluciones de la ecuacion A| y | =1 0 son | y | =t 1
z 0 z 1
-2
Entonces by = Pf{er b= —%‘1 1
1
Por tanto si by #0 (« # —1) la cuddrica es no degenerada y es un paraboloide eliptico.
Si bg =0 (a=—1) la cuddrica es degenerada.
x -1 0
La ecuacién del centroes A| y |+ | —1 | =] 0 |, que tiene como solucién
z -1 0
z % -2
y |=1 0 |+t 1
z % 1
Entonces f es constante en el cento y su valor es f(%, 0, %) = —% y la forma candnica es )\2y/2+>\3212_% =0

que tiene soluciones y es un cilindro eliptico.

SOLUCION 2: Sea f(x,y, 2) = 22+ 3y + 22 + 3xy + £z + 2ax — 2y — 22 + 1 el polinomio, en coordenadas

candnicas, que define la cuddrica. Entonces tenemos

3 1
1 03 1 s 5«
2 2 33 0 -1 §=1A=0
A=12 3 0 A= |2 = S
2 ’ L0 1 -1 A=A =-3(a+1)?
101 2 '
2 a -1 -1 1

En primer lugar, para determinar el tipo de ciadrica dependera de si A =0 0 A # 0. O lo que es lo mismo
a=—10 a=1. Asi obtenemos

s a # —1: Paraboloide eliptico o hiperbdlico.

= o = —1: Cilindro, recta, par de planos o vacio.
Supongamos « # —1. El polinomio caracteristico de A es pa(z) = —2® + 522 — J2 = —z(z — \1)(z — A2),
donde A\; = 1(5+V7) y A2 = 2(5 — V7). Asi vemos que la signatura de A es (2,0) (o bien calculando

Sg = %) y por lo tanto sabemos que la cuddrica es un paraboloide eliptico.



Ahora supongamos a = —1. Entonces tenemos que la ctiiadrica tendra una forma candnica de la forma
MX? + Y2 =0,

donde A1 y A2 son los autovalores (calculados anteriormente) de A y C' € R. Como A1, A2 > 0 obtenemos
que la cuddrica sera un cilindro eliptico (C > 0), una recta (C' = 0) o vacio (C < 0).

Calculemos el valor de C, para ello basta con calcular un centro de la cuddrica. Es decir, (zg, yo, 20) tal que
V f(x0, Y0, 20) = (0,0,0), entonces C = — f(x, Yo, 20). Se tiene:

%:2a+2x—|—3y—|—z:0’ L .
%:72+3x+6y:0, :>(x,y,z):<t,3—2,1—2>, teR.
g—i =-2+4+z+22=0,
Tomamos t = 0, entonces f (0, %, 1) = —% y por lo tanto tenemos que C' = % Asi concluimos que la cuadrica

es un cilindro eliptico.

Conclusién:

» « # —1: Paraboloide eliptico.

= o = —1: Cilindro eliptico.
De hecho, aunque no se pida en el enunciado, es facil calcular que la forma canénica es:

= « # —1: Paraboloide eliptico

1

1
365+ VX2 + 5

(5-VTY?= §\/6(1 +)Z.

= o = —1: Cilindro eliptico
1 1 1
56+ V) X2+ 56— VY2 = 3



