MATEMATICAS Grado en Biologia
(6-11-2015) - Parcial 1 * Curso 2015-2016 ¢ SOLUCIONES

1) (2,5 puntos) La evolucién de una poblacion viene descrita por la matriz de transicion:

0 1,4 0,5
0,6 O 0
0 0,75 0,2
(a) (0,6 puntos) Explicar el significado biologico de las 9 componentes de la matriz.
(b) (0,6 puntos) Conocido el dato inicial (X, Yy, Zp) = (12,10, 5), hallar la poblacién en los
instantes 1 y 2.
(c) (0,6 puntos) Usando un programa de calculo, obtenemos que A}E)noo Xn/Xn-1 = 1,051.

Explicar el significado biolégico de este limite, y su relacién con la matriz de transicion
del sistema.
(d) (0,7 puntos) Si el mismo programa de calculo nos dice que para N muy grande la
poblacién consta de un 48,2% en la primera clase de edad, un 27,5% en la segunda y
un 24,3% en la tercera, ;qué relacioén tiene el vector (0,482; 0,275; 0,243) con la matriz de
transicion?

Solucion: (a) La matriz del enunciado, que llamaremos M, es una matriz 3z3, por lo tanto se trata
de una poblacién dividida en tres grupos de edad. Denotemos a estos por X,Y, Z y por X,,Y,, Z, el
numero de individuos de cada grupo en una determinada unidad de tiempo n. Asi, si denotamos por
m;; el elemento de la matriz en la fila 7 y columna j. Se tiene:

e Fn la primera fila aparece la informacion de la fecundidad de la poblacion: el coeficiente mq; = 0
quiere decir que el grupo X no procrea. El coeficiente mis = 1,4 (resp. miz = 0,5) indica que por
cada individuo del grupo Y (resp. Z) de media nacen 1,4 (resp. 0,5) por unidad de tiempo.

e En la segunda fila aparecen los datos de supervivencia de los individuos del grupo X que pasan al
grupo de edad Y en una unidad de tiempo. En este caso mi3 = 0,6, indicando que el 60 % de los
individuos del grupo X pasan a formar parte del grupo Y cuando transcurre una unidad de tiempo.
Los coeficientes mas = mos = 0, ya que en una unidad de tiempo los grupos Y y Z no pueden pasar
al grupo Y.

e Fn la dltima fila aparecen los datos de supervivencia de los dos tltimos grupos: Y y Z. Se tiene
ma; = 0 ya que transcurrido una unidad de tiempo los individuos del grupo X no pueden pasar a
formar parte del grupo Z. El coeficiente mso = 0, 75 indica que en una unidad de tiempo el 75% de
los individuos del grupo de edad Y sobreviven y pasan a formar parte del grupo de edad Z, mientras
que el coeficiente m33 = 0,2 indica que el 20 % del grupo Z sobreviven.

(b) Se tiene

n

Xn 0 1,4 0,5 Xo
Y. =106 0 0 Yo
Zin 0 0,75 0,2 Zy
Asi tenemos que en el instante 1 e instante 2 tenemos:
X1 0 1,4 0,5 12 16,5 X 0 1,4 0,5 2 /12 14,33
Y11=106 0 0 10)]={(72], Y21 =10,6 0 0 10]1=1 99
Z1 0 0,75 0,2 5 8,5 Zo 0 0,75 0,2 5 7,1

Por lo tanto, transcurrida la primera unidad de tiempo tenemos 32,2 (= 16,5+ 7,2 + 8,5) individuos;

mientras que transcurridas dos unidades de tiempo tendremos 31,33 (= 14,33+ 9,9+ 7,1) individuos.

(¢) Tenemos ]\}l’m Xn/Xn-1 = 1,051, esto indica que el autovalor dominante de la matriz M es
— 00

Ap = 1,051. Biologicamente quiere decir que la poblacion crece un 5,1 % en cada unidad de tiempo,
yva que 0,051 = Ap — 1.

(d) El vector (0,482; 0,275; 0,243) es el autovector normalizado de autovalor A\p = 1,051 de la matriz
M.



2) (2,5 puntos) Un pais esta dividido en dos zonas geograficas: Norte y Sur. Se observa
que cada ano un 20 % de la poblacion del Norte emigra al Sur, mientras que un 40 % de
la poblacion del Sur emigra al Norte.

(a) (0,5 puntos) Formular un sistema para describir la evolucién de esta poblacion.

(b) (1 punto) Determinar el porcentaje de cada poblacién que residiria en cada regiéon a
largo plazo.

(c) (1 punto) El gobierno del pais decide que, a largo plazo, un 50 % de la poblacion debe
vivir en el Sur. Para ello debe limitar la emigraciéon de surenos a un porcentaje a % cada
ano. ;Cual debe ser el valor de a?

Solucion:
(a) Denotemos por N, (resp. Sy) el porcentaje de la poblacion que vive en el Norte (resp. Sur) en el
ano n. Asi obtenemos:

Npy1 =0,8N, + 045, . Npy1) (0,8 04\ (N,
Spi1 = 0,2Ny, + 0,65, Snir) ~ 02 06)\5S, )"
(b) Vamos a calcular los autovalores de la matriz
0,8 04 1 08—z 04
M= <0,2 0,6) = |M —aly| = ‘ 02 06—z

Por lo tanto, los autovalores son 0,4 y 1, el autovalor dominante es A\p = 1. Para calcular el porcentaje
poblacién que residiria en cada regién a largo plazo hemos de calcular el autovector correspondiente al
autovalor dominante y normalizarlo:

0,8—1 0,4 z\ (0 B B B B
< 0,2 0,6—1> (y>—<0><:>07233 0,4y = 0 <= x =2y <= (z,y) = (2,1).
Por lo tanto deducimos que a largo plazo habré el doble de poblacién en el Norte que en el Sur.

(c) En este caso la matriz de evolucion del nuevo sistema de dindmica de poblaciones es:

0,8 « 1 08— «
Ma‘(o,z 1—a>:>‘Ma_“2’_ 02 l—-a-—=

Los autovalores de la matriz M, son 1y 0,8 —a. Como 0 < a < 1, se tiene que el autovalor dominante
vuelve a ser Ap = 1. Calculando el autovector correspondiente al autovalor dominante tenemos

081 @ N (V) =020 —ay=0es o= "
02 1-a-1)\y) = \o ST Ay = Y7027

Como el gobierno quiere que haya el mismo porcentaje en el Norte que en el Sur, la coordenadas del
autovector calculado tienen que coincidir. Por lo tanto, o = 0,20. Es decir, que emigraran un 20 % de
la poblacion del Sur al Norte.

=22 - 142404 = (z—1)(z —0,4).

=(z—-1)(z+a—-0_8).




3) (2,5 puntos)

La grafica de cierta funcién f viene dada
por la siguiente figura:

2,,

Basandote en la grafica de f, responde a
las siguientes cuestiones.

a) (1,25 puntos) Dibujar la graficas de las
funciones :

g9(x) = [f(2)], h(z) = f(lz]), ¥y j(z) = f(z —2).
b) (1,25 puntos) Dibujar razonadamente la
grafica aproximada de la funcién derivada

f'(=).
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Para dibujar la grafica de f’(x) hay que tener en cuenta los siguientes propiedades:

e f'(z) >0 <= f(x) creciente <= = € (—o0,—2) U (0, 2).

e f'(z9) =0 <= x es un punto critico de f(z) <= xo = —2,0,2.

e 1z es un minimo o maximo local de f/(z) <= f"(x9) = 0 <= ¢ es un punto de inflexion de f(x)

— x9g=—1,1.



4) (2,5 puntos) Se comienza a medir la concentraciéon de contaminante de un lago el 1 de
enero de 2015, y después de varias mediciones se comprueba que sigue aproximadamente
la férmula

c(t) = (t4+1)e” 002D 45,
donde ¢ es el tiempo en meses y c(t) se mide en mgr/m?>.
(a) (0,5 puntos) ;Cual sera la concentraciéon a largo plazo?
(b) (1 punto) ;Cuando se alcanza la maxima concentracién de contaminante y cuanto es
esta cantidad?
(c) (1 punto) Dibuja la grafica de ¢(t) para ¢t > 0 indicando su concavidad y los puntos de
inflexioén.

Solucion:
(a) Lo que se esta preguntado es sobre el limite de la funcion ¢(¢) (la concentraciéon) cuando ¢ tiende a
infinito (es decir, a largo plazo):

. Y —0,02(t4+1) _ 1 (1)
tlgg (t) tli{& (t+1)e tlggo €0,02(t+1)
Este limite es del tipo 2. Aplicamos L’Hopital obteniendo
) o (E+1) _
A e(t) = Jim e = M 5 opeeer — O

(b) Vamos a calcular cuando se alcanza el méaximo de ¢(t). Para ello en primer lugar calculamos para
que valores de t su primera derivada se anula:
49 — ¢
d(t) = 0 e 00204 — 0 = t = 49.
Para ver si es un maximo o minimo calculamos la segunda derivada de ¢(t) y la evaluamos en el punto
critico t = 49:

'(t) = %e*o"”(t“) — (49) < 0.

Por lo tanto, el méaximo de ¢(t) se alcanza en ¢(49) = 50/e.
(c) Vamos a utilizar ¢/(t) y ¢’ (t) para dibujar la grafica de ¢(t). Se tiene

c(t) creciente <= c/(t) > 0 <=t < 49.

Para estudiar la concavidad necesitamos calcular ¢’(t) = 0, es decir, t = 99. Asi ¢t = 99 es un punto de
inflexion donde cambia la concavidad. Por lo tanto la gréafica de ¢(t) es de la forma:

20
c(t) = (t+ 1)6_0’02(t+1)
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