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Anillos III: DF, DFU, DIP, DE.

1. Demostrar que el anillo de los enteros algebraicos Z := {a € C|3p(z) € Z[z] ménico tal que p(a) = 0}

es un dominio pero no es un DF.
2. Demostrar que Z[z] no es DIP. (Sugerencia: El ideal (2, x) no es principal)
3. Sea D un DIP. Demostrar que todo ideal primo es maximal.

4. Sea d € 7 libre de cuadrados. Definimos la aplicacién Ny : Z[v/d] — Z, como N(a+bv/d) = a® — b%d.
Demostrar:

a) U(Z[Vd]) = {z € Z[Vd] | Na(2) = +1}.
b) Z[v/d] es un DF.
¢) Z[v/=5] no es un DFU. (Sugerencia: Demostrar que las factorizaciones 6 = 3-2 = (14+/=5)(1—+/=5)

no son asociadas)

d) Sea d < 0y z,w € Z[vd]. La divisién de ntimeros complejos nos da z/w = r + sv/d con r, s € Q. Se
pide:

» 2= fw+ g donde f,g € Z[vd] cumplen f = m + nv/d tal que |r —m|, |s —n| < 1/2. ;Quién es g?
= Calcular la relacién entre Ny(g) y Na(w).

» Deducir que con este argumento Z[v/—1] y Z[v/—2] son DE con la aplicacién N_; y N_o respecti-
vamente. En particular son DFUs.

= ;Se puede concluir lo mismo para Z[v/—3]?

5. Sea p un nimero primo. Definimos el conjunto

Demostrar:
a) Zy) es un subanillo en Q. Hallar el grupo de las unidades.
b) Z,) es un DIP. (Sugerencia: Demostrar que un ideal no nulo de Z,) estd generado por pF con k > 0.)
c) (p) = pZp) es el tnico ideal maximal de Z).
d) (A qué cuerpo es isomorfo el anillo cociente Z ) /(p)?

e) Zy) es un DE.

DF Dominio de Factorizacion

DFU | Dominio de Factorizacién Unica
DIP | Dominio de Ideales Principales
DE Dominio Euclideo




