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Grupos 1

1. Decide de manera razonada si los siguientes conjuntos son grupos con las operaciones indicadas:
a) (R,+).
b) Fijado n € Zy~o, el conjunto de los enteros médulo n con la suma, i.e., (Zn,+).
c) (C,-).
d) (U(n),-), donde U(n) denota los restos médulo n de enteros coprimos con n.

e) Dado un conjunto no vacio X, el conjunto G de las biyecciones de X con la composicién, (G, o).

Calcula el cardinal de G si X es un conjunto finito.
f) (Z,*) donde para n,m € Z,n * m = min(n, m).
g) (N, %) donde para n,m € N;n*m = n.

h) (A={M e Mx(Z) : det M = —1},-).

i) (B={M € M3(Z) : det M =1},).

) (C={M eMx(Z) : det M = +1,—1},-).

k) (D ={M € M3(Q) : M es trigular superior}, -).
) (G={1,-1,i,—i},-).

2. Demuestra que el conjunto E = {5,15,25,35} C Z/40Z es un grupo con el producto médulo 40.
Identifica el elemento neutro, y el opuesto de cada elemento.

producto moédulo 91. ;Cuél es el valor de A\?

4. Sea (G = {a, b, c}, *) un grupo, donde a es el elemento neutro. Escribe su tabla. Deduce que el grupo
es abeliano. Mas atn, observa que todo grupo de orden 3 es ciclico.

5. La siguiente tabla corresponde un grupo. Completa los espacios en blanco.

e a b ¢ d
ele — — — —
al— b — — e
b|— ¢ d —
cl— d — a b
dl - — — - _

6. Counsidera el grupo D3 de isometrias de un tridngulo equilatero. Sea A la rotacién de 27 /3 alrededor
del centro del tridngulo, y sea B la simetria respecto a una de las rectas que pasa por un vértice y el
centro del tridngulo.

a) Demuestra que I = A%, A, A%, B, AB y A%B son todos elementos distintos en Ds

Sugerencia: Utiliza las propiedades de grupo y que conoces los ordenes de A y B.
b) Escribe BA como A‘B para algtn i € {0, 1,2}.

c) Utilizando los apartados anteriores, escribe la tabla de multiplicacién para Ds.
En este ejemplo hemos descrito un grupo dando una presentaciéon. Mas precisamente diremos que Ds
estd dado por la presentacién: A3 =1, B2 =1, BA= A?B.



7. Considera el grupo Dy de isometrias de un cuadrado. Sea A la rotacién de 27/4 alrededor del centro
del cuadrado, y sea B la simetria respecto a una de las rectas que pasa por un vértice y el centro del

cuadrado.

a) Demuestra que I = A%, A, A%, A%, B, AB, A2B y A3B son todos elementos distintos en D,

Sugerencia: Utiliza las propiedades de grupo y que conoces los drdenes de A y B.
b) Escribe BA como A’B para algin i € {0, 1,2,3}.

c) Utilizando los apartados anteriores, escribe la tabla de multiplicacién para Dy.
En este ejemplo hemos descrito un grupo dando una presentacion. Mas precisamente diremos que Dy
estd dado por la presentacién: A* =1, B2 =1, BA= A3B.

8. Describe el grupo de isometrias de un rectangulo que no es un cuadrado.

9. Subgrupo generado por un conjunto. Sean G un grupo, y sea S C G un subconjunto no vacio.
El subgrupo generado por S es, por definicién, el subgrupo menor de G que contiene a S. Se denota por
(S). (Existe siempre un tal subgrupo? ;jPodemos describirlo en términos de los elementos de S?7 Para

responder a estas preguntas, resuelve los siguientes apartados:
a) Sea H;,i € I una familia de subgrupos de G. Demuestra que (,c; H; es también un subgrupo de G.

b) Demuestra que
(S)=Nnyeg H

SCH

c) Demuestra que
<S> = {Slil "'Skil ke Zzo,si S S}
10. Halla el reticulo de los subgrupos de Cy, Cg, D3, y Dy.

11. Demuestra que S3 no esta generado por 1 elemento. Sean

1 2 3 1 2 3
o= = .
3 1 2 Y P 2 1 3

a) Demuestra S3 = (o, p).

b) Halla una presentacién de S3 en términos de o y p (en la linea de los problemas 6 y 7).
12. Calcula los 6rdenes de los elementos de S3 y Dj.
13. Sea G un grupo finito y x € G. Demuestra que existe n € N tal que =" = e.
14. Sea G un grupo y sean X,Y C (. Demuestra que

a) (XY)t=vy1tx-1

b)Sige G, Xg=Ygsiysélosi X =Y siysdlosi gX =gY.

c) X =Ysiysélosi X1 =YL

15. Sea G un grupo y sea H un subconjunto no vacio de G. Probar que las siguientes afirmaciones son

equivalentes dos a dos:
a) H <G.
b)) HH=Hy H '=H.
¢c)HHCHy H 'CH.



