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Forma candnica de Jordan. Aplicaciones.

1. Consideramos las matrices con coeficientes reales siguientes
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1 0 1 0 2 0 1 0
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(i) Determina la forma candénica de Jordan J; (sobre el cuerpo R o C en el que el polinomio caracteristico descomponga en
factores lineales) de cada una de las matrices A; y da en cada caso la base de Jordan y el polinomio minimo.

(i) En los casos en los que la forma de Jordan tenga coeficientes en C, encuentra JI % la forma candnica real de A;, una
base de R* respecto a la cual el endomorfismo de R* definido por A; tenga matriz J7°® y una matriz invertible Q; tal

que AQ; = QuJpeel.

2. Encuentra todas las posibles formas de Jordan (que representen endomorfismos distintos de R™) para matrices A de tamafo

n X n que satisfagan las condiciones indicadas (pa(z) es el polinomio caracteristico y ma(x) el polinomio minimo).

(i) pa(z) = (z—1)°@@ - 2)*(z = 3)°, ma(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3);

pa(@) =ma(z) = (z - 1)z - 2)%

3. Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial V' de dimensién n. Diremos que f es nilpotente si existe un entero

k > 1 tal que f* = 0. Llamaremos G(f) = min{k > 1| f¥ =0}.

(i) Demuestra que G(f) < n.

(ii) Demuestra que si f es nilpotente y G(f) = n = dim(V'), entonces existe una base de Jordan B; de V tal que la matriz de
f en esa base es un bloque de Jordan de orden n y autovalor 0, es decir: Mg, (f) = J(0,n).

(iii) (Qué nos dice en general G(f) sobre la forma de Jordan de f?

4. Sea J = J(\,n) un bloque de Jordan de orden n y autovalor .

(i) Demostrar que para k = 1,...,n se tiene, para matrices 0 de tamanos adecuados,
e 0 I
Jh = AR ")
(6 %

0 Infl

(Sugerencia: J = AI, + N,, donde N,, = (O 0

(ii) Determinar el menor entero k tal que (J — AI,,)* = 0.

) y usar el binomio de Newton viendo que I,, y N,, conmutan).



5. Definimos la exponencial de una matriz real, suponiendo que las series involucradas convergen, como

1
exp(4) := Z EA”
n=0
1 1
(i) Comprueba que exp (O 1) = ((e) Z).
a 0 a 1
ii lcul .
(ii) Calcula exp <0 b> y exp (0 a>
(iii) Encuentra cambios de base que permitan escribir las aplicaciones lineales dadas por las matrices A = (161 :13) y

4 4
B= ( 1 O) en una de las formas indicadas en (ii); utiliza esto para calcular exp(A) y exp(B).
6. Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Se dice que un endomorfismo s : V. — V es una simetria si s? = idy y que

7 :V —= V es una proyeccién si 72 = 7. Se pide:

(i) Decidir de manera razonada cémo son los polinomios minimos de s y de 7.
(ii) Usando el apartado anterior, demostrar que s y 7 son diagonalizables.

(iii) Demostrar que para s (resp. 7) existen Wi, W C V dos subespacios vectoriales de modo que W1 ®Wo =V y si u = v1 vy
con v; € Wy y vg € Wo, entonces s(u) = v1 — vy (resp. m(u) = v1). Observar que W7 y Ws dependen de s (resp. ).

7. En un bosque maderero, los arboles estan clasificados en dos tamatios. Un censo que se hace cada 5 anos reclasifica un 30 %
de los arboles de tamano menor, que pasan a ser de tamano grande. Entre cada dos censos se corta un 10% de los drboles
de tamano grande y se repuebla con el mismo numero de arboles de tamafio pequeno. jAumenta el nimero de arboles con el
tiempo? Si inicialmente habia 1000 arboles de tamano pequeno y ninguno grande, ;cudntos arboles de tamano grande hay a
los 20 anos? (Sugerencia: si x, (resp. y,) representa el niimero de drboles pequenos(resp. grandes) después de n periodos de 5

~ . z Tn—1 . . IRT .
anos, se tiene < " )=A " para una cierta matriz A que convendrd diagonalizar).
Yn Yn—1

8. Supongamos que tenemos dos depdsitos de igual volumen con agua comunicados por un doble conducto por el que circula el
agua como sigue:

NaCl — NaCl
F

Inicialmente, en el primer depdsito hay NaCl disuelto al 1%, y en el segundo hay NaCl disuleto al 2 %. Cada minuto pasa un
5% del volumen del primer depdsito al segundo y viceversa. Decide de manera razonada la concentracién de NaCl que habra en
cada uno de los depdsitos después de 120 minutos. ;Qué prevés que suceda a largo plazo?

9. Los dusky-footed wood rats son un tipo de roedor comun en los bosques de California, cuyo depredador natural es el buho
moteado. Denotamos por Oy, la poblacién de bihos después de k meses y por Ry la poblacién de roedores después de k-meses.
Supongamos que

Ok+1 = 0,50 + 0,4R;

Rk+1:i *p0k4*L1Rk

donce p es una constante positiva. El sumando 0,50y indica que si no hay roedores, la tasa de supervivencia de los bihos es del
50 % al mes, mientras que el sumando 1,1 Ry nos dice que en ausencia de bithos, los roedores crecerfan a un ritmo del 10 % al
mes. El término 0,4Ry; indica el crecimiento de los biithos en presencia de los roedores, y el término —pOy, mide la desaparicién
de roedores debido a la caza por parte de los btihos.

(i) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0,104.
(ii) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0,2. jCrece la poblacién de biithos? ;Y la de roedores?

(iii) Determina un valor de p para el que el nimero de individuos de ambas poblaciones se estabilice a largo plazo. ;Cudl
serd entonces la proporcién entre ambas poblaciones? Se puede probar que este equilibrio entre ambas poblaciones es
inestable (cualquier cambio menor en alguno de los datos provoca decrecimento o crecimiento de ambas poblaciones a
largo plazo).



