ALGEBRA LINEAL Grado en Matematicas Examen
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Ejercicio 1 Ejercicio 2 Ejercicio 3 Ejercicio 4 FINAL

3 puntos 2 puntos 3 puntos 2 puntos 10

cooooo Razonar debidamente las respuestas <oocooo

Problema 1. Decide de manera razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(i) Sea {v1,v2,v3} una base de un Q-espacio vectorial V. Para k € Q consideremos:
uy = —vy + v9 + kvug, ug = v1 + kvg + vs, uz = kvy — v — 3.

Si k # 0,1 se tiene que {uy, uz2,us} es un sistema de generadores de V.

(ii) Sea D = (1 + x + 2?)g el subespacio de Ry[z]. Escribimos [p(z)] para la clase de p(z) en Rq[z]/D.
Las clases [1], [x] forman una base de Ry[z]/D y la clase de 1 + 2x + 322 se escribe con respecto a
esta base como [1 + 2z + 32%] = —2[1] — [z].

(iii) Sean u; = (1,0,2),uz = (1,0,3),u3 = (0,1,5) € R® y B = {u1,u2,u3} base de R3. Entonces la
base dual B* de B esta definida por las siguientes formas lineales

uf(x,y,z):Sx—i—E)y—z, uZ(x,y,z):—Qx—Sy, y U§($7y,2):y

Problema 2. Sea F' : Rs[z] — R3[z] la aplicacién definida por F(p(z)) = p(1)(z + 1) + p"(z).
(i) Demuestra que F' es lineal y calcula su matriz con respecto a la base estdndar de Rs[z].
(ii) Encuentra bases de Ker(f) e Im(f).

(iii) Encuentra una base de Ker(f) N Im(f) y, sin calcular explicitamente Ker(f) + Im(f), decide si
Rslz] = Ker(f) + Im(f).

(iv) Encuentra ahora una base de Ker(f) + Im(f).




Problema 3. Consideramos la matriz con coeficientes racionales

0 1 1
A=|-2 -3 -2
1 1 0

Calcula el polinomio caracteristico de A. [Indicacién: —1 es una raiz.]

)
(ii) Calcula los autovalores y autovectores de A.
) Determina si A es diagonalizable o no.

) Determina la forma canénica de Jordan J de A.

v) Si J tiene coeficientes racionales, encuentra una base de Q® respecto a la cual el endomorfismo de

Q? definido por A tenga matriz de Jordan .J y una matriz P tal que AP = P.J.

(iv) Calcula el polinomio minimo de A.

Problema 4. Sea V un K-espacio vectorial. Diremos que un endomorfismo p : V.— V es un proyector
sipop=p. Seap:V — V un proyector e I : V. — V el endomorfismo identidad. Demuestra que:

(i
(ii) Ker(p) N Im(p) =0.

I — p es también un proyector.

)
)
(ii) Ker(p) = Im(I — p). [Sugerencia: v = v — p(v) + p(v)]
(iv) V = Ker(p) ® Im(p).




