ALGEBRA LINEAL Grado en Matematicas Hoja

Curso 2012-13 n® 8

Diagonalizacion de endomorfismos.

1. Dados los siguientes endomorfismos

fl : R? —>R27 f1(x,y) ( vx)v

fa: C2 —C2, folz,y) = (y, —x),

f3 : Q2—>Q2» f3($7y):( 7y/23y721')7

f4 : F%—>]F%7 f4(:v,y)=(x,x+y),

fs : R3 — R3, f5(z,y,2) = By +92,2/3 + 5z,2/9 + y/3),

fG . Q3—>Q37 f6(l’,y72’):(6$—7y—202,—827$—y),

fr: C®— C3, fr(x,y,2) = 2z +y + 2,22 + 3y + 22,4z + 4y + 32),
fS : }F%HF; fg(x,y,z):(x+y,x+z,y+z),

fo : Ra[z] — Ra[z], fo(p(z)) = p'(2),

fio: Ma(F2) — Mo (F2), fio Z Z = <a+g—|—d bijﬁd)’

fir oo W—W, fi1(z,y,2) = Br +y,22,y —x), donde W = {(z,y,2) € R® |z +y+ 2 =0}.
Se pide para cada endomorfismo lo siguiente:
(i) Calcular los autovalores y autovectores.
(ii) Estudiar si es diagonalizable o no sobre el cuerpo base.
(iii) En caso de que sea diagonalizable:
1. Encontrar una base B formada por autovectores.

2. Escribir la matriz diagonal D del endomorfismo con respecto a B.

3. Dar explicitamente la relacién entre la matriz D y la matriz del endomorfismo que hayas utilizado para
calcular el polinomio caracteristico.

2. Determinar en cada caso una base de R” (o de C™) en la que las matrices dadas a continuacién diagonalicen.

-1 =2 1 -1 7 4 2 -1 3 5
A1=<1 _1),A2=<1 3),143:(_5 _2),144:(5 _2),A5:<_2 _3)7

) 3 =3 1 1 2 1 6 3 0 -2 2
Ag=|3 -3 —-1],A,=|-1 1 2],43=|(2 2 2 ],A=(-3 1 3
-3 -1 -3 -2 =21 1 2 -1 -1 1 3

3. Estudiar segtin el pardmetro a € R la diagonalizacién del endomorfismo de R? que, en la base canénica, tiene la
matriz

-1 -3 -3
3 ) 3
-3 -3 a
4. Dadas las matrices de M3(R)
1 0 © 1 0 0
Ar=]0 -1 1 v  Ay=[0 -1 o0
0 0 -1 0 0 -1

Se pide:
i) Demostrar que ambas tiene los mismos autovalores.
q

(ii) ;Pueden representar el mismo endomorfismo de R3, quizés en bases distintas?



5. Dadas las matrices

5/2 —1
Al:(z/a —1) y A=

O O O
—_ O N =
— ==
N O ==

calcula:

(i) A% parak=1,2.

(ii) lim,,— o A} para k=1,2.
6. Sea V un K-espacio de dimensién n, f : V — V un endomorfismo de V', A la matriz de f con respecto a alguna
base de V' y ps(x) = det(A — «1I,,) el polinomio caracteristico de f. Entonces

(i) p(z) = (=)"z™ + (=1)"traza(A)z" ' + --- + det(A), donde traza(A) es la suma de los elementos de la
diagonal de A.

(ii) Demostrar que si B es otra matriz de f con respecto a otra base de V, entonces traza(B) = traza(A), y por lo
tanto podemos definir traza(f) = traza(A) que no depende de la matriz elegida.

7. Sea A una matriz cuadradada con coeficientes en un cuerpo K. Demuestra que A y A? tienen el mismo polinomio
caracterfstico y por tanto los mismos autovalores (en K o en “el cierre algebraico de K7).
8. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y f: V — V un endomorfismo. Demuestra:

(i) f es biyectiva si y sélo si 0 no es valor propio de f.

(ii) A es valor propio de f siy sélo si —\ es valor propio de —f.
(iii) Si f? = f, entonces {valores propios de f} C {0,1}.

(iv) Si f2= fy f es biyectiva, entonces 1 es el tinico valor propio de f.

(v) Si f2 =id, entonces {valores propios de f} C {1,—1}.
9. Sea A € M? (R) y definamos los endomorfismos f : C* —s C™ definido por f(v) = Avt y g : R™ — R™ definido
por g(v) = Av'.

(i) Demostrar que si v = (21,...,2n) = (¥1 + W1,.-.,Tn + iy,) € C™ es un vector propio con valor propio
A=A +ilg € Cde f, entonces ¥ = (Z1,...,2n) = (1 — @Y1, ..., Ty — iyn) es vector propio de f de autovalor
A=) — iAo

(ii) Sean u; = (z1,...,%n),u2 = (Y1,...,Yn) € R™. Demostrar que el subespacio vectorial V = (uj,ug)g C R"

es invariante por el endomorfismo g. Demostrar que la matriz de g, respecto de la base B = {uj,us} es

AL Ao , llamada forma canonica real.
A2 A1

(iii) Encontrar la forma candnica real para las siguientes matrices:

1 1 2

A1=<‘11 jf) A2=(§ j) A3=<_32 _53>, Ag=[-1 1 2

-2 -2 1
10. Llamaremos matriz estocdstica a una matriz cuadrada M = (p; ;) € M, (R) con coeficientes p; ; > 0 y tal que la
suma de los elementos de cada columna es 1, es decir Z?:l pi,; = 1 para cada j = 1,...,n (observa que esto implica

1> p; ; > 0). Por otra parte, dado un vector v = (z1, - x,) € C" definimos la norma infinito de v como
lv|loo := méx{|a;|:i =1, -+ ,n}.
Si M es una matriz estocdstica, demuestra:
(i) 1 es autovalor de M
(i) Para cualquier v € C", se tiene ||[M'v|o < ||v]loo- (OJO: aqui la matriz es M, que es “estocéstica por filas”.)
(iii) Cualquier autovalor, real o complejo, A de M* satisface ||| < 1.
(iv) Cualquier autovalor, real o complejo, A de M satisface ||A| < 1.

)
)
)
(v)

(1,...,1) es autovector de M, ;para qué autovalor? ;Es (1,...,1) necesariamente autovector de M?



